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Resumen

El algoritmo de Cuppen (o algoritmo divide y vencerds) es un algoritmo numéricamente
estable y eficiente que calcula todos los valores y vectores propios de una matriz tridiagonal
simétrica. Los problemas regulares de Sturm-Liouville son ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden que tienen una forma especial y cuyos valores en la frontera deben respetar
ciertas condiciones. El calculo numérico de los valores propios de este tipo de problemas es de
gran importancia, debido a las distintas dreas de aplicacién que tienen, tales como: vibracion
de cuerdas, propagacién de ondas, termodinamica, mecanica y quimica cuantica. Entre los
métodos numéricos para resolver este problema se encuentran, el método de disparo y el
método de diagonalizacion de matrices.

Estos métodos tienen un alto costo computacional, por lo que, en esta tesis se desarrollaron
implementaciones paralelas de ellos para reducir su tiempo de ejecucion, y se utilizaron en
casos especificos del problema regular de valores propios de Sturm-Liouville. En este trabajo
se presenta, a nuestro conocimiento, la primera implementacién paralela heterogénea en un
cluster con multiples GPUs y CPUs del algoritmo divide y venceras para valores propios. Una
de las principales desventajas de implementar dicho algoritmo en GPUs es que el computo
esta limitado por la cantidad de memoria del GPU. Para superar este problema nosotros
utilizamos multiples nodos con CPUs y GPUs para resolver subproblemas que encajan en la
memoria de un GPU en paralelo y reunimos sus resultados para obtener la solucién completa.
Experimentos preliminares muestran resultados prometedores. Nuestro enfoque tiene mejor
desempeno que el de librerias actuales. Ademas, las soluciones obtenidas muestran un alto
grado de exactitud con respecto a la ortogonalidad de los vectores propios y a la calidad de
los eigenpares.
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Abstract

Cuppen’s algorithm (or divide-and-conquer algorithm) is a numerically stable and efficient
algorithm that computes all eigenvalues and eigenvectors of a symmetric tridiagonal matrix.
Regular Sturm-Liouville problems are second order differential equations with special form
those boundary values accomplish certain conditions. The considerable importance of the
numerical calculation of their eigenvalues laid on the many eigenvalue problems that arise in
scientific and engineering applications such as: vibrating strings, propagation of waves, ther-
modynamics, quantum mechanics and quantum chemistry. Among the variety of methods to
solve these problems are shooting methods and matrix diagonalization.

These methods have a high computational cost, for this reason in this thesis parallel
implementations of them were developed in order to reduce running times. Also, they were
applied to specific cases of the regular Sturm-Liouville eigenvalue problem. In this work we
present, to the best of our knowledge, the first heterogeneous parallel implementation on a
cluster with multiple GPUs and CPUs of the divide-and-conquer eigenvalue algorithm. A
major drawback of implementing such algorithm on GPUs is that computation is limited by
the amount of GPU memory. We overcome the issue by using multiple nodes with CPUs
and GPUs to solve subproblems, which fit on device memory in parallel, and merging those
subproblems to get the whole result. Preliminary experiments show promising results. Our
approach has better performance than state-of-the-art libraries. Furthermore, it exhibits a
meaningful degree of accuracy with respect to orthogonality of eigenvectors and quality of
egeinpairs.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes y motivacion

El problema de valores propios regular de Sturm-Liouville tiene un gran nimero de apli-
caciones, debido a que todos aquellos problemas que puedan ser modelados con una ecuacion
diferencial que cumpla con las caracteristicas del problema de valores propios regular de
Sturm-Liouville, que se mencionan en el siguiente capitulo, se pueden solucionar mediante
las técnicas que se estudian en esta tesis.

Prueba de esto fue la conferencia que tuvo lugar en Suiza en 2003 en conmemoracion del
200 aniversario del nacimiento de Charles Francois Sturm, el fundador de la teoria de Sturm-
Liouville, a la que asistieron mas de 60 participantes de 16 paises. Como resultado de este
coloquio se publico una recopilacién de articulos presentados en este evento [1], en los que se
mencionan las distintas areas de aplicacién que tiene el problema regular de Sturm-Liouville
entre las que se encuentran: vibracién de cuerdas, propagacion de ondas, resonancias, termo-
dindmica, mecanica cuantica, quimica cuantica.

Entre los métodos numéricos utilizados para resolver el problema de valores propios regu-
lar de Sturm-Liouville se encuentran, el método de disparo y el método de diagonalizacién de
matrices simétricas, estos métodos tienen un costo computacional alto, por lo que, emplear
programacion paralela para su implementacion, puede resultar en una mejora significativa en
el tiempo de ejecucién.

La programacién paralela hasta hace algunos anos, se habia realizado cominmente con
una gran cantidad de nodos con procesadores multinticleo, recientemente se han aprovechado
el poder de cémputo y el bajo consumo energético de las unidades de procesamiento grafico
(GPUs) para realizar cémputo de propdsito general y no solo procesamiento de gréficos. Sin
embargo, ambos enfoques tienen ventajas y desventajas, por lo que, la tendencia actual es
utilizar las fortalezas individuales de cada uno, en un enfoque hibrido.
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CUDA CUDA
GPU — | GPU
OpenMP OpenMP
CPU - CPU
CUDA CUDA
GPU GPU

Figura 1.1: Arquitectura paralela heterogénea

Un punto que es importante mencionar es que la cantidad de memoria maxima con la
que cuenta una GPU hoy en dia es limitada, aproximadamente 8GB, por lo que el contar con
una implementacién que utilice varios nodos puede ayudar a disminuir esta restriccion.

En esta tesis se estudia cual es el beneficio obtenido al utilizar este enfoque hibrido y
cual método es mas conveniente, al resolver el problema de valores propios regular de Sturm-
Liouville, en términos de tiempo y exactitud.

1.2. Estado del arte

Entre las soluciones existentes para resolver el problema de valores propios destacan, las
bibliotecas LAPACK (Linear Algebra PACKage) [2] y MAGMA (Matrix Algebra on GPU

and Multicore Architectures) [3].

LAPACK es una biblioteca secuencial que es la base para otras bibliotecas de algebra
lineal, de hecho practicamente todas las aplicaciones que requieren operaciones de algebra
lineal la utilizan. Existen version optimizadas de LAPACK, la que mejores tiempos reporta
es la MKL de Intel, esta implementacion puede ejecutarse de forma secuencial o utilizar los
diferentes nicleos de un procesador.

MAGMA es la sucesora de LAPACK, el propdsito de esta biblioteca es utilizar los proce-
sadores multi-nicleo y las unidades de procesamiento grafico GPUs. Sin embargo, no utiliza
multiples nodos, esto limita el tamano de las matrices que pueden resolverse en especial en
aquellas funciones que utilizan una GPU, ya que estas tienen una memoria mas limitada que
la que puede acceder un CPU. Por ejemplo una targeta de un GB de memoria puede resolver
un problema de n = 9318, pero al aumentar una unidad este niimero se presenta un error
por memoria insuficiente.

1.3. Planteamiento del problema

El problema de valores propios regular de Sturm-Liouville tiene muchas aplicaciones, en-
tre las cuales existen problemas para los que no se conoce un solucién analitica, por lo tanto,
se requieren métodos numeéricos.

Cinvestav Departamento de Computacion



Introduccion 3

Entre los métodos mas utilizados estan la diagonalizacién de matrices simétricas y el
método de disparo. A continuacién, se da una breve descripcion de los métodos numéricos
que se estudian en esta tesis.

M¢étodo de disparo

El método de disparo aplicado al problema de Sturm-Liouville, consiste en, tomar un
rango de posibles valores propios, resolver la ecuacién diferencial correspondiente para cada
uno de ellos y seleccionar aquellos valores para los cuales se cumplen las condiciones a la
frontera del problema.

Para obtener el conjunto de valores propios y las aproximaciones de la funciones solucién
y de su derivada se siguen los siguientes pasos:

1. Se parte el intervalo en el cual se buscan las soluciones en N intervalos, usualmente
igualmente espaciados.

2. Se utiliza un algoritmo para resolver problemas de valores iniciales como Runge-Kutta
para generar las posibles funciones solucién y sus derivadas.

3. Se filtran las soluciones que cumplan las condiciones en la frontera y se agregan al
conjunto de soluciones finales.

Una mejor explicacion de este método puede consultarse en [4].

Diagonalizacion de matrices tridiagonales simétricas

En este método matricial la ecuacion diferencial se ve como un operador diferencial (el
operador de Sturm-Liouville), y se representa con diferencias finitas en una forma matricial,
Lx = Ax. Con lo que se obtiene un problema de valores propios simétrico matricial que se
resuelve mediante diagonalizacién de matrices. Es decir, encontrar una matriz diagonal D y
una matriz ortogonal P tal que L = PDP~ L.

Para obtener los vectores y valores propios de una matriz tridiagonal 7" simétrica real se
siguen los siguientes tres pasos [5]:

1. Los subeigenproblemas T} = Q1A1QT v Ty = Q2A2QL son resueltos para dos matrices
que son, salvo una modificacién de rango uno, los bloques diagonales de la matriz
original. Este paso puede hacerse utilizando cualquier método.

2. Usando los eigenpares de T, T todos los valores propios de T son calculados mediante
la solucion de la ecuacion secular.

n 2
Vs
i=1 di — A

3. Una vez que los valores propios de 1" son conocidos, los vectores propios de T' se calculan
en dos fases, un escalamiento diagonal apropiado seguido de una multiplicacién de
matriz por matriz.

Cinvestav Departamento de Computacién
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Una explicacién més completa de este método puede encontrarse en [6]. Los principales
problemas que se presentan al implementar este algoritmo son el cédlculo de la ecuacién se-
cular [7] y el conservar la ortogonalidad de los vectores propios [8].

Las soluciones numéricas tienen un error de aproximacion en la practica y son costosas
computacionalmente, sobre todo, la diagonalizacién de matrices, debido a esto se hace nece-
sario el uso de programacion paralela para disminuir el tiempo de computo.

En esta tesis se estudia cudl es el beneficio que se obtiene al implementar métodos para
solucionar el problema de valores propios regular de Sturm-Liouvile en arquitecturas parale-
las hibridas (GPUs + CPUs), en términos de exactitud y tiempo.

En particular los métodos de disparo y diagonalizacién de matrices, ya que se quiere ave-
riguar cudal de ellos es el mas conveniente para resolver este problema y que tanto se pueden
adecuar a un enfoque hibrido.

No existe una implementacién del algoritmo de Cuppen [9, 6] para diagonalizar matrices
que utilice miltiples nodos con CPUs de miiltiples nicleos y multiples GPUs [10], por lo que
no se sabe cudl es el beneficio que se obtendra al utilizar varios nodos, ya que este beneficio
podria disminuir principalmente por el costo de comunicacion entre los nodos.

En esta tesis se pretende contestar las interrogantes antes mencionadas. Con el uso de
las arquitecturas hibridas se busca lograr acelerar la ejecucion de las implementaciones de
los métodos para solucionar el problema de valores propios regular de Sturm-Liouville y
aprovechar al maximo los recursos disponibles. El contar con tales implementaciones puede
ayudar a resolver una gran cantidad de problemas en los que se utilizan problemas regulares
de Sturm-Liouville. Ademas, la implementacién del algoritmo de Cuppen en multiples nodos
puede disminuir las limitaciones de memoria que tienen las unidades de procesamiento grafico,
a la vez que, su bajo consumo de energia, reduce los costos de ejecucion.

1.4. Objetivos

Esta tesis tiene como objetivo general implementar el algoritmo para diagonalizar ma-
trices simétricas tridiagonales conocido como algoritmo divide y venceras, de forma paralela
heterogénea (GPUs 4+ CPUs), en multiples nodos y utilizarlo para solucionar el problema
de valores propios regular de Sturm-Liouville, con el fin de, averiguar que tan adecuado es
aplicar este método en este problema, en términos de exactitud y tiempo.

Para paralelizar el algoritmo se utilizan unidades de procesamiento grafico empleando la
plataforma CUDA de Nvidia, procesadores de miltiples ntcleos de Intel usando OpenMP, y
multiples nodos mediante paso de mensajes con MPI.

Para cumplir con el objetivo general se definieron los siguientes objetivos particulares:

» Investigacion sobre las mejoras al algoritmo divide y venceras para diagonalizar matrices
simétricas, en particular la solucién de la ecuacion secular.

Cinvestav Departamento de Computacion



Introduccion 5

= Paralelizar el algoritmo de disparo para el problema de valores propios regular de Sturm-
Liouville, de forma hibrida (GPU + CPU) en un nodo.

= Aumentar la escalabilidad y la independencia de la cantidad de memoria de la GPU,
de la implementacion del algoritmo divide y venceras.

= Reducir el tiempo de cémputo de la diagonalizacién de matrices simétricas tridiagona-
les.

» Mostrar la ventaja de aprovechar el poder de procesamiento de los GPUs y CPUs en
conjunto, y de utilizar varios nodos a la vez, en este problema en particular.

= Averiguar que método es mas conveniente para solucionar el problema de valores pro-
pios regular de Sturm-Liouville, el método de disparo paralelo o el método de Cuppen
paralelo, en términos de exactitud y tiempo.

= Resolver un problema de Sturm-Liouville del que no se conozca la solucion exacta.

= Comparar los métodos implementados con los existentes, en términos de tiempo y
exactitud.

1.5. Contribuciones y resultados esperados
Las contribuciones y resultados que se esperan obtener de esta tesis son:

= Tener un estudio de los métodos para solucionar el problema de valores propios regular
de Sturm-Liouville en CUDA para multiples tarjetas.

» Implementacion hibrida escalable en clusters de GPUs del método divide y venceras
para diagonalizar matrices tridiagonales simétricas.

= Calculo del error practico del problema de valores propios simétrico tridiagonal con
métodos matriciales.

1.6. Organizacion de la tesis

El resto del documento esta organizado en seis capitulos, a continuacion se presenta una
breve descripcion de cada uno de ellos.

= Capitulo 2. Marco tedrico: En este capitulo se explican los conceptos y algoritmos
que se utilizaran durante el documento, principalmente sobre el problema regular de
Sturm-Liouville, soluciéon de ecuaciones diferenciales de segundo grado, y diagonali-
zacion de matrices. También, se muestra los diferentes paradigmas de programacion
paralela, la definicion de algoritmo hibrido y heterogéneo, y se describen las tecnologias
que se utilizan para implementar los algoritmos.

= Capitulo 3. Algoritmo divide y venceras: En este capitulo se describe el algoritmo
divide y venceras para diagonalizar matrices tridiagonales simétricas, su justificacion
tedrica y los elementos que se deben tomar en cuenta para su correcta implementacion.
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6 Capitulo 1

s Capitulo 4. Diseno e implementacién: En este capitulo se presentan las estra-
tegias de paralelizacién, el diseno y la implementacion del algoritmo de disparo y de
diagonalizacion de matrices simétricas tridiagonales en su version secuencial y paralela.

s Capitulo 5. Pruebas, resultados y discusién: En este capitulo se describen los
casos de prueba y la arquitectura de computo sobre la que se trabaja, se presentan
los resultados obtenidos, se comparan con otras implementaciones, y se discute que
relevancia tienen los resultados obtenidos.

= Capitulo 6. Conclusiones y trabajo a futuro: En este capitulo se presentan las
principales conclusiones de esta tesis y se discuten algunos aspectos que nos gustaria
mejorar en una investigacién futura.
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Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo inicia en la seccion 2.1 con una revisiéon formal del problema regular de
Sturm-Liouville, se describen dos problemas sobre mecédnica cuantica, ya que los casos de
prueba se basan en estos problemas, enseguida en las secciones 2.2 y 2.3 (en las pags. 10 y
12) se explican los métodos de disparo y de diferencias finitas, después en la seccién 2.4 (en la
pég. 12) se define el problema algebraico de valores propios y se presentan algunos métodos
que son utilizados cominmente en su resolucién. Por ultimo, en la seccién 2.5 (en la pag. 22)
se describen brevemente las tecnologias que utilizamos para implementar los algoritmos.

2.1. Problema regular de Sturm-Liouville

Un problema de valores a la frontera que consiste de la ecuacion diferencial lineal de
segundo orden

{2 o] a0 =we e

y las condiciones en la frontera

ary(a) + asy'(a) =0,  af +aj >0,

Bry(b) + Bay'(b) = 0, Bi+ B >0

donde p(z) > 0,¢(z) son funciones reales continuas en el intervalo (a,b)

Es llamado problema de Sturm-Liouville, se dice que un problema de Sturm-Liouville es
regular si el intervalo [a,b] es finito y la funcién ¢(x) es integrable en este intervalo [11],
resolver este problema significa encontrar los valores de A, llamados valores propios, y las
correspondientes soluciones no triviales y,(x), conocidas como funciones propias. El conjunto
de todos valores propios de un problema regular es llamado espectro [12].

Uno de los resultados importantes en la teoria de Sturm-Liouville, es el teorema de osci-

lacién, cuya demostracién se puede encontrar en [11]. Las soluciones numéricas encontradas
en esta tesis respetan este teorema, como podra verse mas adelante.

7



8 Capitulo 2

Teorema 2.1 (Teorema de oscilacién) Existe una secuencia creciente indefinida de va-
lores propios Xg, A1, ..., An, ... del problema reqular de Sturm-Liouville, y la funcion propia
correspondiente al valor propio A, tiene precisamente m ceros en el intervalo (a,b).

Ejemplos de problemas de Sturm-Liouville son las ecuaciones de Schodinger y Dirac que
se utilizan para describir sistemas de mecénica cuantica relativista y no relativista. La locali-
zaciéon de una particula en estos sistemas esta determinada por la funcién ¢ (z) en el sentido
de que |¢¥(z)|/|]¥||* en una medida de su densidad de probabilidad en R [13].

2.1.1. Ecuacién de Schrodinger

Erwin Schrédinger publicé esta ecuacién de onda en 1926 en [14], la cual se expresa de la
siguiente forma

0 h
Zhawb(a t) = _%v2w<xa t) + V(X7 t)w(xa t)

donde x € R" y n es la dimensién del espacio de configuracién o espacio posicién [15]. Si
consideramos una dimension en el espacio de configuracion, la ecuacién anterior se escribe
como

(1) =~ (1) 4V, ), 1)

consideremos el caso en que el potencial V' sélo depende de x, la ecuacién se resuelve con
respecto a x tal que la solucién ¥ (z,t) se puede escribir como

w(l',t) — efiEt/hw(x’to) — efiEt/h(b(x)

que es conocida como la ecuacién para el caso estacionario, podemos escribirla en notacion
de una matriz de dimension 2 X 2, y si consideramos a la constante A como menos uno y a la
masa m de la particula como uno, obtenemos la siguiente representacién

dz(z) _ (o E- V(:c)) (@)

dx 1 0
que es equivalente al par de ecuaciones diferenciales acopladas
d
)
d
9 g vl

El problema del pozo de potencial infinito es un problema clasico en mecanica cuantica,
se asume que el potencial es infinito fuera de la regiéon (—a,a) y cero en esta regién. Este
potencial indica que las particulas dentro de la region estdan atrapadas y no pueden salir,
asi que la probabilidad de encontrarlas en esta regién es 1. Entonces, el potencial se describe
como

Viz) = {0 r € (—a,a)

o0 en otro caso
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Marco teorico 9

Los valores propios de este problema estan dados por

)\C:—2+2(:os( =l ), c=1,---,n
n+1

2.1.2. Ecuacion de Dirac

La ecuacion de Dirac es una ecuacion de onda para la mecanica cudntica relativista. Paul
Dirac publicé esta ecuacién de onda en 1928 [16]. A diferencia de la ecuacién de Schrédinger,
la ecuacion de Dirac es un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas. La ecuacién de
Dirac se escribe a partir del hamiltoniano

EV = HU,

. d
H = 1oy +moctoz + V(2)1,

(G
U =
(v
donde E € Ry representa la energia; H es el operador hamiltoniano (u operador de energia);

U es el vector de las funciones de onda solucién del sistema, y se le llama espinor; I es la
matriz unitaria; y oy, 02, 03 son las matrices de Dirac

(01 (0 —i /1 0
1=\10/) 27\i o) 7 \o <1

En una dimensién, la ecuacién de Dirac para el caso estacionario donde el potencial es
independiente del tiempo, puede escribirse en forma matricial como

d¥(zx) 0 mo — [V(z) — E]
dr (mo + [V(z) — E] 0 ) (z)

donde my es la masa en reposo y V'(z) el potencial independiente del tiempo [15]. La ecuacién
anterior es equivalente al par de ecuaciones diferenciales acopladas

dy(x)
dx

= {mo + [E = V(2)]} 2(),

de = {mo = [E = V(2)]} y(x)

~—

Dentro de los enfoques con los que se cuenta para resolver el problema regular de Sturm-
Liouville estan, el enfoque de problema de valores a la frontera y el de representacion como
operador matricial.
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10 Capitulo 2

2.2. Meétodo de disparo

Este método de valores en la frontera consiste en transformar el problema en uno de valores
iniciales. En este método se seleccionan los valores de las variables dependientes en uno de
los limites de la frontera, usualmente los valores iniciales, enseguida se integra la ecuacién
diferencial ordinaria, con métodos de valores iniciales (como Runge-Kutta), llegando hasta el
otro limite tratando de satisfacer las condiciones en la frontera en el punto final. En general
se encuentran discrepancias con el valor deseado en el punto final, por lo que, se ajustan
los parametros iniciales hasta que ambas condiciones, las finales y las iniciales, se satisfacen.
Esto es andlogo a intentar varios disparos de integracion con condiciones iniciales tratando
de atinar en las condiciones finales, por lo que, se le conoce como método de disparo.

Algoritmo 2.1 Disparo para el problema de Sturm-Liouville

Entrada: Puntos finales a, b; condiciones en la frontera «, [3; rango de A, [[,7]; numero de
subintervalos N
Salida: Conjunto A de valores propios y S de aproximaciones w; de y(z;) y w'; de y'(z;)
para cada:=0,1,.... N
1: para los puntos A que surgen de partir [[,7] en N intervalos hacer

2: Usar un algoritmo de valores iniciales como Runge-Kutta para generar w;, w';
3: si w;, w’; cumplen con las condiciones en la frontera «, 5 entonces
4: Agregar w;, w'; a Sy XaA

5. devolver (A, S)

Una mejor explicacién de este método puede consultarse en [4].
2.2.1. Meétodo de Runge-Kutta
Para aproximar la solucién al problema de valores iniciales

f'=F(z,f), a<xz<b, F(a)=a

n (N +1) nimeros igualmente espaciados en el intervalo [a, b]; usamos el siguiente algoritmo

Algoritmo 2.2 Runge-Kutta de cuarto orden
Entrada: Puntos finales a, b; numero de subintervalos /N; condicién inicial ag
Salida: Aproximaciones f; de y(z;) parai=0,1,.... N
1. h< (b—a)/N
2: Tg < a
3: fo —
4: parat =0 a N hacer
]{?1 — F(l’z, fz)
ko + F(JZZ ih fz lk’l )
k?g(—F(ZBZ lhfl‘l' k’g)
k4eF<xz+h fz+k3 )
fivr < fi+ (k1 + 2ky + 2ks + k4)h
10: Tiy1 < a+ ih
11: devolver f
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Para aproximar la solucion al sistema de problemas de valores iniciales

/

y=z=F(z,y,2), a<z<b, F(a)=ap,

Z=y"=Gx,y,2), a<z<b, Gla)=wm

en (N + 1) nimeros igualmente espaciados en el intervalo [a, b]; usamos el siguiente algoritmo

Algoritmo 2.3 Runge-Kutta para sistemas de ecuaciones
Entrada: Puntos finales a, b; numero de subintervalos N; condiciones iniciales «y, ay
Salida: Aproximaciones y; de y(x;) v z; de y/(x;) parai =0,1,..., N

1. h< (b—a)/N

2: g < a

3: Yp < O

4: zZg <

5: parat =0 a N hacer

6: ki + F(Qfl, Yi, Zl>

7 ll — G(l’l, Yi, Zi)

8: kQ — F(IZ + %h,yl —+ %k‘lh, Zi + %l1h>
9: lg — G(IZ + %h, Yi + %]{Zlh, Zi + %llh)
10: ]{?3 — F(l’z + %h,yl + %]{?Qh, Zi + %lgh)
11: 3 G(.TZ + %h, Y; + %k’gh, Z; + %lgh)
12: kyq < F(I’Z -+ h, Yi + kgh, Zi + lgh)

13: ly + G(l’z + h, Yi + k’3h, Zi + l3h)
14: Yirl < Y; + l(kil + 2]{52 + 2]€3 + ]{?4)]1
15: Zi4l < % + 6([1 + 2[2 + 2l3 + l4)h

16: Tir1 < a+ih
17: devolver (y, 2)

Por ejemplo, para utilizar el método de Runge-Kutta para el problema de Schrodinger F'
y G estan definidos por

F(Ii,yi, Zi) = Zi,

G(xhyi, Zz) = [E - V(l‘z)] Yi

y para el problema de Dirac por

F(, i, 2:) = {mo + [E = V(3)]} 2,

G (@i, yi, zi) = {mo — [E — V(2:)]} ys
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12 Capitulo 2

2.3. Método de diferencias finitas

Los métodos de diferencias finitas se basan en sustituir las derivadas en las ecuaciones
diferenciales por sus andlogas discretas, las diferencias finitas. Por ejemplo, para resolver la
ecuacion de Schrodinger, sabemos que las diferencias finitas centradas para la derivada de
segundo orden son

Py Y1 — 2y + Yin

i o hea
aplicando diferencias finitas a la ecuacién independiente del tiempo de Schrodinger
d?y
PR [E—V(z)]y

obtenemos la siguiente aproximacién

Yie1 — 2Yi + Yir1
12

reacomodando los términos obtenemos

~[E—=V(x)]y

1
h2 {yi—l + [hQV(%) - 2} Y + yi+1} ~ by,

y finalmente con la expresion anterior podemos construir la siguiente matriz

h*V (zg) — 2 1 0 Yo Yo
1 RV (z)—2 1 (7 %
1 . . . .
e . . : =L :
1 h2V(z, o) —2 1 Yn—2 Yn—2
O 1 h2V<xn—1) -2 Yn—1 Yn—1

que representa un problema de valores propios.

2.4. Problema algebraico de valores propios

Los valores y vectores propios pertenecen a los temas de mayor utilidad del algebra lineal.
Se usan en varias aéreas de las matematicas, fisica, mecanica, ingenieria eléctrica y nuclear,
hidrodindmica y aerodindmica. De hecho es raro encontrar un una area de la ciencia aplicada
donde nunca se hayan usado.

La transformacién L : R" — R" definida por L(z) = Az para x en R", es una trans-
formacion lineal. Una cuestion de gran importancia en una gran variedad de problemas de
aplicacion es la determinacién de vectores z, si los hay tales que x y Az son paralelos. Tal
cuestién aparece en todas las aplicaciones relacionadas con las vibraciones [17]: en elasticidad,
mecanica nuclear, ingenieria quimica, biologia, ecuaciones diferenciales, etc.

Existe un gran niimero de problemas matematicos que no corresponden necesariamente
al campo del dlgebra lineal cuya representacion puede llevarse a un problema algebraico de
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valores propios, esto ocurre debido a que las soluciones de dichos problemas se llevan a cabo
mediante la utilizacién de operadores lineales. Un operador lineal puede representarse por
una matriz de transformacion, esta matriz puede ser utilizada para reducir el problema inicial
a un problema de valores propios.

Por ejemplo, el problema general de valores propios puede referirse a ecuaciones diferen-
ciales con coeficientes constantes. El conjunto general de ecuaciones homogéneas de primer

orden con n incognitas yi, ¥, . . ., y, puede ser escrito en la forma
d
B—(y)=C

suponiendo que B es no singular esta ecuacién puede ser escrita en la forma

d
A=BC

asumiendo que la ecuacién tiene una solucién de la forma
y = xe

donde x es un vector independiente de ¢. Se debe tener
e = AxeM
y por lo tanto

\x = Ax

se tiene una solucién si A es un valor propio de A y x es el vector propio correspondiente.

2.4.1. Definicién

El problema fundamental de los valores propios es la determinacién de aquellos valores
de X para los que el conjunto de n ecuaciones lineales homogéneas con n incognitas

Az = \z (2.1)
tiene una solucién no trivial [18]. La ecuacién (2.1) puede ser escrita en la forma

(A= M)z =0 (2.2)

La teoria general de ecuaciones algebraicas lineales simultdneas nos muestra que existe
una solucién no trivial si, y solo si, la matriz A — Az es singular, esto es

det(A—Ax) =0

El determinante en el lado izquierdo de la ecuacién anterior puede ser desarrollado para
obtener la ecuacién polinomio explicita
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14 Capitulo 2

o+ A+ AT (=1)"AT =0

La ecuacion anterior es llamada ecuacion caracteristica de la ecuacién de la matriz A y el
polinomio en el lado izquierdo de la ecuacion es llamado el polinomio caracteristico. Como el
coeficiente de A\ no es cero y se asume que se trabaja en el campo de los nimeros complejos,
la ecuacion siempre tiene n raices. En general, las raices pueden ser complejas, incluso si la
matriz A es real, y puede haber raices de cualquier multiplicidad hasta n. Las n raices son
llamadas los wvalores propios de la matriz A.

Correspondiendo con cualquier valor propio A, el conjunto de ecuaciones (2.2) tiene al
menos una solucion no trivial x. Cada soluciéon es llamada un vector propio correspondiente
a este valor propio. Si la matriz A — Ax es de rango menor que n — 1, entonces habra més de
un vector independiente que satisface la ecuacién (2.2). Es evidente que si  es una solucién,
entonces kxr también es una solucién para cualquier valor de k, de forma que incluso cuando
(A — Ax) es de rango n — 1, el vector propio correspondiente a A es libre de usar un multipli-
cador constante.

Es conveniente escoger este multiplicador de forma que el vector propio tenga algunas
propiedades numéricas que sean deseables, dichos vectores son llamados vectores normaliza-
dos.

2.4.2. Transformaciones similares

Las transformaciones de la forma H~'AH de la matriz A, donde H es no singular son de
fundamental importancia tanto para el punto de vista tedrico como para el préactico, y son
conocidas como transformaciones similares; mientras que A y H~'AH se dicen ser similares
o semejantes. Obviamente H 1 AH es también una transformacién similar de A. Cuando los
valores propios de A son distintos, entonces hay una transformacién similar que reduce A a
la forma diagonal, es decir, A se puede diagonalizar, y la matriz de transformacion tiene sus
columnas iguales a los vectores propios de A.

Si se tiene

H'AH =D

entonces

AH =HD

La ultima ecuacién implica que d; son los valores propios de A en el mismo orden en que la
1-esima columna de H es un vector propio correspondiente a d;.

Los valores propios de una matriz son invariantes sobre una transformacion similar.
Porque si

Ax = \x
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entonces

H 'Az = \H 'z

se obtiene

H'AHH Yo = H 'z
(H'AH)H 'z = \H 'z

Los valores propios son por lo tanto preservados y los valores propios son multiplicados por
H-L.

Una forma mas comtun de demostrar que los valores propios de las matrices similares se
preservan es mostrando que tienen el mismo polinomio caracteristico.

Si A es semejante a B

B=H'AH

entonces

det = det(H
=det(H (A — A)H)
= det(H~ 1)det(A Al )det(H)
= det(A — \I)

H'AH — \I)

ya que el polinomio caracteristico de A y B es igual, tienen los mismos valores propios.

Muchos de los métodos numéricos para encontrar los valores y vectores propios de una
matriz consisten esencialmente en la determinacién de una transformacién similar que redu-
ce una matriz A de la forma general a una matriz B de una forma especial, para la que el
problema de valores y vectores propios puede ser resuelto de una forma mas simple.

La semejanza es una propiedad transitiva, porque si

B =H;'AH, C = H,'AH,
entonces
171 -1
C=H, H{ AH,Hy, = (H,H5) " A(H,H>)

En general la reduccién de una matriz general a una forma diagonal se realizara mediante
una secuencia de transformaciones similares.
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2.4.3. Diagonalizacién de matrices

Como mencionamos anteriormente, para encontrar los valores y vectores propios de una
matriz, con frecuencia, se utilizan transformaciones similares para obtener una matriz simi-
lar a la original para la que es mas facil encontrar los valores y vectores propios. Por lo que
es logico preguntarnos cual es la matriz mas sencilla que podemos obtener en términos de
calcular sus valores y vectores propios, la respuesta es, la matriz diagonal.

Una matriz se dice ser diagonal si todos los elementos fuera de su diagonal principal son
iguales a cero, y su valores propios son precisamente los valores en su diagonal principal, por
lo que se pueden obtener por simple inspeccion.

Por lo mencionado en los dos parrafos anteriores al proceso de encontrar un transformacion
similar de la forma

A=PDpP!

se le conoce como diagonalizacion.

Existen diversos tipos de algoritmos para calcular los valores y vectores propios de una
matriz, entre los que destacan aquellos que se basan en la diagonalizacion de una matriz a
partir de sucesivas transformaciones similares. Para llegar a una matriz diagonal, es comin
hacer una transformacion para llegar a una matriz tridiagonal y después realizar otra para
finalmente obtener la matriz diagonal

Este escrito se centra en este enfoque, especialmente cuando se aplica a matrices simétri-
cas. Un punto importante de mencionar, es que incluso para resolver problemas con valores
complejos y problemas generales de valores propios, por lo general, se termina resolviendo
una matriz tridiagonal simétrica. Que es el caso especifico que abordaremos en esta tesis.

A continuacién se mencionan de manera breve algunos algoritmos que son de gran utilidad
en la determinacion de los valores y vectores propios de una matriz.

2.4.4. Algoritmo QR

Si A es una matriz cuadrada con columnas linealmente independientes, entonces A puede
factorizarse en la forma

A=QR

En la que @) es una matriz con columnas ortonormales y R es una matriz triangular superior.

Para encontrar estas matrices es comun utilizar el proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt, no obstante, se pueden emplear otros algoritmos de factorizacion para este propdsi-
to. La descomposicion ()R se puede utilizar para aproximar los valores propios de una matriz
cuadrada, al algoritmo resultante se le llama algoritmo ()R, este algoritmo determina todos
los valores propios de una matriz.
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La idea principal de este algoritmo es construir una secuencia de matrices similares,
Ay, Ay, ..., A, donde A, converge a una matriz triangular superior semejante a la matriz
A conforme k aumenta. Por consiguiente los elementos diagonales de dicha matriz son los
valores propios de A, ya que los valores propios de una matriz triangular son los elementos
de su diagonal.

Se comienza calculando la factorizacion QR de Ay = Qo Ry, y a continuacién se forma la
matriz Ay = RyQo, se puede observar que Ag y A; son semejantes, porque

Ay = RyQo = (Qg ' A0)Qo
Por lo tanto, tienen los mismos valores propios. Se continua con la factorizaciéon QR de
Ay = Q1Rq, y se forma la matriz As = R;(Q)1 que tiene los mismos valores propios de A.
Como se habia mencionado, se itera hasta obtener una matriz triangular superior.

Se puede ver que todas las matrices en la secuencia son similares, debido a que

~1
A = Ry Q1 = (Q -1 Ag—1)Qr1
Entonces, todas las matrices en la secuencia tienen los mismos valores propios, incluyendo
la matriz triangular resultante del proceso iterativo.

Una de las caracteristicas mas notables del algoritmo QR es que al ser aplicado a una
matriz simétrica produce una matriz diagonal, esto significa que el algoritmo QR nos permite
diagonalizar una matriz simétrica.

El costo computacional del algoritmo QR es igual al nimero de iteraciones necesarias
para obtener la matriz triangular por la complejidad del algoritmo utilizado para calcular la

factorizacion QR.

Los pasos del algoritmo pueden observarse de forma resumida en el siguiente algoritmo

Algoritmo 2.4 Método iterativo QR
Entrada: Matriz real simétrica A € R™*"
Salida: Matriz P € R™"™ cuyas columnas son los vectores propios de A; Matriz A € R"*"
diagonal cuyos elementos son los valores propios de A
A+ A
: P+ 1
mientras A # diagonal hacer
QR+ A
P+ PQ
A+ RQ

. devolver (A, P)

N e

2.4.5. Meétodo de Householder

El método de Householder reduce una matriz simétrica arbitraria a una matriz tridiagonal
simétrica que es semejante a la matriz inicial. El algoritmo se basa en utilizar transformaciones
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de Householder, también conocidas como reflexiones elementales, que sirven para eliminar de
manera selectiva bloques de elementos en una forma extremadamente estable con respecto al
redondeo. El algoritmo de Householder utiliza n — 2 transformaciones para llevar una matriz
simétrica a una matriz tridiagonal. Para cada una de estas transformaciones se calcula una
matriz P, de la forma

1000 0 1000 0 100 - 00

0O ppop p 0100 0 010 -+ 00

0O ppop P 0 0 pop P 0 01 0 0

0O popop p 100 pp p :

: SRR : 000 - pp
Oppop - p)_, \OODpp - p 000 PP} jns

mas formalmente Py esta determinada por

2

vTv

Pk:I—ﬂva, g =

para calcular 5y v se puede utilizar el siguiente algoritmo [19]

Algoritmo 2.5 Obtencion del vector de Householder
Entrada: Vector x € R"
Salida: Vector v € R” con v(l) = 1y 8 € R tal que P = I, — Bvv! es ortogonal y

Pz = [|z]|2e,
Lo+ xz(2:n)Tz(2:n),v+ (x(21: n))
2: sioc =0y z(1) > 0 entonces
3: £+ 0
4: si no
5: sioc =0y z(1) <0 entonces
6: b =2
7: si no
8: p—x(1)2+o
9: si z(1) < entonces
10: v(l) «x(1) — p
11: si no
12: v(1) «— —o/(x(1) + p)
13: B+ 2v(1)?/(o +v(1)?)

14: v v/v(1)
15: devolver (v, 3)

para cada iteraciéon k = 1,2,--- ,n — 2 se calcula la nueva Ay de la siguiente manera

A1 = PLA Py

para realizar estas iteraciones se pude utilizar el siguiente algoritmo [19]
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Algoritmo 2.6 Tridiagonalizaciéon de Householder

Entrada: Matriz simétrica A € R"*"

Salida: Matriz modificada A € R™" con T = QT AQ, donde T es tridiagonal y Q =
Hy,Hy,---  H, 5 es el producto de transformaciones de Householder

1: para k=1 an — 2 hacer

2 Utilizar el algoritmo 2.5 con A(k + 1 : n, k) como entrada y v, 5 como salida

3: p+ BAKk+1:nk+1:n)

4: w <+ p— (BpTv/2)v

5

6

7

Atk +1,k) — Ak +1:n,k)|lo; Atk k+1) — A(k +1,k)
Ak+1:nk+1:n)+ Ak+1:nk+1:n)—ovw’ —woT
devolver A

Después de realizar todas las iteraciones, se obtiene en A, _; una matriz tridiagonal y
simétrica. Ya que se tiene la matriz tridiagonal se suele utilizar un algoritmo como QR
para calcular los valores propios de la matriz. Una de las propiedades de mayor utilidad
de las proyecciones de Householder es que al ser ortogonales y simétricas evitan realizar
calculos computacionales adicionales para obtener sus correspondientes matrices inversas y
transpuestas.

2.4.6. Meétodo de Givens

El algoritmo de Givens es un caso especial del algoritmo de Jacobi. Al igual que el método
de Householder, este método anula ciertos elementos de una matriz, pero mediante la aplica-
cién de rotaciones sucesivas de Givens. Estas transformaciones mantienen los mismos valores
propios que la matriz original.

Se puede utilizar una serie de rotaciones de Givens sobre una matriz cuadrada para anular
sus entradas bajo su diagonal principal, transformando la matriz original en una matriz
triangular superior, a este procedimiento se le llama reduccién de Givens.

11 a2 @13 - Aip ai; Qa2 @13 -+ Aip
Q21 Q22 QA3 -+ Ag2p Q22 Q23 -+ Q2p
a31 agz G33 -+ A4A3p | — agz -+ Azp
(41 Qg2 Q43 -+ Qpy 0 (nn

Para convertir una matriz densa en una matriz triangular superior, se deben anular todos
los elementos que se encuentran debajo de la diagonal principal de izquierda a derecha y
de abajo hacia arriba. Cada una de las rotaciones que anulan los distintos elementos de la
matriz original solo altera la fila donde se encuentra el elemento a eliminar y la fila anterior

a esta.
Uy Uz U3 Ug
V1 Vg Vg U4

Para logar anular un elemento en particular, el primer paso es calcular la matriz de
rotacién de Givens esta se obtiene con las siguientes formulas.
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donde

AT 2.3

2 2 2 2
\ ui + vy \ Uy + vy

el elemento que se desea anular es v; y el elemento que se encuentra en la misma columna
pero en la fila inmediatamente superior a vy, es decir arriba de él, es u;.

Una vez que se ha calculado esta matriz se multiplica por las filas que alteran esta rotacion,
para obtener los nuevos elementos de la matriz rotada los cuales se denotan por R de la
siguiente manera.

U1 0
R— \/ufv—il—v% \/u%i—v% <U1 Uz Ug U4> _ (7“11 12 Ti13 7"14)
— V1 V2 U3 U4 To1 T22 T23 T24
Vul+vi Ju? + 0

nétese que al efectuar la multiplicacién el elemento 797 = 0, que es el objetivo que se planteaba
desde un principio, esto ocurre debido a que

V1U1 V1Uy
2 2 2 2
\/ul + 07 \/Ul + 7

la matriz original después de aplicar una rotacion de Givens para anular, por ejemplo, el
elemento a4y es la siguiente:

=0

o1 =

aj; Q12 Az Aaig
Q21 Q22 (23 (24
31 T3z T33 T34

0 ryo 143 Tas

por la tanto, la reduccién de Givens permite determinar la matriz R del algoritmo QR.

Tal vez la distincién mas significativa entre el método de Givens y otros métodos, es que
al utilizarlo en matrices simétricas, es altamente paralelizable.

Una matriz simétrica requiere n(n — 1)/2 rotaciones de Givens para convertirse en una
matriz triangular superior, mas atn, si la matriz es también tridiagonal solo se requieren n—1
rotaciones. Tal vez esta es la diferencia de mayor importancia entre el método de Jacobi y el
de Givens, ya que el método de Jacobi no especifica un nimero finito de pasos.

En la practica, hay mejores formas de calcular ¢ y s que la ecuacién (2.3) (en la pag 20),
por ejemplo, con el siguiente algoritmo [19].
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Algoritmo 2.7 Obtencién de una rotacién de Givens
Entrada: Escalares a,b € R
Salida: Escalares ¢ = cos(6), s = sin(f) € R tales que

(0 ()= 0)

si b=0 entonces
c+1;5+0
si no

si |b| > |a| entonces

T4 —a/b; s < 1/\/1+ 712 ¢+ s
si no

T4 —bja; c+ 1//1+71% s ¢ cT

. devolver (¢, s)

Este algoritmo solo requiere cinco flops y una sola raiz cuadrada, tampoco necesitan fun-
ciones trigonométricas inversas.

Es importante aprovechar la estructura de la rotacién de Givens cuando la utilizamos en
una multiplicacion de matrices. Por ejemplo, si se multiplica una rotacién de Givens por una
matriz es conveniente utilizar el siguiente algoritmo [19].

Algoritmo 2.8 Aplicacién de una rotaciéon de Givens (pre-multiplicacién)

Entrada: Matriz A € R"*", los escalares ¢ = cos(f), s = sin(f) € R
Salida: Matriz A € R™", tal que la actualizacién A = G(i, k,0)T A afecta solo dos filas

1: para j =1 an hacer
2 T1 < A(Z,])

3 Ty <— A(lf,])

4: A(i, j) < cmp — sTy
5 A(k,j) < s1 — ¢y
6: devolver A

Y si se multiplica una matriz por una rotacién de Givens es conveniente utilizar el siguiente
algoritmo [19].
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Algoritmo 2.9 Aplicacién de una rotacién de Givens (pos-multiplicacion)

Entrada: Matriz A € R"*", los escalares ¢ = cos(f), s = sin(f) € R
Salida: Matriz A € R tal que la actualizacion A = AG(i, k,0) afecta solo dos columnas

1: para j =1 an hacer
2 T < A(j,17)

3 Ty <— A(], k’)

4: A(j, i) < ey — 5Ty
5 A(j, k) < sm1 — cm
6:

devolver A

Estos algoritmos tienen complejidades lineales en vez de cubicas, como pasaria en el caso
de una multiplicacion tipica de matrices densas.

2.5. Programacion paralela

Los términos computacion paralela, procesamiento paralelo, y programacién paralela son
usados de forma ambigua algunas veces, o no son claramente definidos y diferenciados [20].
Computacion paralela es un termino que engloba todas las tecnologias utilizadas en la eje-
cucion simultanea de muiltiples tareas en multiples procesadores. El procesamiento paralelo,
o paralelismo, es alcanzado dividiendo una sola tarea en multiples tareas mas pequenas e in-
dependientes. Las tareas pueden ejecutarse simultaneamente cuando uno o mas procesadores
estan disponibles. Si solo un procesador esta disponible, las tareas se ejecutan secuencialmen-
te. En un solo procesador moderno de alta velocidad, las tareas puden parecer ser ejecutadas
al mismo tiempo, pero en realidad no pueden ser ejecutadas simultdneamente en un solo
procesador.

Programacion paralela es la metodologia de software usada para implementar el procesa-
miento paralelo. El programa debe incluir instrucciones para informar al sistema de ejecucién
que partes de la aplicacién pueden ser ejecutadas simultaneamente. El programa entonces se
dice estar paralelizado. La programacion paralela es una técnica de optimizacién de desem-
peno que intenta reducir el "tiempo de reloj”de ejecucién de una aplicacion permitiendo al
programa manejar varias actividades simultaneamente. La programacién paralela puede ser
implementada utilizando muchas diferentes interfaces de software, o modelos de programa-
cion paralela.

El modelo de programacion paralela usado en cualquier aplicacion depende de la arquitec-
tura de hardware del sistema sobre el cual se espera ejecutar. Especificamente, el desarollador
debe distinguir entre un sistema de memoria compartida y un sistema de memoria distribui-
da. En una arquitectura de memoria compartida, la aplicaciéon puede acceder de manera
transparente a cualquier localidad de memoria. Un procesador multinticleo es un ejemplo de
de un sistema de memoria compartida. En un entorno de memoria distribuida, la aplicacién
solamente puede acceder transparentemente a la memoria de el nodo sobre el que se esta
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ejecutando. El acceso a la memoria en otro nodo tiene que ser explicitamente acordado con
la aplicaciéon. Clusters y grids son ejemplos de sistemas de memoria distribuida.

2.5.1. Hibrida

Un modelo hibrido combina méas de un modelo de programacién paralela [20]. Con la
llegada de los sistemas multinicleo, un creciente niimero de clusters y grids son sistemas pa-
ralelos con dos capas. Dentro de un solo nodo, la rapida comunicacion a través de la memoria
compartida puede ser explotada, y un protocolo de red pude ser utilizado para comunicarse
a través de los nodos. Los programas puede tomar ventaja de ambos la memoria compartida
y la memoria distribuida.

El modelo de MPI pude ser usado para ejecutar aplicaciones paralelas en clusters de sis-
temas multintcleo. Las aplicaciones MPI pueden ejecutarse a través de los nodos también
como dentro de cada nodo, por lo que ambas capas de paralelizacién, compartida y distribui-
da pueden ser utilizadas con MPI. En ciertas situaciones, sin embargo, la agregacion de la
paralelizacién de grano fino ofrecida por un modelo de programacién de memoria compartida
tal como Pthreads o OpenMP es més eficiente. Tipicamente, la ejecucion paralela sobre los
nodos es alcanzada por medio de MPI. Dentro de un nodo, Pthreads o OpenMP es usado.
Cuando dos modelos de programacion son usados en una aplicacion, la aplicacién se dice ser
paralelizada con un modelo de programacién hibrido.

Actualmente, un ejemplo comun de modelo hibrido es la combinacién de el modelo paso
de mensajes (MPI) con el modelo de hilos (OpenMP). Los hilos realizan funciones compu-
tacionalmente intensivas usando datos locales en un nodo. La comunicacion entre procesos
en diferentes nodos ocurre sobre la red utilizando MPI. Otro ejemplo similar de un modelo
hibrido con una creciente popularidad es el uso de MPI con programacién en GPU [21]. Las
GPUs desarrollan funciones computacionales intensas usando datos locales sobre un nodo.
La comunicacién entre procesos en diferentes nodos ocurre sobre la red utilizando MPI.

2.5.2. Heterogénea

El computo heterogéneo se refiere a sistemas que usan mas de una clase de procesador
[22]. Estos son sistemas multinticlo que ganan desempeno no solo agregando niicleos, si no que
también incorporan capacidades especiales de procesamiento para manejar tareas especiales
(tipicamente CPUs y GPUs) para brindar lo mejor de ambos mundos: el procesamiento en
GPU puede realizar computaciones matematicamente intensivas sobre conjuntos muy grandes
de datos, mientras que los CPUs pueden ejecutar el sistema operativo y desempenar tareas
seriales tradicionales. La programacion paralela heterogénea se refiere a la programacion de
este tipo de sistemas para realizar operaciones que requieren grandes cantidades de cémputo.

2.5.3. Tecnologias para implementar algoritmos paralelos

A continuacién se describen brevemente las tecnologias que utilizamos para implementar
los algoritmos en esta tesis.
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CUDA

Es una arquitectura de cédlculo paralelo de NVIDIA que aprovecha la gran potencia de la
GPU (unidad de procesamiento grafico) para proporcionar un incremento extraordinario del
rendimiento del sistema [23]. Parte de CUDA es un una extension al lenguaje C que permite
al codigo de GPU ser escrito en C regular. El cédigo es dirigido al procesador host (el CPU)
o al procesador device (el GPU). El procesador host genera tareas multihilo (o kernels como
son conocidos en CUDA) en el GPU. El GPU tiene su propio planificador que entonces asig-
nard los kernels a cualquiera hardware de GPU que este presente [24].

Un programa consiste de una o mas fases que son ejecutadas en el host o en el device.
Las fases que exhiben poco o ningin paralelismo son implementadas en el cédigo de host.
Las fases que exhiben una gran cantidad de paralelismo son implementadas en el codigo del
device. Las funciones kernels (o simplemente kernels) tipicamente generan un gran nimero
de hilos para explotar el paralelismo [25]. Mas informacién sobre la programacién en CUDA
puede encontrarse en los libros [26, 25, 24, 27]

OpenMP

Es una especificacién para un conjunto de directivas de compilacion, rutinas de biblioteca,
y variables de entorno que pueden ser usadas para especificar paralelismo de alto nivel en
programas Fortran y C/C++ [28]. OpenMP ofrece un modelo de més alto nivel que el de los
hilos POSIX y también provee funcionalidad adicional. En mucho casos, una implementaciéon
es construida sobre un modelo nativo de hilos como POSIX threads.

Las directivas de compilador juegan un papel importante en OpenMP, mediante la in-
serciéon de directivas en el cddigo fuente, el desarrollador especifica que partes del programa
pueden ser ejecutadas en paralelo. El compilador transforma estas partes especificadas de el
programa dentro de la infraestructura apropiada, tal como una llamada a una funciéon de
una biblioteca multitarea. OpenMP tiene cuatro ventajas principales sobre otros modelos de
programacion:

= Potabilidad - Un programa que usa OpenMP es portable a otro compilador o entorno
OpenMP

= Facilidad de uso - El desarrollador no tiene que crear y manejar hilos al nivel de los
hilos de POSIX, por ejemplo. La gestiéon de hilos es manejada por el compilador y la
libreria multitarea que utiliza.

= La aplicacion puede ser paralelizada paso por paso - El desarrollador especifica las
secciones que pueden ser ejecutadas en paralelo, y pueden por lo tanto paralelizar
incrementalmete la aplicacion como sea necesario.

» La version secuencial de el programa es preservada - Si el programa no es compilado con
la opcion de OpenMP, las directivas en el codigo son ignoradas. Este comportamiento
efectivamente deshabilita la ejecuciéon para que el programa se ejecute secuencialmente
otra vez.

Una buena referencia para el aprendizaje de OpenMP es [29)].
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MPI

Message-Passing Interface es una especificacion de una interfaz de una biblioteca de paso
de mensajes [30]. MPI principalmente se enfoca en el modelo de programacién paralela de
paso de mensajes: los datos son enviados de un espacio de direcciones de un proceso a otra
de otro proceso a través de operaciones cooperativas en cada proceso. El modelo de MPI
es comunmente usado para paralelizar aplicaciones para un cluster de computadoras, o una
grid. Como OpenMP, esta interfaz es una capa de software adicional por encima de la fun-
cionalidad basica del sistema operativo. MPI es construido por encima de una interfaz de
red, tal como sockets, con un protocolo tal como TCP /IP. MPI provee un basto conjunto de
rutinas de comunicacion, y es ampliamente disponible.

Un programa MPI es un programa secuencial C, C++, o Fortran que se ejecuta sobre un
subconjunto de procesadores, o todos los procesadores en un cluster. El programador imple-
menta la distribucion de tareas y la comunicacion entre ellas, y decide que trabajo es asignado
a los diferentes hilos. Para lograr este fin, el programa necesita ser aumentado con llamadas
a funciones de la biblioteca de MPI, por ejemplo, enviar y recibir informacién de otros hilos
(0 nodos). MPI es un modelo de programacién muy explicito. Aunque alguna funcionalidad
conveniente es proveida, tal como una operacion global de broadcast, el desarrollador tiene
que disenar especificamente la aplicacion paralela para este modelo de programacion. Muchos
detalles de bajo nivel también tienen que ser manejados explicitamente.

La ventaja de MPI es que una aplicaciéon puede ejecutarse sobre cualquier tipo de cluster
que tiene el software para soportar el modelo de programacién de MPI. Aunque originalmente
los programas de MPI se ejecutaron en clusters de un solo procesador, estaciones de trabajo
o PCs, ejecutar una aplicacion MPI sobre uno o méas computadoras de memoria compartida
es ahora comun. Mds informacién sobre MPI puede consultarse en [31].
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Capitulo 3

Algoritmo divide y venceras

En este capitulo se describe cada una de las fases del algoritmo divide y venceras para
diagonalizar matrices tridiagonales simétricas; en las secciones 3.2 y 3.3 (en las pags. 30
y 33) se presta especial atencién a la solucién de la ecuacién secular y a la ortogonalidad de
los vectores propios, ya que son estos puntos en los que se presentan las mayores dificultades
al implementar el algoritmo; también, en la seccién 3.5 (en la pdg. 34), se senalan algunos
pasos que son esenciales para una implementacion eficiente como es la deflacién, la cual tiene
dos propésitos: reducir la complejidad del problema y evitar malas condiciones para resolver
la ecuacién secular; finalmente, en la seccién 3.6 (en la pag. 36), se definen las matrices
de permutacion que se utilizan para ordenar los valores propios de los subproblemas y para
reducir el tamano del problema.

3.1. Idea general

Para utilizar esta estrategia se debe tener como matriz inicial una matriz tridiagonal
simétrica de la forma

a; by 0
b1 ay ba
T =
bn—o Gp_1 bp_1

0 bnfl Up,

que se puede separar de la siguiente manera [9]

Am+1 + bm bm+1 j:bm bm

bm+1 Am+42

3
Q
|3

27
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con lo que se tienen dos matrices tridiagonales simétricas

aq bl 0
b1 (05} bg
bmf2 Am—1 bmfl
0 bm—l am + bm
y
Am+1 F bm bm+1 0
bm—l—l Am+2 bm+2
T =

bn72 Qp—1 bnfl

O bnfl (079

por lo tanto, la matriz original esta dada por

_(Th O T
T—(O T2)+puu

donde

0
0

U= ﬂml:1—> 1 y o p=tbn
0
0

de esta forma, se tienen dos problemas separados de diagonalizacion

T, = Q1A1Q1T y Ty = QQAQQg

con

)‘1 0 >‘m+1 0
A2 B Am+2

(A0
p=(i 1)

La matriz original se reescribe como
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Q O A0 Q. 0\
(0 o)1 L)t 0)

v 0, 0\ ue +ultima columna de QT
S\ 0 @ ~ \ primera columna de QT

La matriz M tiene los mismos valores propios que la matriz original 7' (es similar)

con

M =D+ pvv’

Cuyos valores propios estan dados por la ecuacion secular

n 2

V?

OzH—pE ‘
— d; — A

Los vectores propios de M son

yi = (D —NI)"v (3.1)

Los vectores propios de la matriz original estan dados por

4 = (%1 £2> Yi

El seguimiento de estos pasos lleva al siguiente algoritmo recursivo [32].

Algoritmo 3.1 Diagonalizacién de matrices tridiagonales simétricas

Entrada: Una matriz simétrica tridiagonal 7' € R™*"
Salida: La descomposicién espectral de T = QAQ?T, donde la diagonal A es la matriz de
valores propios y () es la matriz de vectores propios y es ortogonal
1: si T'es 1 x 1 entonces
2: devolver (A=T,Q =1)
3: si no
T
0 T
Usar este algoritmo con 77 como entrada y )1, A; como salida
Usar este algoritmo con T, como entrada y (J2, Ay como salida
Formar D + pvv?! a partir de A, As, Q1, Qo ]

Calcular los valores propios A de D+ pvv’ con la ecuacion secular 0 = 1+p > 7" | pY

4: Separar la matriz en la forma T = + puu®

Calcular los vectores propios Q' de D + pvv? con ¢/; = (D — \I)"lv
Q1 0

0 Q@
11: devolver (A, Q)

10: Formar ) = [ } - @ que son los vectores propios de T’
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3.2. Ecuacion secular

El célculo de la ecuacién no es trivial. En [7] se propone una forma estable y eficiente
para resolver esta ecuacion. El autor propone utilizar una variante de Newton-Raphson que
utiliza una ecuacién no lineal para aproximar la funcién.

Considere el valor propio A; € (d;,d;11) donde 1 < i < m — 1; el caso para i = n es
considerado después. \; es la raiz de la ecuacion secular

n 2
V4
= i
fA) =1+ g 4, — A 0 (3.2)
J=1
Primero suponemos que \; € (d;, %). Sea 0; = d; — d; y sea
% v]g n UJ2-
=1 =1
=1y =1t Y

7j=1 Jj=i+1

ya que

flutdi) = 1+ () + o(p) = g(p),
nosotros buscamos la raiz u; = \; — d; € (0,0;41/2) de g(u) = 0.
Una propiedad importante de g(u) es que cada diferencia §; — i puede ser evaluada con

una alta exactitud relativa para cualquier p € (0,0;41/2). Debido a esta propiedad cada
fraccién v3/(0; — p) puede ser evaluada con una alta exactitud relativa.

Nosotros ahora suponemos que \; € [%, dit1). Sea 0; = d;j — d;y1 v sea
% Uz n U2-
G =1+ = yooow=14 )
j=1 Jj Iu j=i+1 Jj M

Nosotros buscamos la raiz pu; = A\; — d; 1 € [0;/2,0) de la ecuacién

g(p) = f(p+ disr) = 1+ 0 (p) + ¢(u) = 0.

Para cada p € [0;/2,0), cada diferencia d; — pu y cada relacién v?/(d; — ) puede ser otra
vez computada con alta exactitud relativa.

Por ultimo, consideramos el caso i = n. Sea 0; = d; — d,, y sea

2
Yj

v(p) =1+
;53‘—#

Nosotros buscamos la raiz u, = A\, — d,, € (0, ||v]|) de la ecuacién

g(p) = flp+dy) =1+ v(p) + ¢(p) =0.
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Para cada p € (0, |v]), cada diferencia §; — p y cada relacién v7/(d; — p) puede ser
computada con alta exactitud relativa como antes.

En el siguiente algoritmo, el valor de p es igual 1, ya que en nuestra implementacion se
escala la matriz original de forma que siempre se obtenga ese valor. De la misma forma, la
matriz diagonal D, se representa con un vector d, porque al implementar el algoritmo esto
reduce el uso de memoria. Los elementos del vector A son calculados como (dy —dr) — (\; —dy)
para tener una buena exactitud con los calculos en coma flotante.

Algoritmo 3.2 Encontrar la i-ésima raiz de la ecuacién secular

Entrada: Un vector d € R" cuyas entradas estén en orden ascendente, un vector v € R"
con ||v||, =1, el indice i € Z* de la raiz que se va a obtener, la precisién de la maquina
eeR

Salida: La i-ésima raiz de la ecuacién secular \; € R, el vector dmlambda = [dy — N, dy —
Niy ooy dp — N]T €R™

1: di <+ d;
2:n+1
3 g(pi) 1
4: si 7 < n entonces
5: dlpl — di+1
6: i  (di + dipl)/2
o f(N) = 1T+ o(N) +v(N)
8: si f(A\;) > 0 entonces > El cero estd en la mitad izquierda del intervalo
9: para j = 1 a n hacer > Trasladar el origen a d;
10: 5]' < dj —di
11: i <— A —di
12: dipl < dipl — di
13: mientras |g(u;)| > €y ‘E‘ > 8¢ hacer > Encontrar el cero
Hi
14: 9(ps) <= 1+ d(pa) + ¥ (i)
15: Az — — > (51 — W;, PETO 51 = dz — dl =0
16: Ajr  dipl — p; > Oip1 — i
17: a < (A + A1) g(ps) = Dilipa (V' () + ¢ (i)
19: ¢ < g(p) — D) (pi) — Dir ¢’ (s)
20: sia>0 entonz%es
21: —
T + Va? — 4be
22: si no
a—va?—4be
23: n <
2c
24: Hi <= i 1)
25: si u; = 0 entonces > Prevenir division por cero
26: M <— €
27 Ai = i +di > Regresar el origen a cero
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Algoritmo 3.2 Encontrar la i-ésima raiz de la ecuacién secular

28: si no > El cero estd en la mitad derecha del intervalo
29: para j = 1 a n hacer > Trasladar el origen a d;;
30: 5]‘ < dj — d@pl
31: i <— )\Z — del
32: di < di — dipl
33: mientras |g(u;)| > €y ‘E‘ > 8¢ hacer > Encontrar el cero
Hi
34: 9(pi) < 1+ (i) + (i)
35: AleZ—ﬂl D(Sl—ul
36: Ajpr < —p > 0ip1 — Hi, Pero ;11 = dip1 — dipy =0
3T: a4 (A + Dip1)g(ps) — Diliga (V' () + &' (14))
38: b+ AZAz—Flg(Mz)
39: ¢ g(pi) — At (i) — Ai1¢' ()
40: sia>0 ent0112%es
41: —
T + Va2 — 4be
42: si no
a — va? — 4be
43: n <
2c
44: Hi <= i 1)
45: si p; = 0 entonces > Prevenir divisién por cero
46: Wi < —€
47: Ai  p; + dipl > Regresar el origen a cero
48: si no >i=n
49:  dipl +d, +1 > d, + |||,
50: i < d, +0.5 > (dn + dny1)/2 = (dy + dp + ||v]],)/2
5l f(N) = 14 0(N) +¥(N)
52: si f(A\;) > 0 entonces > El cero esta en la mitad izquierda del intervalo
53: para j = 1 a n hacer > Trasladar el origen a d,
54: (Sj < dj —di
59: Wi <— )\1 —di
56: mientras [g(u;)| > ey ’EI > 8¢ hacer > Encontrar el cero
Hi
5T: 9(pi) < 1+ o) + ()
58: A — —pu; > 0, — i, pero 6, =d, —d, =0
59: Ay = 01 — [ > dp1 — N = (dp—1 — dy) — (N; — dy)
60: a < (D1 + 8q)g(ps) = Dia Di(V' (1) + ¢ (i)
61: b+ AzflAzg(,uz)
62: ¢ g(ps) — A () — Aid' (p1s)
63: si a < 0 entonces > Noétese que cambia el operador relacional
2b
64: — > Notese que cambia el signo de la raiz
1 a — va? — 4be b &
65: si no
Va? —4b
66: 7 ot ;L < > Noétese que cambia el signo de la raiz
c
67: Hi <= pi +1
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Algoritmo 3.2 Encontrar la i-ésima raiz de la ecuacién secular

68: si p; = 0 entonces > Prevenir divisién por cero
69: i < €
70: Ni = i +di > Regresar el origen a cero
71: si no > El cero estd en la mitad derecha del intervalo
72: para j =1 a n hacer > Trasladar el origen a d,, 1 = d,, + |||,
73: 0; = d; — dipl
74: Wi <— )\z — del
75: mientras |g(u;)| > €y ‘E‘ > 8¢ hacer > Encontrar el cero
i
76: 9(ui) < 1+ (i) + (i)
77 Aj = 05 — i
78: Ajq 01—
79: a4 (Aio1 + Ai)g(ps) — Dim1 Ay (V' () + &' (14))
80: b+ Az—lAzg(ﬁLz)
81 ¢ = g(pi) — At (pi) — Ai' (1)
82: si a < 0 entonces > Noétese que cambia el operador relacional
2b
83: — > Nétese que cambia el signo de la raiz
" a — v a? — 4be a s
84: si no
Vva? — 4be
85: 7 @t 5 > Nétese que cambia el signo de la raiz
c
86: Hi <= i 1)
87: si u; = 0 entonces > Prevenir division por cero
88: Wi <— —€
89: Ai < p; + dipl > Regresar el origen a cero
90: para 7 =1 a n hacer
91: dlambdaj<—5j—pi Dd]—/\lz(d]—d])—()\z—d]),]:ZéZ—f-]_

Algoritmo 3.3 Solucién de la ecuacién secular
Entrada: Un vector d € R” cuyas entradas estén en orden ascendente sin valores repetidos,
un vector v € R™ con [|v||, = 1, la precisién de la maquina € € R
Salida: Las n raices de la ecuacion secular en el vector A € R”, una matriz dfmic € R™*"
cuyo valor en la fila f y la columna c es dy — A,
1: parai =1 an hacer
2: Usar el algoritmo 3.2 con d, v, 7, € como entrada y \;, la columna ¢ de dfmlc como
salida

3.3. Ortogonalidad de los vectores propios

Si se utiliza la ecuacién 3.1 para calcular los vectores propios de D 4+ vv' se puede perder
la ortogonalidad de los vectores propios. Gu y Eisenstat [8] proponen las siguientes ecuaciones
para evitar que esto ocurra:
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1521 (di — M) Ty (A — di)
1521 (di — dy) Ty (d; — di)
0 = (D —X\I)"'v

YD =MDV

La solucién de Gu y Eisenstat es a la vez ingeniosa y simple, ademas, no depende de la
arquitectura de la maquina donde se implemente; basicamente proponen el siguiente proble-
ma inverso de valores propios:

v}, = sign (vg) (3.3)

Dado D y valores Ai, \o, ..., A\, que satisfacen la propiedad de entrelazado, encontrar un
vector v’ = [v}, v}, ..., v ]T tal que la matriz D + vv! tiene los valores propios prescritos
A1, A2,y ...y Ay La solucion a este problema esta dada por la ecuacién 3.3.

Ellos observaron que v, en la ecuacion 3.3 estd determinada por los valores d; y A; con
una gran exactitud. Por lo tanto una vez que los valores propios son calculados con un buen
grado de exactitud, un vector v/ puede calcularse, tal que los valores \; son los valores propios
exactos de D + vvT.

Antes de que se propusiera esta solucion, se habia utilizado doble precisién para los proble-
mas de valores propios de precisién sencilla y cuadruple precisién (simulada en software) para
los problemas de precision doble, por lo que se tenian implementaciones que eran totalmente
dependientes de la maquina.

3.4. El problema de valores propios para D + vv’

Como se menciond anteriormente nosotros escalamos la matriz original 7" con el escalar
1/(2p) por lo que el problema que resolvemos es D + vv’, en lugar de D + pvvl; ademas
esto facilita tener un vector v con ||v|| = 1.

Con los puntos estudiados en las secciones anteriores, se puede observar que para resolver
este problema necesitamos resolver la ecuacién secular con el algoritmo 3.3 y la correccién
para restaurar la ortogonalidad de los vectores.

Este problema se conoce como modificaciéon de rango uno y todos los solucionadores
de valores propios basados en el algoritmo divide y venceras tienen que resolverlo, incluso
aquellos para solucionar problemas generales de valores propios, por lo que se considera uno
de los puntos claves de muchas implementaciones actuales.

3.5. Deflacion

La deflacién es un proceso mediante el que se reduce el tamano del problema de valo-
res propios para D + vv’. Esta reduccién también es necesaria para cubrir las condiciones
del algoritmo 3.3 que utilizamos para resolver la ecuacion secular; no tener valores propios
repetidos, ni elementos cero en el vector v. Existen dos tipos de deflacion. El primer tipo
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de deflacion se aplica cuando hay una elemento en v igual a cero. Si esto ocurre entonces
tenemos que

(v; =0 <= vie;=0) = (D +vvl)e; = die;

Esta es una de ciertas soluciones que se pueden obtener inmediatamente, solo observando
cuidadosamente la ecuacién. Por lo tanto, si un elemento de v se aproxima a cero podemos
tomar el valor propio directamente de la diagonal de D y el correspondiente vector propio es
un vector coordenado.

El segundo tipo de deflacién se aplica cuando hay entradas idénticas en la diagonal de
D, es decir, d; = d;, con i < j. Si esto ocurre nosotros podemos encontrar una rotacién de
Givens G(i, j, ¢) tal que esta introduce un cero en la j-ésima posicién de v,

X
i — V7 4 v7

: =G(i,5,0)v=Gv
j— 0

X

Notese que para cualquier o,

Por lo tanto, si hay multiples valores propios en D podemos reducir todos. excepto uno,
al introducir ceros en v y después proceder como en el primer tipo de deflacion.

En nuestra implementacién aplicamos deflacién si

lv;| < 8.0et o |[(d; —dj)cs| < 8.0et con t=max(max(d;), max(v;))

Utilizamos ¢ como tolerancia por ser una aproximacién a [|[D + vvT| y € es la precision
de la maquina.

Como se puede observar la aplicaciéon primeramente de la deflacién para todos los valores
v; iguales a cero y después para todos valores propios repetidos de D nos permite cumplir
con las condiciones necesarias para resolver la ecuacion secular de forma correcta.

La deflacién cambia el problema de valores propios para D + vv’ por el de

G(D+vwwhGT =D+ Gvw!'G" = D + (Gv)(Gv)T

Donde G es el producto de todas las rotaciones de Givens.

Sin embargo, también debemos cambiar todas las entradas igualadas a cero en v a la
parte inferior del vector y guardar esta permutacién para poder: 1) utilizarla una vez que
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tengamos los valores propios de la ecuacién secular y 2) tener los valores correspondientes en
su orden original.

Con la permutacién el problema se transforma en

T
Diesi + Vaervaey 00\ _ nrpr _ (@ 0\ (A 0 Q@ 0
< 0 Dueps) ~ PiefG(D +vv' )G Py = 0 1) 0 Dup 0 I

Es esta reduccion la que permite al algoritmo divide y venceras ser uno de los mas efi-
cientes, incluso en versiones secuenciales. Entre mayor sea la deflacién maés réapida sera la
ejecucion del algoritmo.

3.6. Matrices de permutaciéon

Una matriz de permutacién es una matriz P € R™" que es una permutacién de filas (o
columnas) de la matriz identidad [33]. Son una clase especial de matriz ortogonal que por
medio de multiplicaciones reordena las filas o las columnas de otra matriz. Por ejemplo,

Si una matriz A € R™™ es premultiplicada
de A:

Si una matriz B € R™" es postmultiplicada por P, el resultado es que re-ordena las
columnas de B:
1 2 3 010 31 2
4 5 6 0 01]=1|6 425
7 8 9 1 00 9 7 8
Podemos revertir la permutacién, multiplicando la matriz permutada por la inversa de la

matriz de permutacion que causé el cambio en primer lugar asi:

PTPA=A vy APPT=A

Por ejemplo, retomando nuestro primer ejemplo:

En la practica, el uso de matrices de permutacién requiere mucha memoria por lo que
., sz 1x x1
se usan vectores de permutacién. Un vector de permutacién p € Z+ "o € Zt""" es una
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permutacion de enteros del 1 a n que se utiliza como indice para colocar las filas o columnas en
el indice correcto. Para obtener el vector de permutacion a partir de la matriz de permutacion,
solo se multiplica P por el vector que contiene los ntimeros del 1 a n, por ejemplo:

0 1
p=10 0
10

o = O

1 2
21 =13
3 1

3.7. Algoritmo completo

Después de ver los detalles que deben ser tomados en cuenta para una correcta imple-
mentacion, podemos ver que la descomposicién que buscamos tiene la forma

Q, 0 N0 0, 0\
(ol 0 PionG" PiePacyGPuare () N ) TPV Pon G Pieg Pacs G Poont 0 0

que equivale a

Q, 0 O O\ (A 0\ [Qn O\© 0, 0\"
(01 Q2> PSI;”GTde;f« 0 1) ( 0 Ddefz) ( 0 1> )PglefGPsm’t(o1 Q2>

por lo que los vectores propios de 1" son

(@1 0 Qr1 0
(3 gy (5 )

y los valores propios son

es decir
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Capitulo 4

Diseno e implementacion

Este capitulo describe el desarrollo principal de la tesis, los problemas que se encontraron
al implementar los algoritmos y como se resolvieron.

Primero, se muestra en la seccion 4.1, la implementacién secuencial del método de dis-
paro, y en la seccién 4.2 (en la pag. 40) la implementantacion secuencial del algoritmo
divide y vencerds. Enseguida, en la seccion 4.3 (en la pag. 45), se explican las estrate-
gias de paralelizacion que se utilizaron y cual es més adecuada para cada granularidad de
datos y herramienta de programacién. Después, en la seccién 4.4 (en la pag. 46) se descri-
be la implementacion paralela del método de disparo, finalmente, en la seccién 4.5 (en la
pég. 46) se detalla la implementacién paralela del algoritmo divide y vencerds, se muestra
como se sincronizaron el CPU con el GPU y los mensajes que se intercambian entre los nodos.

Se explica con detalle como se implemento cada uno de los pasos que conforman los al-
goritmos de cada método.

4.1. Implementacién secuencial del método de disparo

La implementacion secuencial del método de disparo se realizo inicamente en lenguaje
C, por que se conocia mucho mejor la forma de implementarlo y no existia la necesidad de
hacer tantas pruebas.

Para la implementacion basicamente se desarrollaron las siguientes tareas:

= Runge-Kutta de cuarto orden
= Recorrido de intervalos

= Contar el nimero de cruces que realiza cada funcién que resulta de integrar usando
Runge-kutta, para saber a que valor propio corresponde

= Filtrar resultados que si cumplen con las condiciones finales e iniciales de las ecuaciones
diferenciales

= Comparar errores con respecto a soluciones analiticas, cuando estas existan
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Las estructuras de datos que se utilizaron fueron arreglos de longitud n x n que guardan
en cada fila un discretizacién de las funciones de la ecuacién diferencial de segundo grado, en
total son dos matrices una para y = f y otra para z = f’ que son las funciones desacopladas
de la ecuacion diferencial.

Se utilizaron tres arreglos de longitud n, uno para guardar la discretizacion del intervalo
de x donde se buscan los valores propios, uno para guardar los valores de energia F, y uno
para guardar los cruces de cada disparo que se intento c.

4.2. Implementacién secuencial del algoritmo divide y
venceras

Se desarrollaron dos implementaciones secuenciales, una en matlab y otra en lenguaje C.
La metodologia que se siguié durante la tesis para implementar los algoritmos fue:

Primeramente, codificar en matlab con funciones de algebra lineal que ya incluye matlab,
el objetivo de esta fase fue aprender y comprender los algoritmos utilizados, en especial el
algoritmo divide y vencerds, porque era del que menor informacion se tenia, gracias esta
implementacién se logré identificar varios errores que ocurrian al seguir de forma estricta los
algoritmos utilizados en los articulos en los que nos basamos. Al darnos cuenta de que se
necesitaba investigar mas los detalles propios de la implementacion, hicimos pruebas sobre
varias versiones, hasta asegurarnos que la implementacion funcionaba en todos los casos, y
no solo en ejemplos especificos, esta fue la principal razén para desarrollar funciones genera-
doras de matrices y funciones que median el error de las soluciones encontradas. Matlab nos
permitio crear estas funciones de una forma muy rapida, ademas por el hecho de mantener
las variables en el espacio de trabajo nos permitié hacer diferentes experimentos sobre los
resultados de cada ejecucién.

Después, fuimos modificando la versiéon que utilizaba instrucciones vectorizadas y funcio-
nes de matlab hasta llegar a una que encajara con el tipo de programacion del lenguaje c.
Aunque eliminar las instrucciones vectorizadas produce una ejecucién mas lenta, nos pro-
porciona otras ventajas. Estas modificaciones nos permitieron pensar como se paralelizaria
cada parte del codigo, porque identificamos las estructuras de datos que utilizariamos, los
datos que debiamos enviar entre los nodos, y el profiler de matlab nos permitié analizar las
tareas que mas tiempo consumian. Ademas, la implementacion de matlab con estructura del
lenguaje C puede ayudar a otras personas interesadas en implementar el algoritmo divide y
venceras, por ejemplo, futuros estudiantes, al servirles como un buen punto de partida para
realizar sus propios desarrollos en otros lenguajes, porque la implemetacion esta desarrollada
a un bajo nivel, que permite ver los detalles de implementacion que son necesarios para ob-
tener buenos resultados y permite hacer experimentos a futuras modificaciones de una forma
rapida.

Finalmente, se codificé una version secuencial en lenguaje C, basandonos en la version
de matlab, al implementar esta version pensamos en estructurarla de forma que fuera facil
portarla a la version paralela, para hacer esto, tomamos en cuenta que los modelos de ejecu-
cién paralela son operaciones de una y dos dimensiones, en los que cada elemento resultante
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es calculado por un hilo de ejecucién, entonces generamos métodos de la forma <método>_r
para una dimension, y <método>_rc para dos dimensiones. Estos métodos normalmente se
encuentran dentro de un ciclo for y contiene las operaciones que calculan el resultado del
elemento en la fila r y columna c, asi imitamos el comportamiento de los kernels de CUDA
o de los pragma de OpenMP. Sin embargo, imitar el comportamiento de MPI no se puede
lograr de esta forma y es preferible limitarse a mantener estructuras de datos separadas en
lo que se convertira en diferentes procesos sobre nodos distintos.

4.2.1. Almacenamiento de matrices

El método para almacenar matrices densas que utilizamos fue el colum-major order, que
como su nombre lo indica consiste en almacenar los elementos de una columna en direcciones
continuas de memoria, esto difiere al formato tradicional del lenguaje C, pero nos permite
partir las matrices de una forma mas sencilla y tener compatibilidad con bibliotecas como
cublas en la version paralela. Para tener un buen desempeno cuando recorremos las matrices
recorremos todas las filas de una columna y después pasamos a la siguiente columna, porque
el acceder a elementos que son continuos en memoria es mas rapido.

4.2.2. Generacion de matrices y métodos de calculo de error

En todas las versiones del cédigo se desarrollaron funciones de generacién de matrices, en
especifico:

= Matrices tridiagonales T’

» Matrices de modificacién de rango uno D + vvT

También en todas las versiones, se desarrollaron funciones para medir el error de las
soluciones encontradas, en particular:

v ||AQ — QA||F para medir la calidad de los eigenpares de una matriz tridiagonal

» [|(D+ vvh)Q — QA||r para medir la calidad de los eigenpares de una modificacién de
rango uno

» ||QQT — I||r para medir la ortogonalidad de los vectores propios

4.2.3. Estructuras de datos

Las estructuras de datos que se emplearon utilizan la menor cantidad posible de memoria:

= Matriz tridiagonal T" utiliza dos arreglos; uno de longitud n para la diagonal principal
y uno de longitud n — 1 para la subdiagonal

» Matriz de modificacién de rango uno D + vv’ utiliza dos arreglos de longitud n; uno
para la diagonal principal de D y uno para los valores del vector v
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= Matriz de rotaciones de givens G utiliza cuatro arreglos de longitud igual al maximo
niumero de rotaciones que se pueden aplicar n; dos arreglos con las posiciones i, j de las
rotaciones y dos arreglos con los valores s, ¢ de las rotaciones

= Matrices densas cuadradas utilizan un arreglo de longitud n x n

Para medir los tiempos de ejecucion se utiliza la funcion gettimeofday, porque utilizar
otras funciones como time de ¢, solo miden el uso del CPU y no del GPU. Esta es la misma
funcién (enmascarada) que utiliza MAGMA para medir sus tiempos.

4.2.4. Funciones principales

A grandes rasgos, las funciones principales que se implementaron para la version secuencial
son:

= Merge

s Deflacién

Modificacién de rango uno

e Solucién de la ecuacién secular
e Correccién de la ortogonalidad de los vectores propios

e Calcular vectores propios

Aplicar e invertir rotaciones de givens.

Aplicar permutaciones simples y compuestas.

4.2.5. Escalamiento del problema original

Durante la primera fase del codigo se escala la matriz tridiagonal original, esta opera-
cién se realiza en todas las implementaciones que hemos observado, sin embargo, rara vez
se comenta en los articulos, ya que esta operacion esta directamente relacionada con no
perder precision en las operaciones de coma flotante. El escalamiento no afecta el algoritmo
que utilizamos de manera significativa, y en general ningtin otro que se utilice por lo siguiente:

Sea A la matriz original y B la matriz escalada

B =aA
1

A=—-B
«Q

si la descomposicién en valores propios de B es

B =QDQT

entonces
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A= lQDQT
«
= QlDQT
(6]

= QAQ"

1

por lo tanto, los valores propios de A son — D), y los vectores propios son los mismos que los
!

de B, es decir, Q.

El escalar o que utilizamos es , donde p, es el valor b,, de la matriz original; porque

nos permite llegar a una modificacién de rango uno del tipo D + vv! en lugar de D + pvv?’.

La razén por la que esto sucede se describe a continuacion.

Primero, el algoritmo que utilizamos para resolver la ecuacion secular tiene como condicién
previa que ||v|| = 1 pero los subproblemas dan como resultado v; y va, que después se
concatenan para formar v, ya que ||vy| =1y ||va]| = 1, tenemos que

NE

m
2 __ E 2 _
k=1

£
Il

1

[vall = \
n

n
o]l = =1= > =1
k=m-+1 k=m+1

entonces

n

VI =D vE= D v+ > vi=Vi+t1=V2
k=1

k=1 k=m+1

para lograr que la norma sea igual a 1 dividimos vy y va (lo que equivale a dividir v) por
V2, v multiplicamos p, por 2 para no alterar la ecuacién, con lo que obtenemos

1 1\
D+2p, (| —=v | |—=v] =D+2p,9%"
g (ﬁ > <ﬁ ) g
entonces, tenemos p = 2p, y para tener un p = 1 necesitamos una matriz B con p, = > para
1
2bm  2p0

1
una matriz B con p. = R por lo tanto un a modificaciéon de rango uno de B con p = 1, es

lograr esto multiplicamos la matriz original A por el escalar a = y obtenemos

decir

1 1 \7* 1
D+2p. | —=v)[—=v]) =D+2p 93T =D +2-%37 =D+ w7
P <¢§ )(ﬁ ) i >
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que es lo que queriamos obtener.

Por ltimo, como habiamos observado antes, los valores propios de A son los valores pro-
1

pios de B multiplicados por — = 2p, y los vectores propios son los mismos que los de la
o

matriz escalada B.

Podriamos pensar que este escalamiento aplicado a la matriz A aumenta el tiempo de
computo de nuestra implementacion, pero esto no ocurre, ya que en otras implementaciones
se escala utilizando como valor de o el méximo valor absoluto de las entradas de la matriz
original. Ademas, nosotros evitamos otro tipo de transformaciones que ocurren por tener un
valor de p # 1, por ejemplo, valores negativos.

4.2.6. Consideraciones en la ecuacion secular

La precision de la maquina la tomamos de la macro DBL_EPSILON de la biblioteca float.h
del lenguaje C. Pero este valor es un parametro que se puede ajustar.

En la version secuencial utilizamos Lapack para calcular la multiplicacién de matrices.
También, utilizamos la funciéon dstedc para calcular los subproblemas del algoritmo divide
y venceras, aunque puede utilizarse cualquier otro método como el QR.

Nosotros utilizamos un criterio de parada para resolver la ecuacion secular distinto del
articulo de Li [7], el criterio que utilizamos es:

n

(2

O ETE > 8¢

Este criterio mostro buenos resultados al realizar pruebas en matlab, el criterio de paro es
diferente porque usamos el método al que Li llama The Middle Way, y los criterios que usa
para este método dependen del tamano del problema, ya que nosotros manejamos problemas
de una gran magnitud, estos criterios se ven demasiado afectados, llevado a malos resultados.

También, evitamos que existieran divisiones entre cero al resolver la ecuacién secular, Li
menciona que esto puede ocurrir pero de forma poco frecuente, sin embargo, nosotros reali-
zamos pruebas en matlab y este fenémeno se presentaba en muchos casos, debido al tamano
de problema que nosotros estamos manejando.

Otro hecho del que nos percatamos al realizar pruebas en matlab fue que, aunque los
casos de la ecuacion secular que se toman en cuenta en la teoria son tres en la practica son
cuatro, dividendo el tercer caso en A, en dos uno para cada mitad del intervalo (0,||v]||) en
el que se encuentra fi,,.
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4.2.7. Consideraciones en las rotaciones de Givens

La transpuesta de G es igual a la multiplicacién en orden inverso de cada una de las
matrices transpuestas de cada rotacion de givens

Gl =GT = (G ... GG = GTGT ... GT.

Sin embargo, como se puede notar en las estructuras de datos que utilizamos nosotros
nunca tenemos almacenada en memoria la matriz G o G*, porque ocuparian demasiado es-
pacio, lo tinico que hacemos es aplicar G a cada columna que se requiera de @ utilizando
los indices 7,7 y los valores ¢, s que definen cada rotacién. De hecho G nunca se multiplica
con ninguna matriz completa, solo se aplica a entradas especificas del vector d y del vector v
durante la deflacién, y a columnas especificas de lo que sera la matriz de vectores propios.

4.2.8. Permutaciones compuestas

Un punto muy importante en la implementacién secuencial que nos trae ventajas en la
version paralela es la utilizacion los vectores de permutacién de forma compuesta, esto es,
crear una nueva permutacién que tenga el mismo efecto que a dos o mas permutciones, de
esta forma los movimientos de memoria se reducen y por lo tanto, se obtienen mejores tiem-
pos de ejecucion.

Para obtener una nueva permutacién a partir de dos permutaciones se usa el valor de la
posiciéon que resulta de la aplicacién de la primera permutacion como nuevo indice para la
siguiente permutacion, por ejemplo, nosotros utilizamos la siguiente composicion:

k< DPdef (psort (l))

Para invertir las permutaciones que usamos para, ordenar los valores propios, y reducir
el problema utilizando deflacion.

4.2.9. Ventajas practicas de la deflacion

Debemos destacar que en las pruebas de matlab la deflacion reducia el numero de colum-
nas en la multiplicacion final del algoritmo, la que se realiza entre los vectores propios de
los subproblemas y los vectores de la modificacion de rango uno, en un ochenta porciento
aproximadamente.

4.3. Estrategias de paralelizacion

Es importante mencionar que en cualquiera de las estrategias de paralelizacion que pue-
dan utilizarse, las operaciones que se van a realizar deben ser lo suficientemente pesadas para
compensar el overhead (creacién de hilos, creacion de procesos, paso de mensajes).

Basicamente se usaron dos estrategias de paralelizacién las cuales se definen a continua-
cion:
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4.3.1. Descomposicion por datos

En esta estrategia buscamos idealmente partir los datos asociados al problema. Si es po-
sible, partimos los datos en partes iguales y se asignan hilos de procesamiento relacionados
con cada dato.

La descomposicion por datos, generalmente, se realiza sobre los ciclos de las instrucciones
de programacién, tipicamente, ciclos for.

Por lo que mencionamos anteriormente, CUDA y OpenMP son los mas aptos para este
tipo de estrategia.

4.3.2. Descomposicion por tareas

La descomposicion por tareas se realiza generalmente sobre las funciones que conforman
un método.

Se busca encontrar la dependencia de las funciones y realizar la mayor cantidad posible
de funciones independientes en paralelo. Si estas funciones necesitan informacién de otras,
se requiere utilizar comunicacion; pero, en general, se trata de evitar esta comunicacion lo
mas que se pueda. En MPI esta comunicacion tiene que hacerse a mano, mientras que en
OpenMP es préacticamente automatica.

La granularidad que se utiliza es de grano grueso, para realizar una gran cantidad de
operaciones en una estructura de datos y evitar comunicacién. Por lo que MPI es mas apto
para este tipo estrategia.

4.4. Paralelizacién del método de disparo

Para paralelizar el método de disparo solo se utiliz6 CUDA en un solo nodo, debido a
que este método no utiliza tanta memoria y es mas rapido que el divide y venceras, pero sus
resultados tienen errores mucho mas significativos, como veremos en la seccion de resultados,
por lo que este método es recomendable si se quieren soluciones inexactas y rapidas.

Se paralelizo cada una de las integraciones de runge-kutta, es decir, recorremos todo los
rangos de energia posible y lanzamos un kernel de CUDA para cada integracion que también
cuenta el numero de cruces en paralelo. Las partes restantes del método se hacen de forma
secuencial.

4.5. Paralelizacion del algoritmo divide y venceras
Primeramente, describiremos el particionamiento general del problema, asi como los men-

sajes que se intercambian, y después nos centraremos en describir, las principales funciones
que se paralelizaron.
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Como mencionamos anteriormente una de las razones principales para utilizar el algorit-
mo divide y venceras es que podemos partir por datos la matriz en dos partes independientes,
por lo que en la implementacion enviamos la mitad del vector que contiene la diagonal prin-
cipal y la mitad del vector que contiene la subdiagonal de la matriz original a otro nodo
con MPI, resolvemos cada uno de los subproblemas que se generan debido a este particona-
miento usando la funcion dstedx de MAGMA, aplicando antes ciertas transformaciones que
mencionamos anteriormente (escalamiento y restar p) usando CUDA y OpenMP. Después
enviamos la solucion de regreso al nodo principal para poder aplicar la deflacion y calcular la
modificacién de rango uno, para poder finalmente unir las dos soluciones obtenidas y formar
la solucién completa del problema original. Para realizar estos pasos se desarrollaron varias
funciones que emplean CUDA, CUBLAS y OpenMP. Las mas importantes se describen en
las siguientes subsecciones de este capitulo.

Antes de comenzar a describir cada funciéon debemos senalar que es un error comun pen-
sar que solo por el hecho de usar una mayor cantidad de procesadores tendremos un mejor
tiempo, proporcional al inverso del niimero de procesadores empleados, lo cual es falso. Esto
ocurre debido a que, por una parte, se genera un overhead en la programacién paralela deri-
vado de la creacion y destruccion de hilos, sincronizacion, y tiempos de comunicacion, entre
otras cosas; y por otra parte, existen funciones que tienen una gran dependencia funcional,
por lo tanto no pueden ser paralelizadas de forma eficiente. Asi, contrario al sentido comtn,
existen versiones paralelas que son mas lentas que las secuenciales.

Por la razén antes mencionada, hay funciones que no paralizamos, por ejemplo, la deflacién
que es inherentemennte secuencial. En la siguiente figura se muestra las diferentes etapas de
la implementacion paralela. Las secciones azules representan el CPU y las verdes la GPU.

Ecuacion secular

Reortogonalizacion

Eigenvectores

Modificacion de rango uno

Multiplicacion de matrices Multiplicacion de matrices

=

Figura 4.1: Flujo del proceso
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4.5.1. Paralelizacion de la ecuacion secular

Para paralelizar la ecuacién secular, primero calculamos v? en la GPU haciendo una pa-
ralelizacion de una dimension, porque utilizaremos sus valores después, para cada raiz de la
ecuacion secular calculamos df — A. y A¢, ejecutando un kernel de CUDA sobre los intervalos
de la ecuacién secular. Como vamos a utilizar los resultados encontrados por esta funcién en
GPU mantenemos los datos en la memoria de la GPU para evitar hacer copias de memoria
innecesarias y hacer mas rapida la ejecucién

En otras implementaciones esto siempre se hace de forma secuencial o con OpenMP.
Asi que esta implementacién es una de las primeras que aplica este enfoque.

4.5.2. Paralelizacion de la correccion de la ortogonalidad de los
vectores propios

Para paralelizar la correccién de la ortogonalidad de los valores propios utilizamos la

ecuacién 3.3 (en la pag 34). Empleamos los valores de dy — A, que forman una matriz de

tamano n X n, aplicamos una paralelizacién de una dimensién para calcular cada elemento
del vector v'.

Otra vez, mantenemos los datos en la memoria de la GPU para evitar hacer copias de
memoria innecesarias y hacer mas rapida la ejecucion.

4.5.3. Paralelizacion del calculo de los vectores propios de la mo-
dificacién de rango uno
Con los valores corregidos de v/ hacemos una paralelizacion de una dimension para calcu-

lar la norma con la que se divide cada vector columna de la matriz (),; de vectores propios,
utilizamos un kernel de CUDA para lograr esto.

Luego utilizamos una paralelizacion de dos dimensiones para calcular cada elemento de
la matriz ),; utilizando otro kernel de CUDA.

4.5.4. Paralelizacion de la aplicacién de las rotaciones de Givens

Para paralelizar la aplicaciéon de las rotaciones de Givens utilizamos un ciclo que recorre
cada uno de las rotaciones de Givens y lanzamos varios hilos de OpenMP para que se aplique
cada rotacion en la columna correspondiente de la matriz afectada por las rotaciones.

En un principio pensabamos utilizar CUDA pero el numero de rotaciones que observamos
en los experimentos de matlab eran muy pocas y el tiempo de transferencia de las columnas,
serfa mayor que el de aplicar la rotacion.

4.5.5. Paralelizacién de las pertmutaciones

Para paralelizar la aplicacion de las permutaciones usamos una paralelizacién de una di-
mension utilizando OpenMP. Cada hilo calcula en nuevo indice de la permutaciéon compuesta
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y copia los elementos de una columna a la nueva ubicacién que le corresponde.

No utilizamos CUDA porque el tiempo de copiar las matrices a la GPU es mayor que el
de permutar las columnas de la matriz.

4.5.6. Paralelizacion de la multiplicaciéon de matrices

La multiplicacién de matrices que se utiliza para producir los vectores propios de la
matriz escalada a partir de la multiplicacion de los vectores propios de los subproblemas y la
modificacién de rango uno se paralelizo utilizando CUBLAS ya que es la version mas eficiente
que conocemos.

Ya que la multiplicacién de matrices es una de las operaciones que mayor tiempo requiere,
en una version posterior, se utilizé MPI para partir el problema en dos, cada nodo calcula la
mitad de las columnas del resultado final.

4.5.7. Otras paralelizaciones

Otras paralelizaciones que no son parte de las funciones principales del algoritmo, como
son los escalamientos y el calculo de errores, se paralelizaron identificando los ciclos en los
que se podia emplear OpenMP.
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Capitulo 5

Pruebas, resultados y discusion

Este capitulo inicia en la seccion 5.1 describiendo la infraestructura en la que se realizaron
las pruebas. Enseguida, se presentan en la seccién 5.2 (en la pag. 52) los resultados del
tiempo y en la seccién 5.3 (en la pag. 55) del error que se obtuvieron y se comparan con las
implementaciones existentes. Después, en las secciones 5.4 (en la pdg. 59) y 5.5 (en la pag. 68)
se presentan los casos de estudio que se seleccionaron, los cuales son casos especificos de la
ecuacion de Schrodinger y Dirac, especificamente, el problema del pozo infinito. Se describe la
metodologia con la que se realizaron las pruebas, por ejemplo, tamano del problema, intervalo
de energia, tolerancia de error. Y por ultimo, en la seccién 5.6 (en la pag. 73) se discute la
relevancia de los resultados.

5.1. Infraestructura

Durante el desarrollo de este trabajo se emplearon dos equipos de computo, un servidor y
una laptop. En la laptop se escribié la mayoria del cédigo y se realizaron pequenas pruebas, sin
embargo, todos los resultados presentados en este capitulo fueron ejecutados en el servidor.
Cuando nos referimos a los resultados de una implmentacién que utiliza una sola tarjeta, nos
referimos a la Tesla 2070, y cuando nos referimos a los resultados de una implementacién que
utiliza multiples tarjetas nos referimos a la Tesla 2070 y a la GeForce GTX 460.

5.1.1. Software

Para el desarrollo de esta tesis se requirié que los equipos de computo cumplan con los
requerimientos de software de:

CUDA

= MPI

OpenMP

= MKL

MAGMA (requiere CUDA, CPU BLAS, LAPACK)

o1
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5.1.2. Hardware

En esta tesis se utilizaron equipos de cémputo que cuentan con tarjetas graficas que
soportan la tecnologia CUDA de Nvidia y con procesadores que pueden utilizar la biblioteca
MKL de Intel. A continuacion se mencionan las caracteristicas de cada uno:

1. Servidor

s Procesador doble zécalo Intel Xenon X5675 6 cores a 3.07 GHz con 12288kB de
cache

= Memoria RAM 24GB
= Tarjeta de video

e Nvidia Tesla 2070 6GB con 448 CUDA Cores a 1.15 GHz
e Nvidia GeForce GTX 460 1GB con 336 CUDA Cores a 1.35 GHz

2. Laptop

» Procesador Intel Core 15 2 cores a 2.5 GHz con 3072kB de cache
» Memoria RAM 4 GB
s Tarjeta de video GeForce GT 630m 1GB con 96 CUDA cores a 800 MHz

5.2. Tiempo

Las pruebas de tiempo que se realizaron fueron: la comparacién entre las diferentes im-
plementaciones del algoritmo divide y venceras, la comparacion entre la implementacion
secuencial y la paralela del método de disparo, y por ultimo, una comparacién entre las ver-
siones paralelas de disparo y diagonalizacion que se desarrollaron en esta tesis.

En la figura 5.1 (en la pag. 53), las etiquetas se refieren a las siguientes implementaciones:

dstedc: Rutina divide y venceras secuencial de MAGMA

cuppen seq: Implementacién secuencial desarrollada en esta tesis

dstedz: Rutina divide y vencerds paralela de MAGMA (12 hilos, 1 GPUs)

cuppen hib: Implementacién paralela hibrida desarrollada en esta tesis (2 nodos con 6 hilos
y 1 GPU cada uno)

Se puede observar que la implementacion paralela hibrida es la que tiene menor tiempo
de ejecucion a partir de un tamano de matriz de 8000 y que la diferencia con respecto a las
otras implementaciones se incrementa conforme el tamano de la matriz aumenta. También, se
puede apreciar que, aunque pequena, existe una mejora de la version secuencial desarrollada
durante la tesis con respecto de la funcion equivalente de MAGMA. Las matrices para obtener
estos resultado se obtuvieron con la funcién dlarnv de LAPACK.
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5000

4500

tiempo (ms)

dstledc —_—

cuppen sec ---m---

dstedx

cuppen hib @ e 7

2000

4000

6000

8000

10000

tamafo de matriz n

12000

14000

Figura 5.1: Tiempo Eigensistema Simétrico Tridiagonal

dstedc

secuencial

dstedx

hibrido

1000

35.31166

37.33702

348.03122

438.65449

2000

102.14143

100.76133

402.26580

484.71602

3000

195.90396

190.97439

489.56982

510.66672

4000

309.85035

302.20978

598.61821

581.94785

2000

464.09548

454.94648

694.29419

637.95799

6000

641.83560

624.25859

819.95210

718.35530

7000

832.40324

804.41708

978.27698

840.65067

8000

1056.75981

1022.35738

1172.71708

931.07416

9000

1312.63305

1272.95771

1333.19804

1000.84300

10000

1586.35967

1525.64633

1539.87303

1128.72409

11000

1881.45098

1798.57443

1786.86850

1292.16257

12000

2207.90081

2108.81810

2020.06893

1427.85470

13000

2557.15771

2431.70690

2302.09985

1636.04010

14000

2935.44659

2779.96399

2595.15100

1776.99729

15000

3343.56440

3181.02741

2939.45126

1974.21070

16000

3773.65241

3577.17584

3257.57760

2146.62823

17000

4210.57625

3983.19193

3547.57581

2300.57378

18000

4680.37327

4416.38142

3946.83685

2545.83336

Tabla 5.1: Tiempo (ms) - Diagonalizacién

Cinvestav

Departamento de Computacién

16000




54 Capitulo 5

A continuacion se muestra los tiempos del método de disparo secuencial y paralelo. Los
tiempos de la version paralela son mejores a partir de un tamano de matriz de 9000 por una

diferencia significativa.

16000

14000

12000

10000

8000

tiempo (ms)

6000

4000

2000

T T
secuencial —v—
paralelo @

0

2000 4000

6000

8000
tamafio del

10000 12000

problema n

Figura 5.2: Tiempo Disparo

14000 16000 18000

n

secuencial

paralelo

1000

44.64525

2607.34151

2000

178.06841

2628.85657

3000

399.96982

2651.46947

4000

710.29340

2690.00610

5000

1110.25182

2748.36331

6000

1598.70083

2797.48094

7000

2173.66274

2868.15224

8000

2836.87063

2939.17863

9000

3589.17456

3049.15062

10000

4430.07476

3129.69670

11000

5359.71229

3234.42832

12000

6376.33826

3364.79503

13000

7487.94553

3509.53713

14000

8686.60390

3639.79764

15000

9957.13353

3779.28516

16000

11326.13269

3960.45426

17000

12784.51238

4167.36297

18000

14331.73421

4364.26204

Tabla 5.2: Tiempo (ms) - Disparo
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El método de disparo muestra un mejor tiempo que el de diagonalizacion en el problema
de Schrodinger, sin embargo, presenta varios inconvenientes, como veremos mas adelante.

8000

Disparo ------ : : : ?
Diagonalizacién ------- L
BOOQ [ e R S — e
Q  BQOO [
: 1 1 1 1
R
1000 e - e
e
. ; ; . ; ;
0 2000 4000 6000 8000 10000
tamario del problema n
Figura 5.3: Tiempo Diagonalizaciéon vs Disparo
n diagonalizacion disparo
1000 455.67820 2607.34151
2000 584.53394 2628.85657
3000 833.77009 2651.46947
4000 1148.19218 2690.00610
5000 1702.04420 2748.36331
6000 2700.62526 2797.48094
7000 3391.34500 2868.15224
8000 4539.96886 2939.17863
9000 6145.23960 3049.15062
10000 7945.36903 3129.69670
Tabla 5.3: Tiempo (ms) - Digonalizacién vs Disparo
5.3. Error

El error respecto a la solucion analitica en el método de disparo va aumentando conforme
se incrementa indice del valor propio ¢ en las tablas 5.4 y 5.5 (en las pags 56 y 57).
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{ Edisparo Eanah’tica ‘Edisparo - analitica’
0 | 2.500000000E-01 | 2.500000000E-01 1.665335000E-16
1 | 1.000000000E4-00 | 1.000000000E4-00 | 6.661338000E-16
2 | 2.250000000E+00 | 2.250000000E+00 | 1.367795000E-13
3 | 4.000000000E+00 | 4.000000000E+00 | 3.295142000E-13
4 | 6.250000000E+00 | 6.250000000E+00 | 4.218847000E-13
5 | 9.000000000E+00 | 9.000000000E+00 | 4.511946000E-13
6 | 1.225000000E+01 | 1.225000000E+01 | 1.350031000E-12
7 | 1.600000000E+01 | 1.600000000E+01 | 3.428369000E-12
8 | 2.025000000E+01 | 2.025000000E+01 | 1.765699000E-12
9 | 2.500000000E+01 | 2.500000000E+01 | 7.570833000E-12
10 | 3.025000000E+01 | 3.025000000E+01 | 1.399769000E-11
11 | 3.600000000E+01 | 3.600000000E+01 | 6.799894000E-12
12 | 4.225000000E4-01 | 4.225000000E+4-01 | 7.780443000E-12
13 | 4.900000000E+01 | 4.900000000E+01 | 2.349765000E-11
14 | 5.625000000E+01 | 5.625000000E+01 | 4.038014000E-11
15 | 6.400050000E+01 | 6.400000000E+01 | 4.999999000E-04
16 | 7.225000000E+01 | 7.225000000E+01 | 1.907097000E-11
17 | 8.100000000E+01 | 8.100000000E+01 | 2.270895000E-11
18 | 9.025050000E+01 | 9.025000000E+01 | 5.000001000E-04
19 | 1.000005000E+02 | 1.000000000E+02 | 5.000001000E-04
20 | 1.102510000E4-02 | 1.102500000E+4-02 | 1.000000000E-03
21 | 1.210005000E+4-02 | 1.210000000E4-02 | 5.000002000E-04
22 | 1.322510000E4-02 | 1.322500000E+4-02 | 1.000000000E-03
23 | 1.440010000E4-02 | 1.440000000E4-02 | 1.000000000E-03
24 | 1.562515000E4-02 | 1.562500000E4-02 | 1.500000000E-03
25 | 1.690020000E4-02 | 1.690000000E4-02 | 2.000000000E-03
26 | 1.822525000E4-02 | 1.822500000E+4-02 | 2.500001000E-03
27 | 1.960030000E4-02 | 1.960000000E+4-02 | 3.000001000E-03
28 | 2.102540000E4-02 | 2.102500000E+4-02 | 4.000001000E-03
29 | 2.250045000E4-02 | 2.250000000E+4-02 | 4.500001000E-03
30 | 2.402560000E+02 | 2.402500000E+02 | 6.000001000E-03
31 | 2.560070000E+02 | 2.560000000E+02 | 7.000001000E-03
32 | 2.722580000E+02 | 2.722500000E4-02 | 8.000000000E-03
33 | 2.890100000E+02 | 2.890000000E+02 | 1.000000000E-02
34 | 3.062615000E+02 | 3.062500000E+02 | 1.150000000E-02
35 | 3.240140000E+02 | 3.240000000E+02 | 1.400000000E-02
36 | 3.422665000E+02 | 3.422500000E+02 | 1.650000000E-02
37 | 3.610190000E+02 | 3.610000000E+02 | 1.900000000E-02
38 | 3.802725000E+02 | 3.802500000E+02 | 2.250000000E-02
39 | 4.000260000E+02 | 4.000000000E4-02 | 2.600000000E-02
40 | 4.202800000E+02 | 4.202500000E+02 |  3.000000000E-02
41 | 4.410345000E+02 | 4.410000000E+02 | 3.450000000E-02
42 | 4.622900000E+02 | 4.622500000E+02 | 4.000000000E-02
43 | 4.840460000E+02 | 4.840000000E+02 | 4.600000000E-02

Tabla 5.4: Error Schrodinger - Disparo secuencial
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{ Edisparo Eanalitica ‘Edisparo B Eanah’tica’
0 | 2.500000000E-01 | 2.500000000E-01 1.665335000E-16
1 | 1.000000000E~+00 | 1.000000000E+00 | 6.661338000E-16
2 | 2.250000000E4-00 | 2.250000000E+4-00 | 1.367795000E-13
3 | 4.000000000E4-00 | 4.000000000E+4-00 | 3.295142000E-13
4 | 6.250000000E+4-00 | 6.250000000E+00 | 4.218847000E-13
5 | 9.000000000E-+00 | 9.000000000E+00 | 4.511946000E-13
6 | 1.225000000E4-01 | 1.225000000E+4-01 | 1.350031000E-12
7 | 1.600000000E+01 | 1.600000000E4-01 | 3.428369000E-12
8 | 2.025000000E4-01 | 2.025000000E+4-01 | 1.765699000E-12
9 | 2.500000000E4-01 | 2.500000000E+4-01 | 7.570833000E-12
10 | 3.025000000E+-01 | 3.025000000E+01 | 1.399769000E-11
11 | 3.600000000E+01 | 3.600000000E+01 | 6.799894000E-12
12 | 4.225000000E+01 | 4.225000000E4-01 | 7.780443000E-12
13 | 4.900000000E4-01 | 4.900000000E+01 | 2.349765000E-11
14 | 5.625000000E4-01 | 5.625000000E+01 | 4.038014000E-11
15 | 6.400050000E4-01 | 6.400000000E+01 | 4.999999000E-04
16 | 7.225000000E4-01 | 7.225000000E+-01 | 1.907097000E-11
17 | 8.100000000E+-01 | 8.100000000E+01 | 2.270895000E-11
18 | 9.025050000E+01 | 9.025000000E+01 | 5.000001000E-04
19 | 1.000005000E4-02 | 1.000000000E+02 | 5.000001000E-04
20 | 1.102510000E+02 | 1.102500000E+4-02 | 1.000000000E-03
21 | 1.210005000E+02 | 1.210000000E+02 | 5.000002000E-04
22 | 1.322510000E+02 | 1.322500000E+-02 | 1.000000000E-03
23 | 1.440010000E+02 | 1.440000000E+02 | 1.000000000E-03
24 | 1.562515000E+02 | 1.562500000E+02 | 1.500000000E-03
25 | 1.690020000E+-02 | 1.690000000E+02 | 2.000000000E-03
26 | 1.822525000E+02 | 1.822500000E+4-02 | 2.500001000E-03
27 1 1.960030000E+02 | 1.960000000E+4-02 | 3.000001000E-03
28 | 2.102540000E+02 | 2.102500000E+4-02 | 4.000001000E-03
29 | 2.250045000E+02 | 2.250000000E+-02 | 4.500001000E-03
30 | 2.402560000E+02 | 2.402500000E+02 | 6.000001000E-03
31 | 2.560070000E+02 | 2.560000000E+02 | 7.000001000E-03
32 | 2.722580000E+02 | 2.722500000E+02 | 8.000000000E-03
33 | 2.890100000E+02 | 2.890000000E+4-02 | 1.000000000E-02
34 | 3.062615000E+02 | 3.062500000E+4-02 | 1.150000000E-02
35 | 3.240140000E+02 | 3.240000000E+-02 | 1.400000000E-02
36 | 3.422665000E+02 | 3.422500000E+-02 | 1.650000000E-02
37 | 3.610190000E+02 | 3.610000000E+02 | 1.900000000E-02
38 | 3.802725000E+02 | 3.802500000E+02 | 2.250000000E-02
39 | 4.000260000E+02 | 4.000000000E+02 | 2.600000000E-02
40 | 4.202800000E+02 | 4.202500000E4-02 | 3.000000000E-02
41 | 4.410345000E+02 | 4.410000000E4-02 | 3.450000000E-02
42 | 4.622900000E+02 | 4.622500000E4-02 | 4.000000000E-02
43 | 4.840460000E+02 | 4.840000000E4-02 | 4.600000000E-02

Tabla 5.5: Error Schrodinger - Disparo paralelo
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Enseguida, se muestran los errores en la ortogonalidad de vectores y calidad de eigenpares

de la diagonalizacién. Los cuales son muy pequenos y competitivos con los de MAGMA.

n

dstedc

secuencial

dstedx

hibrido

1000

3.3723369844E-14

3.5413769356E-14

7.4104475159E-14

7.5036783575E-14

2000

4.9398476990E-14

5.1367406559E-14

1.1052185317E-13

1.1125178030E-13

3000

6.7936238273E-14

6.9484776725E-14

1.1488396569E-13

1.1728491432E-13

4000

6.8277837802E-14

6.8595825769E-14

1.5173536169E-13

1.5310466613E-13

5000

8.3165445355E-14

8.3235126550E-14

1.3989947843E-13

1.4010080491E-13

6000

9.5906644696E-14

9.8137120626E-14

1.6425158788E-13

1.6444466674E-13

7000

8.7656842344E-14

9.0313872848E-14

1.9224298618E-13

1.9240266758E-13

8000

9.8618629484E-14

9.8620096840E-14

2.1786978075E-13

2.1821778045E-13

9000

1.0716251386E-13

1.0721458910E-13

1.7616753669E-13

1.7699042452E-13

10000

1.2034528831E-13

1.1964212195E-13

1.9752980618E-13

1.9713012391E-13

11000

1.2671703344E-13

1.2785366930E-13

2.1270844237E-13

2.1289474806E-13

12000

1.3612085986E-13

1.3623394032E-13

2.3216059187E-13

2.3148186096E-13

13000

1.1750286765E-13

1.1817585790E-13

2.5341161930E-13

2.5405762016E-13

14000

1.2632224702E-13

1.2830361872E-13

2.7310021148E-13

2.7304164991E-13

15000

1.3313258569E-13

1.3269465964E-13

2.9037108885E-13

2.9082110894E-13

16000

1.3996586693E-13

1.3926127194E-13

3.0885916790E-13

3.0903029814E-13

17000

1.4600930335E-13

1.4629183361E-13

2.3706382836E-13

2.3766649328E-13

18000

1.5318494207E-13

1.5377167077E-13

2.5012001619E-13

2.5094679493E-13

Tabla 5.6: Error eigenpares ||AQ — QAl|r - Diagonalizacién

dstedc

secuencial

dstedx

hibrido

1000

4.3802856897E-14

4.3570526479E-14

9.6165845438E-14

9.5292645245E-14

2000

6.0912254622E-14

6.1048348421E-14

1.3357093703E-13

1.3589374259E-13

3000

8.2550838579E-14

8.3427828554E-14

1.4338898864E-13

1.4251964259E-13

4000

8.5860079899E-14

8.5279543160E-14

1.8935550011E-13

1.9042942868E-13

5000

1.0089762655E-13

1.0176485185E-13

1.7020492757E-13

1.6988878976E-13

6000

1.1768677191E-13

1.2004190969E-13

2.0551915435E-13

2.0190836071E-13

7000

1.1042394809E-13

1.0996379415E-13

2.3634190295E-13

2.3741945772E-13

8000

1.2284015421E-13

1.2073745792E-13

2.6884925622E-13

2.6935767979E-13

9000

1.3350431955E-13

1.3330456724E-13

2.1657775931E-13

2.1782623808E-13

10000

1.4502119547E-13

1.4440528649E-13

2.4113627370E-13

2.4067837246E-13

11000

1.5632377426E-13

1.5456816024E-13

2.6280490301E-13

2.6168743190E-13

12000

1.6604734840E-13

1.6539571596E-13

2.8493752577E-13

2.8605796097E-13

13000

1.4759834337E-13

1.4705769933E-13

3.0880873178E-13

3.1185606763E-13

14000

1.5738605695E-13

1.5667447350E-13

3.3201961762E-13

3.3312402366E-13

15000

1.6526583665E-13

1.6303979166E-13

3.5780551225E-13

3.5765971002E-13

16000

1.7370763913E-13

1.7284304094E-13

3.7780342866E-13

3.7999840330E-13

17000

1.8064360251E-13

1.7990722331E-13

2.9124512819E-13

2.9083486608E-13

18000

1.8776952570E-13

1.8834346100E-13

3.1171240631E-13

3.0874162283E-13

Tabla 5.7: Error ortogonalidad ||QQT — I||r - Diagonalizacién
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A continuacién, se muestra la tabla con el error de la diagonalizacién hibrida de matrices
con respecto a la solucion analitica para el problema de Schrodinger. El cual, es muy pequeno
y mucho menor que el del método de disparo. También se muestra el error de la ortogonalidad
de vectores y calidad de eigenpares.

n ||AQ — QA“F HQQT - IHF |Ediagonalizacién — Eanalitica|
1000 | 1.22645524043179E-13 | 1.17657912596398E-13 | 1.89045842511042E-15
2000 | 1.86785904435307E-13 | 2.02689701523453E-13 | 2.08486308500503E-15
3000 | 2.27668436012644E-13 | 2.92843251204076E-13 | 1.70298048316227E-15
4000 | 3.16896071971424E-13 | 3.76369181625732E-13 | 1.81455987084739E-15
5000 | 3.46510503075467E-13 | 4.68284011291394E-13 | 2.01528963843077E-15
6000 | 4.23242278834166E-13 | 5.59249282620112E-13 | 1.96988744779653E-15
7000 | 5.01955777605751E-13 | 6.57178492262681E-13 | 2.09725963790725E-15
8000 | 5.44568727373566E-13 | 7.22458636075449E-13 | 1.81238253262755E-15
9000 | 5.59048336561493E-13 | 8.16715994459751E-13 | 2.00809809519925E-15
10000 | 6.17935928379211E-13 | 9.09085051267901E-13 | 1.99061966115400E-15

Tabla 5.8: Error Schrodinger - Diagonalizacién
5.4. Schrodinger

En las siguientes figuras se muestran los resultados de las primeras diez soluciones de la

diagonalizacién paralela del problema de Schrodinger.

0.05

Figura 5.4: Soluciones pares Schrédinger - Diagonalizacién
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Figura 5.6: Soluciones Schrodinger - Diagonalizacién

Departamento de Computacién



Pruebas, resultados y discusion 61

0.15

0.1

0.05

W(x)
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-0.15

-0.2

- -3mn/4 -T2 -4 0 4 2 3n/4 ul

Figura 5.7: Suma soluciones Schrédinger - Diagonalizacién

A continuacién, se presentan las diez primeras soluciones del método de disparo paralelo
para el problema de Schrédinger con y = 0,2z = 1. A partir de aqui y en lo que resta de este
capitulo y = ¥y y z = Uy, es decir los valores de la funcién y la derivada de ¥ en el punto
inicial del método de disparo.

- -3n/4 -T2 -1/4 [ 4 2 3n/4 n

Figura 5.8: Soluciones pares Schrodinger - Disparo (y = 0,2z = 1)
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=" -3mn/4 -n/2 -n/4 0 4 2 3n/4 n
x

Figura 5.9: Soluciones impares Schrédinger - Disparo (y = 0,z = 1)
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- -3n/4 -n/2 -T/4 0 4 2 3n/4 ul

Figura 5.11: Suma Soluciones Shrédinger - Disparo (y = 0,z = 1)

A continuacion, se presentan las diez primeras soluciones del método de disparo paralelo
para el problema de Schrédinger con y = 0,2 = —1.

0.5

- -3n/4 -T2 -1/4 [ 4 2 3n/4 n

Figura 5.12: Soluciones pares Schrodinger - Disparo (y =0,z = —1)
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- -3mn/4

Figura 5.13:

-n/2

-n/4

4

Soluciones impares Schrodinger - Disparo (y = 0, z

0.5

-15—

- -3n/4

-T2

-4

Figura 5.14: Soluciones Schrodinger - Disparo (y = 0, z
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" —3mia 2 /4, ) 4 2 34 n
z

Figura 5.15: Suma Soluciones Shrodinger - Disparo (y = 0,z = —1)

Las siguientes tablas muestran el valor de la energia que se obtuvo Egisparo, ¥ €l valor de
la funciéon ¥ en el ultimo punto ¥,,, del método de disparo para el problema de Shrodinger.
En la tabla 5.9 (en la pag. 66) se muestran los resultados de la version secuencial y en
la tabla 5.10 (en la pag. 67) se muestran los resultados de la version paralela. Se puede
observar que los valores energia tiene un orden ascendente y que preservan la propiedad
de entrelazado. Un punto en contra de nuestras implementaciones es que los valores de W,
se alejan de cero conforme se buscan valores propios con un indice mayor. Para obtener
estos resultados se utilizaron los siguientes parametros: £; = 0,Fy = 100, AE = 0.001;
;= —m,xy =7, Az = 0.0125664; € = 0.0001
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Tabla 5.9: Solucién Schrédinger (y = 0,z = 1) - Disparo secuencial

Wy,

Edisparo

8.160331000E-11

2.500000000E-01

-1.305607000E-09

1.000000000E-+00

6.609377000E-09

2.250000000E4-00

-2.088649000E-08

4.000000000E+-00

5.098509000E-08

6.250000000E+-00

-1.057066000E-07

9.000000000E+-00

1.957992000E-07

1.225000000E+01

-3.339542000E-07

1.600000000E+01

5.348004000E-07

2.025000000E4-01

-8.149011000E-07

2.500000000E4-01

1.192743000E-06

3.025000000E+01

DS oo~ o| o kx| w| | =] of .

-1.689942000E-06

3.600000000E+01

—
[\]

2.326054000E-06

4.225000000E4-01

—_
w

-3.126939000E-06

4.900000000E+01

—_
H~

4.118656000E-06

5.625000000E4-01

—
ot

1.921388000E-05

6.400050000E+01

—
[

6.788868000E-06

7.225000000E4-01

—_
~J

-8.528146000E-06

8.100000000E+01

—
oo

-6.823048000E-06

9.025050000E+01

—
N

2.723776000E-06

1.000005000E+02

[\
(@)

-1.272159000E-05

1.102510000E+02

N}
—_

-6.005330000E-06

1.210005000E+02

]
[\]

-1.087153000E-06

1.322510000E+02

[\]
w

-5.039522000E-06

1.440010000E+02

[\
=

1.438843000E-06

1.562515000E+02

[\)
ot

2.397536000E-07

1.690020000E+02

[\
(@)

-1.686318000E-07

1.822525000E+02

DO
BN

-1.522974000E-06

1.960030000E+02

[\]
0]

-2.729682000E-06

2.102540000E4-02

[\]
Ne)

-2.435475000E-06

2.250045000E4-02

w
(a]

-4.105856000E-06

2.402560000E+-02

w
—_

1.558231000E-06

2.560070000E+-02

w
[\)

2.988212000E-06

2.722580000E+02

w
w

1.414212000E-06

2.890100000E4-02

w
=~

2.392683000E-06

3.062615000E4-02

w
ot

1.161219000E-06

3.240140000E4-02

w
D

-1.436178000E-06

3.422665000E4-02

w
3

-1.383529000E-06

3.610190000E+-02

(%]
oo

-1.105241000E-06

3.802725000E+-02

w
Ne)

-4.966827000E-08

4.000260000E4-02

NN
(@)

9.331154000E-07

4.202800000E4-02

S
[a—y

-1.924546000E-06

4.410345000E4-02

W
)

-3.346333000E-08

4.622900000E+-02

W
w

9.443011000E-07

4.840460000E+-02
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i \Ijn Edisparo

0 | 8.160573000E-11 | 2.500000000E-01

1 | -1.305610000E-09 | 1.000000000E+00
2 | 6.609186000E-09 | 2.250000000E+00
3 | -2.088623000E-08 | 4.000000000E+00
4 | 5.098530000E-08 | 6.250000000E+00
5 | -1.057067000E-07 | 9.000000000E+00
6 | 1.957988000E-07 | 1.225000000E+01
7 | -3.339535000E-07 | 1.600000000E+-01
8 | 5.348006000E-07 | 2.025000000E+01
9 | -8.149020000E-07 | 2.500000000E+01
10 | 1.192744000E-06 | 3.025000000E+01
11 | -1.689943000E-06 | 3.600000000E+01
12 | 2.326054000E-06 | 4.225000000E4-01
13 | -3.126937000E-06 | 4.900000000E+01
14 | 4.118654000E-06 | 5.625000000E+-01
15 | 1.921389000E-05 | 6.400050000E+01
16 | 6.788867000E-06 | 7.225000000E+01
17 | -8.528146000E-06 | 8.100000000E+01
18 | -6.823045000E-06 | 9.025050000E+01
19 | 2.723772000E-06 | 1.000005000E+02
20 | -1.272158000E-05 | 1.102510000E4-02
21 | -6.005335000E-06 | 1.210005000E4-02
22 | -1.087147000E-06 | 1.322510000E+02
23 | -5.039529000E-06 | 1.440010000E4-02
24 | 1.438850000E-06 | 1.562515000E4-02
25 | 2.397454000E-07 | 1.690020000E4-02
26 | -1.686231000E-07 | 1.822525000E4-02
27 | -1.522983000E-06 | 1.960030000E4-02
28 | -2.729672000E-06 | 2.102540000E4-02
29 | -2.435485000E-06 | 2.250045000E4-02
30 | -4.105846000E-06 | 2.402560000E4-02
31 | 1.558220000E-06 | 2.560070000E+-02
32 | 2.988218000E-06 | 2.722580000E+-02
33 | 1.414211000E-06 | 2.890100000E4-02
34 | 2.392679000E-06 | 3.062615000E4-02
35 | 1.161226000E-06 | 3.240140000E4-02
36 | -1.436188000E-06 | 3.422665000E4-02
37 | -1.383515000E-06 | 3.610190000E4-02
38 | -1.105258000E-06 | 3.802725000E4-02
39 | -4.964828000E-08 | 4.000260000E+-02
40 | 9.330928000E-07 | 4.202800000E4-02
41 | -1.924521000E-06 | 4.410345000E+02
42 | -3.349060000E-08 | 4.622900000E4-02
43 | 9.443304000E-07 | 4.840460000E4-02

Tabla 5.10:

Solucién Schrédinger (y
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5.5. Dirac

A continuacién, se presentan las diez primeras soluciones del método de disparo paralelo
para el problema de Dirac con y =0,z = 1.

= -3m/4 -T2 -4 0 4 2 3n/4 n
z

Figura 5.16: Soluciones pares Dirac - Disparo (y =0,z = 1)
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Figura 5.18: Soluciones Dirac - Disparo (y =0,z = 1)
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=" ~3n/4 -2 -4 0 4 2 34 n
v

Figura 5.21: Soluciones impares Dirac - Disparo (y =0,z = —1)
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_—n -3m/4 -2 -/4 O 4 2 3n/4 ul
Figura 5.23: Suma Soluciones Dirac - Disparo (y =0,z = —1)

La tabla 5.11 (en la pag. 72) muestra el valor de la energia que se obtuvo Egisparo, ¥
el valor de la funcién ¥ en el ultimo punto V,, del método de disparo para el problema
de Dirac. Otra vez, se respeta la propiedad de entrelazado, pero los valores de ¥, se van
alejando de cero conforme se buscan valores propios con un indice mayor. Para obtener
estos resultados se utilizaron los siguientes parametros: E; = 0,Ey = 20,AE = 0.0001;
xr; = —m,xvy =7, Azr = 0.012566; ¢ = 0.001
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Wy,

Edisparo

3.574388000E-05

1.078700000E+00

4.979779000E-05

1.414200000E+00

9.861971000E-05

1.802800000E+00

7.784952000E-05

2.236050000E4-00

8.084182000E-05

2.692600000E4-00

1.318840000E-04

3.162250000E+-00

-2.442342000E-05

3.640050000E4-00

-2.238969000E-04

4.123150000E+4-00

-1.160660000E-04

4.609750000E+-00

-1.575235000E-04

5.099050000E4-00

-1.109656000E-04

5.590150000E4-00

DS oo~ o| o kx| w| | =] of .

7.530727000E-05

6.082750000E+-00

—
[\]

-1.386229000E-04

6.576450000E4-00

—_
w

1.159656000E-04

7.071050000E4-00

—_
H~

-1.533971000E-04

7.566350000E4-00

—
ot

7.970880000E-05

8.062250000E+-00

—
[

1.110008000E-04

8.558650000E+-00

—_
~J

-1.680925000E-05

9.055400000E+-00

—
oo

-1.270847000E-05

9.552500000E+-00

—
N

-2.339856000E-05

1.004990000E+01

[\
(@)

7.172086000E-05

1.054755000E+01

N}
—_

-3.563066000E-05

1.104540000E+01

]
[\]

7.289701000E-05

1.154345000E+01

[\]
w

-2.692072000E-05

1.204165000E+01

[\
=

8.623182000E-06

1.254000000E+01

[\)
ot

-1.129107000E-04

1.303850000E+01

[\
(@)

1.288694000E-04

1.353710000E+01

DO
BN

-1.248394000E-04

1.403580000E+01

[\]
0]

1.600655000E-04

1.453460000E+01
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Tabla 5.11: Solucién Dirac (y = 0,z = 1) - Disparo paralelo
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5.6. Discusion

A lo largo de las pruebas realizadas durante esta tesis observamos que la implementacién
paralela hibrida obtuvo una mejora en tiempo respecto de MAGMA, sobre todo en la ver-
sion paralela. Esta mejora en el tiempo de ejecucion no solo significa que pueden tratarse
problemas con mayor tamano en un menor tiempo, si no que también, en el caso de la im-
plementacién hibrida, es posible pasar la barrera del tamano de la matriz, impuesta por la
cantidad de memoria de la GPU, utilizando varios nodos con multiples tarjetas y paso de
mensajes. Aunque se presentan resultados hasta un tamano de 18000 nuestra implementa-
cion puede potencialmente resolver una matriz de 46000. En cuanto al método de disparo,
también se obtuvo una mejora significativa en el tiempo de la version paralela respecto a la
secuencial. Sin embargo, no utiliza multiples nodos, porque para resolver los casos de estudio
de esta tesis no se requiere memoria extra, esto no descarta la posibilidad de que existan
problemas que si la necesiten.

Una vez obtenido una mejora en los tiempos de ejecucion, la siguiente pregunta natural es
,qué tan buenos son los resultados obtenidos con estos tiempos? Se debe destacar que en el
método de diagonalizacion nuestros resultados presentan una gran calidad en los eigenpares
y en la ortogonalidad de los vectores propios. Siendo competitivos con los resultados de las
bibliotecas actuales como MAGMA y MKL. Pero es notorio que, en el método de disparo, se
debe realizar una investigacion mas extensa para obtener mejores resultados, ya que el error
se incrementa muy rapidamente conforme aumenta el indice de los valores propios.

También se debe mencionar que los resultados obtenidos muestran que se puede aplicar
con éxito la diagonalizacién heterogénea a casos especificos del problema regular de valores
propios de Sturm-Liouville, ya que, se compararon los resultados que obtuvimos con los de
la solucion analitica, cuando ésta se conocia, obteniendo errores muy pequenos.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

En este capitulo, en la seccién 6.1 se presentan las principales conclusiones y contribu-
ciones de esta tesis, y en la seccién 6.2 (en la pag 76) se discuten algunos aspectos que nos
gustaria abordar en una investigacién futura.

6.1. Conclusiones

En este trabajo se implementé el algoritmo para diagonalizar matrices simétricas tridia-
gonales conocido como algoritmo divide y venceras, de forma paralela hibrida en multiples
nodos, utilizando tanto GPUs como CPUs. Esta implementacién resuelve el problema de la
restriccion del tamano de la matriz que se puede utilizar con respecto a la cantidad de memo-
ria que posee una GPU. Como mencionamos anteriormente, esta cantidad es muy pequena
en comparaciéon con la cantidad de memoria a la que puede acceder un CPU.

Utilizar el algoritmo de Cuppen en multiples nodos redujo el tiempo de computo de la
diagonalizacion de matrices simétricas tridiagonales con respecto tanto a la implementacion
secuencial que presentamos en este trabajo, como a la implementacion secuencial y paralela
de bibliotecas actuales.

Las pruebas realizadas mostraron que las soluciones obtenidas por la implementacién
paralela heterogénea tienen un alto grado de exactitud con respecto a la ortogonalidad de
vectores propios y la calidad de eigenpares.

Para conseguir una buena implementacién es importante considerar donde es mas apro-
piado ejecutar cada fase del algoritmo, en el CPU, la GPU, o ambos, teniendo en cuenta
el tamano del problema y la granularidad de la tarea a realizarse. Otro factor relevante es,
mantener al minimo la comunicacion entre los nodos y realizar los calculos sobre estructuras
de datos que ocupen la menor cantidad de memoria posible.

Utilizar la implementacion paralela heterogénea para resolver problemas regulares de va-
lores propios de Sturm-Liouville es factible, esto fue verificado con un caso de estudio en el
que se conoce la solucién analitica.

Crear versiones paralelas de las rutinas que calculan el error en las soluciones obtenidas

5
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representa un gran beneficio ya que se puede avanzar en realizar nuevas versiones al detec-
tar problemas de forma mas rapida. Las funciones de error que utilizamos en este trabajo
son altamente paralelas y nos permitieron calcular los errores hasta diez veces mas réapido
ahorrandonos dias de trabajo.

La version paralela del método de disparo mejoro el tiempo con respecto a su version
secuencial y fue aplicada tanto a un problema del que se conocia su solucion analitica como
a uno del que no. Sin embargo, la calidad de las soluciones obtenidas disminuye conforme se
buscan valores propios con un mayor indice.

Las principales contribuciones de esta tesis son:

» Implementacion paralela heterogénea (GPUs 4+ CPUs) escalable del algoritmo divide
y venceras para diagonalizar matrices tridiagonales simétricas. La primera de la que
tenemos conocimiento.

= Mayor escalabilidad en la implementacion del algoritmo divide y vencerds y aumento
en la independencia de la cantidad de memoria de la GPU.

= Mejora del tiempo de computo de la diagonalizacion de matrices tridiagonales simétri-
cas.

= Muestra del beneficio de utilizar multiples nodos tanto con GPUs como con CPUs en
el problema de valores propios de matrices tridiagonales simétricas.

= Implementacion paralela del método de disparo para el problema del pozo infinito de
Schrodinger y Dirac, la cual puede extenderse con pocos cambios a otros casos.

= Mejora del tiempo de cémputo del método de disparo.

= Aplicacién exitosa de la implementacion paralela heterogénea del algoritmo divide y
vencerds a un problema regular de valores propios de Sturm-Liouville. Para el problema
del pozo infinito de Schrodinger obtuvimos soluciones muy cercanas a las analiticas.

Se sabe que los solucionadores de valores propios de matrices tridiagonales simétricas
son bloques constructores para resolver problemas mas generales, tales como, valores propios
generales. El enfoque divide y venceras, ademas, puede ser aplicado a solucionadores de
valores singulares. La importancia de este trabajo recae en la gran cantidad de problemas de
valores propios que surgen en aplicaciones cientificas y de ingenieria. Por lo tanto, nuestro
trabajo potencialmente puede llevar a nuevos descubrimientos cientificos.

6.2. Trabajo futuro

Ciertamente, queda mucho trabajo por hacer. Quiza la extension mas importante seria
tratar matrices densas simétricas. Para lograr esto, primeramente, se debe implementar un
algoritmo de tridiagonalizacién, por ejemplo, el método de Householder, lo ideal seria im-
plementar un version que utilice miltiples nodos. Aunque durante esta tesis se desarrollo
el marco principal de trabajo para la diagonaliaciéon de matrices tridiagonales simétricas, se
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debe extender la implementacion de forma que utilice un ntimero arbitrario de nodos redu-
ciendo al maximo la comunicacion entre ellos. Posiblemente, una forma de lograrlo es usar
una estructura de arbol binario. Otro punto de interés es utilizar otros métodos para resol-
ver la ecuacién secular, con el fin de obtener mejores soluciones y ver que tanto afectan el
tiempo total de computo. En cuanto al método de disparo, evidentemente, se debe realizar
una investigacion méas extensa para obtener mejores resultados, ya que el error se incrementa
muy rapidamente conforme aumenta el indice de los valores propios.

También, como trabajo a futuro se pueden realizar pruebas adicionales con la implemen-
tacion actual, por ejemplo: resolver otros problemas de Sturm-Liouville que se presentan en
el mundo real, hacer comparaciones con otras bibliotecas actuales como CULA, y medir el
consumo energético de cada implementacion.

En general, se pueden realizar mejoras a las implementaciones desarrolladas en este tra-
bajo utilizando caracteristicas de CUDA como streams, memoria compartida y memoria uni-
ficada. Ademas, seria particularmente benéfico utilizar el paralelismo dindmico de las nuevas
versiones de CUDA en el método de disparo. Las tecnologias que mas nos permitirian reducir
los tiempos de computo son aquellas que transfieren datos directamente de una GPU a otra,
como son, MVAPICH2-GDR 2.0 y OpenMPI 1.8.3, que utilizan GPUDirect.
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