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Resumen

En visión por computadora, una homograf́ıa es la matriz que transforma los puntos de
un plano a otro. En este trabajo estamos interesados en la detección automática de una o
más homograf́ıas, esto es, detectar automáticamente los planos presentados en una, dos o
varias imágenes, pero en un ambiente con puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido. En nuestro
problema, los puntos at́ıpicos se pueden considerar como los puntos en otros planos, porque
representan diferentes distribuciones de datos (u otros conjuntos de puntos de los diversos
planos) y el ruido se puede observar, como puntos sobre las imágenes que no forman par-
te de los planos en la escena tomada (son datos que aparecen a menudo por error de medición).

Para una detección robusta (esto es, a partir de un conjunto de datos que contienen
puntos at́ıpicos y con ruido), en el estado del arte, el algoritmo estándar más conocido para
resolver este problema es el algoritmo de consenso de muestra aleatoria (RANSAC, por sus
siglas en inglés). En dicho algoritmo, de todo el conjunto de datos de entrada, se toma un
subconjunto de ellos al azar con el fin de estimar el modelo (en nuestro problema, una ho-
mograf́ıa). Si el error del modelo es mı́nimo, éste es aceptado y el subconjunto de los puntos
implicados se denomina conjunto de consenso. El modelo se estima con algoritmos lineales
estándares (que también son los más rápidos). Aqúı el problema es cuántas veces el proceso
descrito debe repetirse con el fin de obtener la mejor estimación del modelo. RANSAC tiene
el inconveniente de establecer de antemano el número de iteraciones en el algoritmo.

En este trabajo se probaron otros dos algoritmos: uno utiliza un algoritmo genético sim-
ple aplicado en la tarea de la detección automática de homograf́ıas para elegir el conjunto
de consenso, en lugar de utilizar muestras al azar. El segundo algoritmo realizado utiliza la
metaheuŕıstica llamada evolución diferencial, para minimizar el error entre las corresponden-
cias de puntos del conjunto de consenso, al mismo tiempo que se maximiza el número de
dichas correspondencias. Se demuestra con experimentos de simulación e imágenes reales, la
ventaja de utilizar los algoritmos propuestos en esta tesis, con los que se reduce casi 6 veces,
en promedio, el número de iteraciones requeridas por el algoritmo original RANSAC.
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Abstract

In computer vision, a homography is the matrix that transforms the points on a plane
to another plane. In this work, we are interested in the automatic detection of one or more
homographies, that is, we aim to automatically detect the planes submitted into one, two or
several images, but in an environment with inliers, outliers and noise. In our problem, the
inliers can be considered to be the points in other planes, because they represent different
distributions of information (or other point sets of the diverse planes) and the noise can be
observed as points on the images that do not form part of the planes in the taken scene (it
is information that frequently appears due to measurement errors).

For a robust detection (i. e., from a set points that contains outliers and noise), the state
in the art algorithm to solve this problem is called RANdom SAmple Consensus (RANSAC).
In such algorithm, the entire set of input data, takes a random subset of them to estimate
the model (in our problem, a homography). If the error in the model is minimal, this model
is accepted and the subset of the implied points is called the consensus set. The model is
estimated with standard linear algorithms (which are also the fastest). The problem is to
know how many times the described process must be repeated in order to obtain the best
estimation of the model. RANSAC has the disadvantage of establishing in advance the num-
ber of iterations to be performed in the algorithm.

In this work, two different algorithms were tested: first, a simple genetic algorithm was
applied to obtain the sample points of the consensus set. The second approach adopts the
metaheuristic called differential evolution to minimize the error between the corresponding
points, while also maximizing the number of points used to calculate the homography. It is
empirically shown through a series of experiments and real images, that it is advantageous
to use the algorithms proposed in this thesis. Using the designed algorithms we were able to
obtain a reduction of about six times, on average, the number of iterations performed, with
respect to the original RANSAC algorithm.
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Al CONACyT, por el apoyo económico que me proporcionó, sin el cual no habŕıa sido
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1.3. Imágenes en las que el punto al infinito se sitúa en medio de las mismas . . . 7
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Caṕıtulo 1
Introducción

Este trabajo de tesis puede englobarse dentro del área de reconocimiento de patrones,
espećıficamente en el reconocimiento de planos presentes en una o varias imágenes. Después de
algunos antecedentes del tema de tesis, se decribirá qué es una homograf́ıa y cómo calcularla,
para posteriormente definir los objetivos de nuestro trabajo.

1.1. Antecedentes

Los algoritmos y técnicas de visión por computadora [1] cada vez tienen más auge en
muchas de las etapas productivas de la industria, reconstrucción y reconocimiento de objetos
o piezas, seguimiento y vigilancia, etc. Aqúı destacan las aplicaciones que tratan de reconocer
objetos, caras [2], caracteres caligráficos o huellas digitales.

Los algoritmos y técnicas de reconocimeinto han llevado consigo avances en materia de
extracción de caracteŕısticas invariantes [3], segmentación de regiones, identificación de for-
mas y mecanismos de clasificación.

Actualmente, y desde la aparición de los primeros sistemas de reconocimiento de objetos
mediante visión por computadora, se busca identificar una entidad geométrica tratando de
encontrar un conjunto de caracteŕısticas correspondientes a ésta en la imagen capturada. El
problema en este caso, es que el punto de vista de la cámara con el que se ha capturado la
imagen delimita el éxito del proceso de reconocimiento, puesto que la visibilidad del objeto
viene determinada por la perspectiva con la que se observa al mismo.

También es importante mencionar que otro de los problemas en los que los sistemas de re-
conocimiento han hecho especial hincapié es la búsqueda de caracteŕısticas invariantes que no
dependan de la perspectiva con la que se observe el objeto. De hecho, algunas de las mejoras
en los procesos de reconocimiento se deben a la incorporación de caracteŕısticas invariantes
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2 Caṕıtulo 1

a la escala, orientación, iluminación y pequeños cambios de perspectiva.

Dada la naturaleza compleja del problema, la detección robusta de entidades geométricas
se puede llevara cabo mediante un enfoque basado en la corrección del movimiento de los
objetos, el cual necesita partir de al menos dos imágenes capturadas por una cámara digital
(en el caso del seguimiento visual) o generadas por computadora (en el caso de simulaciones),
una de las cuales es obtenida desde una posición inicial y la otra se encuentra en una posi-
ción deseada o esperada. Se necesita extraer puntos de interés [4] en las dos o más imágenes
obtenidas y aplicar un proceso de correlación entre éstos. Debido a la necesidad de comparar
imágenes, debe existir una cierta dependencia entre éstas, la cual está dada por una secuencia
de las mismas, lo que genera vistas similares.

A partir de las correspondencias obtenidas en las imágenes, se debe obtener una relación
de éstas, la cual viene determinada por una homograf́ıa [5]. La homograf́ıa permite mapear
los puntos de interés en un plano de la imagen o como se observa ese plano en la otra imagen.
Aunque se puede calcular la homograf́ıa con al menos cuatro correspondencias de puntos,
normalmente en las tareas de seguimiento visual [4] se cuenta con un conjunto de correspon-
dencias más amplio.

Cuando se desea diseñar algoritmos en los que todos los pasos, desde el proceso de corres-
pondencia hasta el cálculo de homograf́ıas, se obtengan de modo automático, es posible que
aparezcan valores espurios o no deseados, conocidos como puntos at́ıpicos [6]. Dichos puntos
añaden el problema, de que al intentar solucionar un sistemas de ecuaciones que los incluyan,
se obtendrán soluciones erróneas.

Un método de estimación robusto de homograf́ıas debe tener en cuenta la presencia de
datos at́ıpicos, aśı como un mecanismo para identificarlos y eliminarlos a fin de que no se
consideren en el cálculo o estimación.

Una estimación consiste en encontrar una solución aproximada de un modelo matemáti-
co a partir de un conjunto de datos que contienen puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido, y
además obtener una forma de establecer cuál de todas las posibles soluciones es la mejor.
Generalmente, cuando se extrae un conjunto de puntos de interés correspondientes a dos o
más imágenes y se desea estimar homograf́ıas de forma automática, la única medida para
establecer cuál de las posibles soluciones obtenidas es la mejor, es el error obtenido en la
posición al extraer los puntos de interés en cada imagen.

Sin duda el algoritmol más conocido para resolver este problema es RANSAC (Random
Sample Consensus) [7], una heuŕıstica propuesta y validada por Fischler y Rolles en 1981,
para estimar los parámetros de un modelo matemático a partir de un conjunto de datos que
contienen puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido.

Cinvestav Departamento de Computación



Introducción 3

La principal desventaja de este algoritmo radica en la búsqueda de los parámetros del
modelo matemático mediante el uso de un procedimiento aleatorio; el tiempo de ejecución
que requiere para encontrar resultados aceptables puede ser considerable.

Para comprender mejor el objeto de la tesis, es importante realizar una clara distinción
entre los puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido. Por ejemplo si tomamos los puntos:

P1 = (x1, y1) y P2 = (x2, y2),

del conjunto de datos de la figura 1.1 y realizamos un ajuste mediante una recta:

y − y1 =
(
y2−y1
x2−x1

)
(x− x1),

los puntos t́ıpicos son datos cuya distribución se explican por el conjunto de parámetros del
modelo. Los puntos at́ıpicos son datos que no encajan en el modelo e implican un patrón que
es inconsistente con el conjunto de puntos t́ıpicos. Finalmente, el ruido son datos que pueden
aparecer a menudo como error de medición y pueden pasar desapercibidos.

Figura 1.1: Puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido

Entendiendo los conceptos de puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido, es como podemos de-
terminar que la estimación automática de homograf́ıas implica un problema de optimización
debido a la presencia de puntos at́ıpicos y con ruido en el conjunto de datos de entrada.
Muchas de las soluciones implementadas actualmente optan por utilizar el algoritmo RAN-
SAC, pero como ya se mencionó anteriormente, encontrar resultados aceptables mediante
este algoritmo puede requerir tiempos de ejecución enormes.

En virtud de lo anterior, el objetivo final de este trabajo de tesis consiste en demostrar
que se puede realizar la estimación automática de homograf́ıas, de forma fiable y eficiente

Cinvestav Departamento de Computación



4 Caṕıtulo 1

aún con la presencia de puntos at́ıpicos y con ruido, utilizando un algoritmo genético [8] (al
cual nos referiremos como AG) y la metaheuŕıstica llamada evolución diferencial [9] (a la cual
nos referiremos como ED). Lo que se busca es, que al reemplazar una búsqueda meramente
aleatoria por una metaheuŕıstica, se tengan métodos más robustos que RANSAC.

1.2. Homograf́ıa

La relación entre planos, en una o dos imágenes, viene determinada por una homograf́ıa
H [5]. Ésta permite mapear caracteŕısticas de un plano a otro, de modo que almacena el
movimiento proyectivo de éstos como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2: Relación entre dos imágenes determinada por una homograf́ıa H

El enunciado del problema es el siguiente: Dadas n ≥ 4 correspondencias de puntos en
cada imagen {pi ↔ p′i}, se busca determinar la homograf́ıa H ∈ R3×3 tal que λp′i = Hpi,
donde λ es un escalar cualquiera diferente de cero, con i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Son necesarias, al menos, cuatro correspondencias de puntos para calcular la matriz H,
debido a que la matriz H tiene nueve elementos, pero, a falta de un factor de proporciona-
lidad, tiene 9 − 1 grados de libertad. Por otro lado, cada pareja de puntos proporciona dos
restricciones sobre cómo se transforman dos de sus coordenadas.

La solución H es única si sólo se proporcionan cuatro correspondencias de puntos. Con
más de cuatro puntos se tiene un sistema sobredeterminado de ecuaciones que se resuelve
por mı́nimos cuadrados.

1.3. Cálculo de una homograf́ıa mediante el algoritmo

lineal

Una vez que se obtienen las correspondencias de puntos que definen el área de un plano
en la primera imagen pi = [ui, vi, 1]T y en la segunda imagen p′i = [xi, yi, 1]T, para i ∈

Cinvestav Departamento de Computación



Introducción 5

{1, 2, . . . , n}, se les debe aplicar una normalización con media cero y desviación estándar
uno, con lo que se obtiene:

T1 =

 1
σu

0 − u
σu

0 1
σv
− v
σv

0 0 1

 y T2 =

 1
σx

0 − x
σx

0 1
σy
− y
σy

0 0 1

,

donde x, y, u y v, son los promedios y σx, σy, σu y σv, las desviaciones estándares de todas
las coordenadas xi, yi, ui y vi de los puntos. Entonces, dada la expresión:

λpi = Hp′i,

donde H es una matriz en R3×3 y λ es un escalar cualquiera diferente de cero, se aplica la
normalización como transformación mediante la matriz T ∈ R3×3:

λT1pi = H ′T2p
′
i. (1.1)

Si qi = T1pi y q′i = T2p
′
i, esto es, qi y q′i son los puntos transformados correspondientes a

los puntos pi y p′i, tenemos la relación:

λqi = H ′q′i, (1.2)

si expandimos la ecuación anterior de la forma:

λ

 ui
vi
1

 =

 h′11 h′12 h′13
h′21 h′22 h′23
h′31 h′32 h′33

 xi
yi
1


podemos escribir las tres ecuaciones que resultan como:

λui = h′11xi + h′12yi + h′13
λvi = h′21xi + h′22yi + h′23
λ = h′31xi + h′32yi + h′33,

donde:

ui =
h′11xi+h

′
12yi+h

′
13

h′31xi+h
′
32yi+h

′
33

y vi =
h′21xi+h

′
22yi+h

′
23

h′31xi+h
′
32yi+h

′
33

,

y si definimos h como un vector formado por los primeros ocho elementos de H ′, podemos
establecer un sistema de ecuaciones de la forma:

Ah = b,

Cinvestav Departamento de Computación



6 Caṕıtulo 1

imponiendo h′33 = 1 (la imposición de la condición se justifica ya que el vector solución
h está definido, salvo un factor de escala), A ∈ R2n×8 y b es un vector de 2n elementos.
Tal ecuación puede resolverse utilizando técnicas estándar para resolver ecuaciones lineales
(tales como la eliminación de Gauss) en el caso en el que A contiene sólo 8 filas (el caso
mı́nimo), o mediante técnicas de mı́nimos cuadrados en el caso de un sistema de ecuaciones
sobredeterminado, de tal manera que:

Ah =



x1 y1 1 0 0 0 −u1x1 −u1y1
0 0 0 x1 y1 1 −v1x1 −v1y1
x2 y2 1 0 0 0 −u2x2 −u2y2
0 0 0 x2 y2 1 −v2x2 −v2y2
...

...
...

...
...

...
...

...
xn yn 1 0 0 0 −unxn −unyn
0 0 0 xn yn 1 −vnxn −vnyn





h′11
h′12
h′13
h′21
h′22
h′23
h′31
h′32


= b =



u1
v1
u2
v2
...
un
vn


,

con:

h = A−1b,

donde para el cálculo de A−1, se utiliza la descomposición en valores singulares (DVS).

La DVS es una de las descomposiciones más útiles de una matriz, la cual, al aplicarse en
A nos da:

A = UDV T .

Dado que U y V son matrices ortogonales y D es una matriz diagonal con entradas no
negativas, entonces:

A−1 =
(
UDV T

)−1
=
(
V T
)−1

D−1U−1,

pero como U y V son ortogonales, con lo que U−1 = UT , se tiene:

A−1 = V D−1UT ,

donde D−1 se calcula como:

D−1 =

 1
d11

0 0

0 1
d22

0

0 0 1
d33

.

Por último se obtiene H como se muestra a continuación:

H = T−11 H ′T2 = T−11

 h′11 h′12 h′13
h′21 h′22 h′23
h′31 h′32 1

T2 (1.3)
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Introducción 7

Debido a la imposición de h′33 = 1, si la verdadera solución tiene h′33 = 0, entonces no hay
un λ, tal que λh′33 = 1. Esto significa que la verdadera solución no se podrá encontrar. Por
esta razón, se producirán resultados inestables en el caso en el que el verdadero valor de h′33
esté muy cercano a cero.

h′33 puede ser cero si el origen de coordenadas se asigna a un punto en el infinito de H.
Puesto que [0, 0, 1]T , representa el origen de coordenadas x0 y también la recta al infinito l,
esta condición se puede escribir como:

lTHx0 = [0, 0, 1]H [0, 0, 1]T = 0,

por lo tanto h′33 = 0.

Es posible que en algunas imágenes, la recta al infinito se sitúa en medio de las mismas
y por tanto se tiene una alta probabilidad de que el origen de coordenadas caiga sobre ella.

Este tipo de imágenes no se tratan en esta tesis. Un ejemplo de este tipo de imágenes
se muestra en la figura 1.3 (tomadas de la página web [2], en la pág. 53). Nosotros vamos a
tratar imágenes de planos y un punto del plano no puede yacer en el punto al infinito.

Figura 1.3: Imágenes en las que el punto al infinito se sitúa en medio de las mismas

Este es el algoritmo lineal para el cálculo de homograf́ıas [1].

1.4. Descripción del problema

Dado un conjunto de correspondencias de puntos en un sistema de coordenadas globales
xy:

P1 = {p11, p12, . . . , p1n} y P2 = {p21, p22, . . . , p2n},

que contienen puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido, se buscarán las homograf́ıas H, que mejor
representen al conjunto de puntos t́ıpicos.

Se desea realizar el ajuste de las homograf́ıas H, para los siguientes casos:
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8 Caṕıtulo 1

Dos imágenes, con correspondencias de un plano.

Dos imágenes, con correspondencias de varios planos.

Muchas imágenes, con correspondencias de varios planos.

La única forma de determinar cuáles de las homograf́ıas H representan mejor al conjunto
de puntos t́ıpicos, es usando la función de costo que minimiza la suma de los errores obtenidos
ei mediante la distancia euclidiana d(·, ·) entre las correspondencias p1i y p2i con las estimadas
mediante H y H−1, p̂1i y p̂2i respectivamente, para i ∈ {1, 2, . . . , n} como se describe en la
ecuación (1.4).

e2i = d (p1i, p̂1i)
2 + d (p2i, p̂2i)

2 , (1.4)

donde p̂1i = Hp1i y p̂2i = H−1p2i.

1.5. Objetivo de la tesis y resultados esperados

El objetivo de la tesis es realizar un método de estimación robusto por medio de la mini-
mización de la suma de las distancias euclidianas entre las correspondencias de puntos como
se muestra en la ecuación (1.4).

El método debe ser capaz de extraer varias homograf́ıas presentes en un mismo conjunto
de correspondencias de puntos.

El problema de estimación será no lineal y se plantea resolverlo utilizando un AG simple
para elegir el conjunto de correspondencias de consenso, en lugar de utilizar muestras al azar
como se realiza en RANSAC. Además, se propone utilizar ED para resolver el problema,
buscando minimizar la distancia entre las correspondencias de puntos como se mencionó an-
teriormente.

Se compararán los resultados obtenidos contra el algoritmo RANSAC con la finalidad de
demostrar mediante experimentos con datos reales y simulados, la ventaja de utilizar un AG
y ED en este problema.

1.6. Organización de la tesis

El caṕıtulo 2 comprende los algoritmos de estimación robusta de homograf́ıas implemen-
tados en esta tesis. En dicho caṕıtulo también se proporcionan detalles sobre dichas imple-
mentaciones.
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Introducción 9

También se detalla la propuesta del problema de optimización que se resuelve para obte-
ner los parámetros de cada algoritmo, aśı como la representación que se le dio al problema
de estimación robusta de homograf́ıas para ocupar un AG y ED.

Finalmente, se describe la implementación del AG y de la ED para la estimación de homo-
graf́ıas y se definen las condiciones necesarias para comparar los nuevos métodos propuestos
con RANSAC.

En el caṕıtulo 3 se encuentran los experimentos y los resultados de la detección automáti-
ca de homograf́ıas de los algoritmos que se presentan en el caṕıtulo 2, aśı como las ventajas
y desventajas de cada uno de ellos, con lo que se incita al lector a discutir acerca de los
resultados obtenidos.

El caṕıtulo 4 contiene las conclusiones generales de este trabajo de tesis y el trabajo
futuro.
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Caṕıtulo 2
Descripción de la propuesta

En este caṕıtulo, a partir de un conjunto de correspondencias P1 y P2 que contienen
puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido, se estima de forma robusta la matriz de homograf́ıa H
consistente con los puntos t́ıpicos. Se utiliza el error obtenido entre las correspondencias de
puntos para determinar cuál de las posibles soluciones es la mejor.

Se presentan las soluciones propuestas utilizando los algoritmos RANSAC, un algoritmo
genético (AG) simple y evolución diferencial (ED), aśı como los algoritmos necesarios para
extraer varias homograf́ıas utilizando dichas soluciones.

2.1. Algoritmo RANSAC

En la presente sección utilizamos la heuŕıstica RANSAC descrita en [7], la cual fue pro-
puesta y validada por Fischler y Rolles en 1981. Dicha heuŕıstica ha sido utilizada en los
trabajos [8, 10, 11] para la detección automática de varios ćırculos o elipses presentes en un
conjunto de datos que contienen puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido. En dichos trabajos se ha
demostrado la ventaja de utilizar un algoritmo genético simple y la metaheuŕıstica llamada
evolución diferencial con respecto al algoritmo RANSAC para resolver dicho problema.

En el caso de la detección automática de homograf́ıas, sin duda el algoritmo RANSAC
más citado para resolver este problema se encuentra en [1]. Utilizando los conceptos teóricos
de dicha solución se obtuvo el Algoritmo 1, el cual consiste en la estimación de la homograf́ıa
H y un conjunto de correspondencias de puntos consistentes (los puntos t́ıpicos), junto con
las correspondencias que no cumplen con el modelo (los puntos at́ıpicos).

El umbral U , que indica si un punto es o no t́ıpico, y se suele determinar emṕıricamente,
aunque es posible analizarlo desde el punto de vista estad́ıstico [1]: se desea elegir dicho
umbral, tal que con una probabilidad α un punto es t́ıpico (normalmente se elige α = 0.95),

11



12 Caṕıtulo 2

entonces:

U2 = F−12 (α)σ2,

siendo F una distribución chi-cuadrado con dos grados de libertad (esto significa que hay dos
valores por cada coordenada) y suponiendo que el error de medición es gaussiano con media
cero y desviación estándar σ, entonces:

F−12 (0.95) = 5.9915,

por lo tanto, se puede establecer:

U =
√

5.9915σ.

Los casos en los que no se puede calcular H en la ĺınea 5 del Algoritmo 1 (quizá porque se
obtuvo un conjunto de correspondencias colineales), no deben ser considerados en el procedi-
miento y por tal motivo se debe regresar a la instrucción indicada en la ĺınea 4. En cuestión
de análisis estos casos se deben sumar al número final de iteraciones realizadas.

Los errores de la ĺınea 6 en el Algoritmo 1, se calculan como se describió en la ecuación (1.4)
(en la pág. 8) y el número de iteraciones en la ĺınea 1, se calcula utilizando la misma expresión
de la ĺınea 13: ε0 es la probabilidad de que RANSAC en alguna iteración seleccione sólo cuatro
puntos t́ıpicos; ε0 se establece a una probabilidad alta de 0.99; ε1 es la probabilidad de elegir
un punto t́ıpico cada vez que se selecciona un elemento y se calcula como en la ĺınea 12. ε4

es la probabilidad de que todos los cuatro puntos seleccionados sean t́ıpicos, por lo tanto:

1− ε4,

es la probabilidad de que al menos uno de los cuatro puntos sea un punto at́ıpico. Como:

1− ε0 = (1− ε4)N ,

donde N es el número de iteraciones, se obtiene la expresión de la ĺınea 13.

Por último, en la ĺınea 4 se puede observar la principal desventaja del Algoritmo 1, debido
a la búsqueda de las correspondencias de puntos mediante el uso de un procedimiento al azar.
Dicha desventaja da pie a utilizar un AG simple y ED para encontrar resultados aceptables
en un tiempo de ejecución menor al que utiliza RANSAC para resolver el problema.

2.2. Algoritmo GASAC

En el algoritmo RANSAC se tiene un ĺımite superior del número de iteraciones y siempre
es una estimación porque no conocemos de antemano el número de puntos t́ıpicos, at́ıpicos
y con ruido.
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Descripción de la propuesta 13

En lugar de utilizar el enfoque probabilista para calcular el número de iteraciones, se
puede utilizar una técnica heuŕıstica estocástica llamada algoritmo genético (AG), la cual se
describe en [12, 13, 14].

El primer AG [15] (originalmente llamado plan reproductivo) fue desarrollado por John
Holland en 1962, como un medio para estudiar el comportamiento de adaptación y aplicarlo
al aprendizaje de máquina. Sin embargo, este tipo de algoritmos han sido ampliamente uti-
lizados como métodos de optimización.

La representación tradicional usada por un AG para codificar un conjunto de soluciones,
es el esquema binario, en el cual un cromosoma es una cadena binaria, como se muestra en
la figura 2.1, donde los ceros y unos se denominan alelos.

Figura 2.1: Un ejemplo de una cadena binaria

Nosotros decidimos utilizar la representación binaria para codificar los ı́ndices de cuatro
correspondencias de puntos del conjunto de consenso, porque tomando en cuenta que en el
trabajo [4] (donde se comparan diversos algoritmos en tareas de seguimiento visual) el máxi-
mo número de correspondencias de puntos es de 1000, entonces para este caso se tendŕıan
los ı́ndices del 0 al 999, con los cuales necesitaŕıamos para su representación binaria al menos
10 bits, con lo que un cromosoma con cuatro indicies estaŕıa compuesto por 40 bits.

La codificación del Algoritmo 2 se observa de manera general en la figura 2.3. Primero,
se genera aleatoriamente la población inicial, que estará compuesta por un conjunto de cro-
mosomas que contienen los ı́ndices en binario a cuatro puntos.

A cada uno de los cromosomas de esta población se le aplicará la función de aptitud
Evaluar al nuevo individuo del Algoritmo 3, a fin de saber qué tan buena es la solución y
reparar el cromosoma si uno de los ı́ndices es mayor que el número de correspondencias de
puntos: un nuevo ı́ndice se recalcula al azar dentro del rango válido.

Sabiendo la aptitud de cada cromosoma, se procede a la selección de los que se cruzarán
en la siguiente generación, para lo cual utilizamos la selección mediante el torneo binario [16]:
al azar se seleccionan dos soluciones y se toma de ellas la mejor.

Una vez realizada la selección, se procede con la cruza de los individuos seleccionados,
utilizando la cruza de dos puntos: se seleccionan dos posiciones del cromosoma al azar y su
material cromosómico es intercambiado, como se muestra en la figura 2.2.

Debido a que usamos representación binaria, la mutación cambia de 0 a 1 y viceversa,
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14 Caṕıtulo 2

Figura 2.2: Uso de dos puntos de cruza entre dos individuos, en este caso se mantienen los
genes de los extremos, y se intercambian los del centro

mientras que el elitismo mantiene intacto al individuo más apto a lo largo de las distintas
generaciones (dicho individuo no se cruza con nadie), hasta que surge otro individuo mejor
que él, que lo desplazará.

Detener el AG no es trivial (debido a que no conocemos de antemano la respuesta a la
que queremos llegar), éste se detiene cuando la población se haya estabilizado (en dos itera-
ciones sucesivas el mejor resultado es el mismo) o cuando se realiza el número máximo de
generaciones.

Figura 2.3: Diagrama que muestra la secuencia general de operaciones para el algoritmo
genético usado en este trabajo

Como hemos podido observar, la principal ventaja de este AG radica en su sencillez. Se
requiere poca información sobre el espacio de búsqueda, ya que se trabaja sobre un conjunto
de individuos y se busca una solución por aproximación de la población, en lugar de utilizar
un enfoque probabiĺıstico como en RANSAC. Con un control adecuado podemos mejorar la
aptitud promedio de la población, obteniendo nuevos y mejores individuos y por lo tanto,
mejores soluciones.
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Quizás el punto más delicado del Algoritmo 2 se encuentra en la definición de la función
Evaluar al nuevo individuo, ya que de su eficacia depende el obtener buenos resultados.

Desde luego, en el procedimiento descrito, quedan muchos detalles importantes, como cuál
ha de ser el tamaño de la población y cuáles las probabilidades de cruza (pc) y de mutación
(pm), ya que de estos detalles dependerá, en gran parte, el éxito o fracaso del algoritmo. Los
parámetros utilizados en el AG se detallarán en el caṕıtulo 3.

Por último, decidimos llamar a nuestro algoritmo propuesto GASAC (Genetic Algorithm
SAmple Consensus), porque aunque se trata de un AG, éste utiliza un grupo de consenso en
la evaluación de la función objetivo.

2.3. Algoritmo basado en evolución diferencial

La metaheuŕıstica llamada evolución diferencial (ED) fue propuesta por Rainer Storn y
Kenneth Price en 1995 [17], con una codificación de punto flotante para la optimización glo-
bal sobre espacios continuos.

En los trabajos [10, 18, 19, 20], se puede encontrar una descripción detallada de la im-
plementación de la ED para resolver diferentes problemas, como, por ejemplo; la detección
automática de varios ćırculos o elipses presentes en un conjunto de datos que contienen pun-
tos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido.

Un diagrama del Algoritmo 4 se observa en la figura 2.4 (muestra de manera general
los procesos de mutación, cruza y selección descritos más adelante). Este procedimiento fue
diseñado para la optimización de los ocho parámetros de H ′ de la ecuación (1.3): H =
T−11 H ′T2. La principal idea es emplear la diferencia entre los valores de cada individuo para
generar nuevos individuos. Se maneja un conjunto de individuos, los cuales contienen una
posible solución del problema. Este conjunto de individuos, conocido como población G, se
representa por:

hrk ∈ Gr, para k ∈ {1, 2, . . . , tG},

donde h es un individuo de G compuesto por los ocho elementos de H ′, r es la generación
actual y tG es el tamaño de la población G.

Para inicializar cada individuo en la generación se utilizan los ĺımites superiores ls e
inferiores li de cada variable, los cuales se determinan de la siguiente forma: Primero se
deben obtener las matrices T1 y T2 utilizando todas las correspondencias de P1 y P2, como se
explica en la sección 1.3 del caṕıtulo 1 (en la pág. 4). Segundo, se deben calcular mediante el
algoritmo lineal (en la misma sección 1.3) las matrices Hj de cada cuatro correspondencias
de puntos:
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16 Caṕıtulo 2

C1 = {c1, c2, c3, c4}, C2 = {c2, c3, c4, c5}, . . . y Cj = {cj, cj+1, cj+2, cj+3},

donde cj = {p1j, p2j}, para 0 < j ≤ n − 3. Las coordenadas de cada subconjunto Cj se
normalizan mediante H ′j = T1HjT

−1
2 , con T1 y T2 obtenidas del primer paso. Entonces los

limites son:

lsb = h̄jb + 2σhjb y lib = h̄jb − 2σhjb ,

con h̄jb y σhjb como la media y desviación estándar de cada uno de los b ∈ {1, 2, . . . , 8}
elementos de H ′j, normalizados con hj33 = 1.

Ahora podemos inicializar los primeros j individuos con H ′j y el resto de la población al
azar mediante:

h0kb = rand()kb · (lsb − lib) + lib ,

donde rand() es una función que genera valores al azar con una distribución uniforme en el
intervalo de [0, 1).

Posteriormente, la población se actualiza por medio de un esquema de reproducción en
cada generación, en el cual la mutación y cruza se utilizan para generar nuevos individuos
(vectores de prueba). En este procedimiento se toma de la población, un conjunto de indi-
viduos extráıdos al azar φ = ξ1, ξ2 y ξ3 (necesarios para efectuar la diferencia) por cada
individuo hrk (vector objetivo) y como resultado se obtiene un nuevo individuo prk, mediante:

prkb =

{
ξ3b + Fd (ξ1b − ξ2b) ,
hrkb,

si rand () < Cr o b = brand,
en otro caso,

donde Fd ∈ [0, 2) es la constante de diferencia, Cr ∈ [0, 1) es la constante de recombinación
y brand se calcula con la función int(8 ∗ rand()) que genera números enteros al azar con una
distribución uniforme en el intervalo de [0, 8).

Después la selección usa un mecanismo en el cual si la aptitud obtenida del nuevo in-
dividuo g(prk) (descrita en el Algoritmo 5, la cual utiliza las matrices T1 y T2 calculadas
anteriormente a partir de todas las correspondencias de puntos de P1 y P2), es mejor a la
aptitud del vector objetivo g(hrk), entonces prk se agrega en la población de la siguiente ge-
neración (hr+1

k = prk); en caso contrario, hrk será quien sobreviva a la próxima generación
(hr+1

k = hrk).

Para obtener la aptitud de un individuo hrk como se muestra en la ĺınea 8 del Algoritmo 5,
se busca maximizar el número de puntos t́ıpicos consistentes con la matriz de homograf́ıa H
de la ĺınea 3 y minimizar el error obtenido entre dichas correspondencias de puntos. Ambas
restricciones se pueden combinar en un problema de minimización utilizando la función de
error:
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f (x) = n−m+
m∑
1

e2i , (2.1)

donde n es el número total de correspondencias de puntos de P1 y P2, m es el número de
puntos t́ıpicos consistentes con la matriz de homograf́ıa H y e2i es el error obtenido de cada
una de las m correspondencias de puntos t́ıpicos con ı́ndice i, mediante la ecuación (1.4) (en
la pág. 8).

Por último, además del número total de generaciones MAX G, para detener la ED se
utilizó la condición de paro llamada diff en [21] (utilizada de forma exitosa en los trabajos
[10, 18, 19]), la cual consta de buscar la aptitud del mejor y peor individuo de la generación
actual. Una vez efectuado lo anterior, realiza la diferencia entre la peor menos la mejor apti-
tud y si ésta es menor que Cp (la constante para la condición de paro), se detiene la ejecución
del algoritmo.

La principal ventaja del presente procedimiento es su sencillez para ser implementado y
su baja complejidad en relación con otros algoritmos evolutivos, además de que el número de
parámetros empleados es bajo, por lo cual, la puesta a punto es sencilla como se detallará en
el caṕıtulo 3.

2.4. Extracción de varias homograf́ıas

Los algoritmos presentados en las secciones 2.1, 2.2 y 2.3 del presente caṕıtulo (RAN-
SAC, GASAC y ED), pueden ser utilizados para detectar y extraer varias homograf́ıas de un
conjunto de correspondencias dadas P1 y P2. En la ED se utiliza un procedimiento diferente
al resto de las soluciones propuestas, debido a la inicialización de los ĺımites ls y li.

La extracción de varias homograf́ıas puede verse como el problema de obtener las matrices
de homograf́ıa H, presentes en el conjunto de correspondencias P1 y P2, consistentes con los
puntos de los planos que se encuentran en las imágenes de entrada.

Una vez que una homograf́ıa es detectada, los puntos consistentes con dicho ajuste son
eliminados del conjunto de correspondencias de entrada y se reanuda la búsqueda de otra
homograf́ıa.

El algoritmo propuesto para la extracción de varias homograf́ıas utilizando RANSAC y
GASAC, se muestra en el Algoritmo 6.

El Algoritmo 7, muestra la solución propuesta utilizando la ED. Para inicializar los ĺımi-
tes ls y li, se debe obtener un conjunto de correspondencias de puntos de los datos de entrada.
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18 Caṕıtulo 2

Figura 2.4: Diagrama general de la ED

Para encontrar dichas correspondencias se utiliza la primera imagen, en la cual mediante
un punto al azar y un radio r (el ancho de la misma), se genera un ćırculo. Se usan los puntos
que están dentro del ćırculo para calcular la homograf́ıa.

Para determinar si un punto se encuentra dentro del ćırculo, basta comprobar si la dis-
tancia desde el centro del ćırculo al punto en cuestión es menor al radio del ćırculo.

A partir del conjunto de puntos que se encuentran dentro del ćırculo, se obtienen las
correspondencias con las cuales se inicializa la ED.
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Algoritmo 1 Algoritmo RANSAC para detectar una homograf́ıa.

Entrada: Conjunto de correspondencias P1 y P2; umbral U .
Salida: La homograf́ıa presente en los datos de entrada.

1: N := Calcular el número de iteraciones.
2: m0 = 0
3: while i < N do
4: Seleccionar una muestra al azar Q, de 4 parejas de puntos del conjunto de datos P1 y

P2.
5: if H se puede calcular a partir de Q then
6: Calcular el conjunto de errores E = {e1, e2, e3, . . . , en} para P1 y P2 usando H.

7: Obtener el conjunto de pesos W como wi =

{
1, si ei ≤ U,

0, si ei > U.

8: m := El número de puntos t́ıpicos para los cuales wi = 1.
9: if m > m0 then

10: QH := W
11: end if
12: Calcular ε1 = m/n

13: Calcular Na = log(1−ε0)
log[1−ε41]

14: if Na > N then
15: N := Na

16: end if
17: end if
18: i+ +
19: Re-estimar H, utilizando todos los puntos t́ıpicos en QH .
20: end while

Cinvestav Departamento de Computación
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Algoritmo 2 AG para detectar una homograf́ıa.

Entrada: N , número de iteraciones; Pop, tamaño de la población.
Entrada: Probabilidad de cruza pc y probabilidad de mutación pm.
Entrada: Dos conjuntos de puntos P1 y P2, cada uno de ellos con n elementos; umbral U .
Salida: La homograf́ıa presente en los datos de entrada.

1: Número de bits que representan los ı́ndices, b := dlog2 ne.
2: Tamaño de cromosoma := 4 ∗ b.
3: i := 0; m0 = 0
4: Inicializar la población al azar.
5: while i < N do
6: for 0 ≤ j < n do
7: dosindividuos := Seleccione dos individuos por torneo.
8: if rand () ≤ pc then
9: Aplicar cruza a los individuos.

10: end if
11: if rand () ≤ pm then
12: Aplicar la mutación a los dos individuos.
13: end if
14: m1 := Evaluar al nuevo individuo 1.
15: m2 := Evaluar al nuevo individuo 2.
16: if m1 > m0 then
17: k := El individuo 1 representa la solución tentativa.
18: m0 := m1

19: end if
20: if m2 > m0 then
21: k := El individuo 2 representa la solución tentativa.
22: m0 := m2

23: end if
24: Aplicar elitismo: se retiene intacto el mejor individuo.
25: if En dos iteraciones sucesivas el mejor resultado es el mismo then
26: Detener.
27: end if
28: end for
29: i := i+ 2
30: end while
31: Re-estimar H utilizando todos los puntos t́ıpicos representados por el individuo k.
32: Re-calcular el número de puntos t́ıpicos con H re-estimada.
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Algoritmo 3 Evaluar al nuevo individuo.

Entrada: Conjunto de correspondencias P1 y P2; umbral U .
Entrada: Nuevo individuo, cromosoma C.
Salida: Número de puntos t́ıpicos, m.

1: I := decodificar(C) ; //Obtener el ı́ndice de las 4 correspondencias de C.
2: if Uno de los ı́ndices I es mayor que n then
3: Re-calcular el ı́ndice dentro del rango válido.
4: end if
5: if H se puede calcular a partir de las correspondencias de I then
6: Calcular el conjunto de errores E = {e1, e2, e3, . . . , en} para P1 y P2 usando H.

7: Obtener el conjunto de pesos W como wi =

{
1, si ei ≤ U,

0, si ei > U.

8: m := El número de puntos t́ıpicos para los cuales wi = 1.
9: end if

10: return m
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Algoritmo 4 Algoritmo basado en ED para detectar una homograf́ıa.

Entrada: Dos conjuntos de puntos P1 y P2, cada uno de ellos con n elementos; umbral U .
Entrada: Parámetros de la ED; condición de paro Cp.
Salida: La homograf́ıa presente en los datos de entrada.

1: Inicializar cada individuo de h0k, para k ∈ {1, 2, . . . , tG}.
2: Evaluar cada individuo g (hrk), para k ∈ {1, 2, . . . , tG}.
3: for 1 ≤ r ≤ MAX G do
4: for 1 ≤ k ≤ tG do
5: Seleccionar tres individuos al azar: ξ1 6= ξ2 6= ξ3.
6: Obtener una posición al azar, brand = int(8 ∗ rand()).
7: for 1 ≤ b ≤ 8 do
8: if rand () < Cr or b = brand then
9: prkb = ξ3b + Fd (ξ1b − ξ2b)

10: else
11: prkb = hrkb
12: end if
13: end for
14: if g (prk) < g (hrk) then
15: hr+1

k = prk
16: else
17: hr+1

k = hrk
18: end if
19: end for
20: // Obtener la aptitud del mejor y peor individuo de la generación r.
21: mApt = mejor(g (hrk)); pApt = peor(g (hrk)), para k ∈ {1, 2, . . . , tG}.
22: if (pApt −mApt) < Cp then
23: Detener.
24: end if
25: end for
26: Re-estimar H utilizando todos los puntos t́ıpicos representados por hr+1

k .
27: Re-calcular el número de puntos t́ıpicos con H re-estimada.
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Algoritmo 5 Evaluar individuo.

Entrada: Conjunto de correspondencias P1 y P2; umbral U .
Entrada: Nuevo individuo h; T1 y T2.
Salida: Aptitud del individuo h.

1: H ′ := h // Con h33 = 1.
2: if Se puede calcular H ′ then
3: H := T−11 H ′T2
4: Calcular el conjunto de errores E = {e1, e2, e3, . . . , en} para P1 y P2 usando H.

5: Obtener el conjunto de pesos W como wi =

{
1, si ei ≤ U,

0, si ei > U.

6: m := El número de puntos t́ıpicos para los cuales wi = 1.
7: end if
8: return n−m+

∑m
1 e

2
i , para wi = 1.

Algoritmo 6 Extracción de múltiples homograf́ıas con RANSAC o GASAC.

Entrada: Algoritmo para extraer una homograf́ıa AEH ; RANSAC o GASAC.
Entrada: Número de homograf́ıas NH que se extraerán.
Entrada: Conjunto de correspondencias P1 y P2.
Salida: Cada homograf́ıa H presente en los datos de entrada; Pc, sus puntos consistentes.
Salida: Puntos inconsistentes del conjunto de datos de entrada.

1: n := 0; //Número de puntos inconsistentes.
2: for 1 ≤ i ≤ NH do
3: Ejecutar AEH con P1 y P2.
4: Regresar los parámetros de la homograf́ıa H, aśı como el conjunto Pc obtenido.
5: Eliminar Pc del conjunto de datos P1 y P2.
6: n := Obtener el número de correspondencias del conjunto de datos P1 y P2.
7: if n < 4 then
8: Detener.
9: end if

10: i+ +;
11: end for
12: Regresar los puntos inconsistentes restantes en P1 y P2.
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Algoritmo 7 Extracción de múltiples homograf́ıas con ED.

Entrada: Número de homograf́ıas NH que se extraerán.
Entrada: Conjunto de correspondencias P1 y P2; Ancho y alto de la imagen IP1 .
Salida: Cada homograf́ıa H presente en los datos de entrada; Pc, sus puntos consistentes.
Salida: Puntos inconsistentes del conjunto de datos de entrada.

1: r := 1
5

del ancho de IP1 ;
2: for 1 ≤ i ≤ NH do
3: Seleccionar un punto al azar pi dentro de IP1 .
4: Encontrar en IP1 todos los puntos Pe dentro del ćırculo con centro pi y radio r.
5: Inicializar los ĺımites de la ED con las correspondencias formadas por los puntos Pe.
6: Ejecutar ED con P1 y P2.
7: Regresar los parámetros de la homograf́ıa H, aśı como el conjunto Pc obtenido.
8: Eliminar Pc del conjunto de datos P1 y P2.
9: n := Obtener el número de correspondencias del conjunto de datos P1 y P2.

10: if n < 4 then
11: Detener.
12: end if
13: i+ +;
14: end for
15: Regresar los puntos inconsistentes restantes en P1 y P2.
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Caṕıtulo 3
Resultados y discusión

Para demostrar el desempeño de las soluciones propuestas es necesario ponerlas a prueba
bajo diversos escenarios. En principio, para poder observar su desempeño, se describen las
imágenes reales y simuladas que se utilizan para los experimentos del problema de la detec-
ción automática de homograf́ıas. Posteriormente se presentan los experimentos del problema
(donde se emplean correspondencias que contiénen puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido), de-
tallando los parámetros que se utilizan en cada uno de ellos. Por último se muestran los
resultados obtenidos y la comparación de los algoritmos propuestos.

3.1. Imágenes de prueba

Para analizar el comportamiento de los algoritmos propuestos RANSAC, GASAC y ED
(en la sección 2.1, 2.2 y 2.3 del caṕıtulo 2 en las págs. 11, 12 y 15) se utilizaron para la
primera prueba dos imágenes generadas de tamaño 600× 600 ṕıxeles. Estas imágenes fueron
generadas a partir de un modelo 3D con dos planos y el modelo de cámara oscura. Ambas
imágenes se muestran en la figura 3.1. En esta configuración, conocemos de antemano las
correspondencias de puntos en las imágenes.

Se utilizó una cámara digital (Webcam USB, sus caracteŕısticas pueden observarse en la
página web [3], en la pág. 53), con una resolución de dos megaṕıxeles y un ajuste automático
de balance y color, para generar las imágenes reales.

Para la segunda prueba se utilizaron imágenes reales de 1600 × 1200 ṕıxeles. Para éstas
se utilizaron tres tableros impresos en hojas de papel montados sobre tablas delgadas de ma-
dera, las cuales se colocaron sobre una mesa de uno de los laboratorios del Departamento de
Computación del Cinvestav. Estos tableros nos permiten representar mediante las esquinas
de sus cuadrados las correspondencias de puntos pertenecientes a tres planos. Las imágenes
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26 Caṕıtulo 3

de esta prueba se pueden observar en la figura 3.2.

Para la tercera prueba se utilizaron también imágenes reales pero de 800 × 600 ṕıxeles.
En dichas imágenes se utilizaron triángulos de cartulina recortados a mano con las mismas
proporciones y se colocaron sobre hojas de papel. Las hojas de papel junto con los triángulos
se montaron sobre tres planos diferentes, la mesa de la prueba anterior y dos gabinetes de
computadora. Las esquinas de los triángulos se utilizaron para representar las corresponden-
cias de puntos de cada uno de los planos. Las imágenes de dicha prueba se pueden observar
en la figura 3.3.

Para la segunda y tercera prueba se utilizó el detector de esquinas de Harris [22], para
obtener automáticamente las caracteŕısticas en las imágenes. Mediante las caracteŕısticas de-
terminadas con el detector de Harris se seleccionaron a mano las correspondencias de puntos.
Usamos el detector de esquinas de Harris, porque es la mejor selección en las tareas de se-
guimiento visual [4].

En las figuras 3.2 y 3.3, en el inciso (c) se muestran los planos asociados a las homograf́ıas
en las imágenes con diferentes marcas en las correspondencias de puntos. Las marcas trian-
gulares negras corresponden a los puntos inconsistentes (obtenidos mediante el detector de
esquinas de Harris) con los planos de interés.

Por último, en la cuarta prueba se utilizaron imágenes generadas de tamaño 600 × 600
ṕıxeles. Estas imágenes fueron obtenidas a partir del modelo 3D de la primera prueba, de-
crementando el ángulo de separación entre los dos planos de 170◦ hasta 70◦, de 10◦ en 10◦

grados. Estas imágenes se muestran en las figuras 3.4 a la 3.7 y cabe mencionar que en esta
configuración conocemos de antemano las correspondencias de puntos en las imágenes.

3.1.1. Criterios por los cuales se escogieron los experimentos

Las imágenes de prueba de la sección anterior fueron seleccionadas tomando en cuenta
los criterios del trabajo [4] (en la sección del diseño del conjunto de imágenes de prueba para
tareas de seguimiento visual).

La primera prueba correspondiente a las series de imágenes de la figura 3.1, se utilizó por-
que:

Para una secuencia de video, el tamaño de las imágenes generadas de 600× 600 ṕıxeles
es adecuado [4].

Es una simulación básica planteada en los objetivos de la tesis; dos imágenes con dos
planos que carecen de ruido con distribución gaussiana, donde los puntos at́ıpicos del
primer plano se representan por el conjunto puntos del segundo y viceversa.
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No necesita aplicar un proceso de correlación porque conocemos de antemano las co-
rrespondencias de puntos.

Esta prueba es útil porque nos permite probar los algoritmos propuestos en un ambiente
controlado.

La segunda prueba correspondiente a las series de imágenes de la figura 3.2, se utilizó por-
que:

Las imágenes generadas tienen el tamaño máximo soportado por la cámara digital
utilizada, 1600× 1200 ṕıxeles (dicha especificación se muestra en la página web [3], en
la pág. 53).

Esta es una prueba con imágenes reales, en la cual se busca trabajar con los tres planos
visibles en la escena, los cuales se representan por los tableros.

Se necesita aplicar un proceso de extracción de puntos de interés, para lo cual se utilizó el
detector de esquinas de Harris [22]. Debido a que son imágenes reales, aqúı es posible
que aparezcan puntos at́ıpicos.

Dicha prueba es útil porque nos permite examinar la robustez de los algoritmos propuestos
en un ambiente real [4], con un conjunto de correspondencias que contienen puntos t́ıpicos,
at́ıpicos y con ruido.

La tercera prueba correspondiente a las series de imágenes de la figura 3.3, se utilizó por
las mismas razones de la segunda prueba, pero en este caso:

Las imágenes generadas tienen un tamaño de 800× 600 ṕıxeles (la cual puede utilizare
en una secuencia de video [4]).

El modelo utilizado es un patrón formado por triángulos recortados a mano para re-
presentar los tres planos en la escena.

Tanto en la segunda y tercera pruebas, el proceso de correlación para obtener las corres-
pondencias de puntos se realizó manualmente. Dicho proceso en las tareas de seguimiento
visual debe realizarse de forma automática, para lo cual existe una comparación exhaustiva
de los algoritmos que realizan dicha tarea en el trabajo [4].

La cuarta prueba correspondiente a las series de imágenes de las figuras 3.4 a la 3.7, se
utilizó por las mismas razones de la primera prueba, pero en este caso:

Se disminuye el ángulo de separación entre dos planos de 170◦ hasta 70◦, de 10◦ en 10◦

grados.
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(a) Imágenes tomadas de una escena con dos planos

(b) Los planos asociados a las dos homograf́ıas en las imágenes

Figura 3.1: Las imágenes sintéticas con dos planos se muestran en (a) y en (b) se muestran
las correspondencias de puntos de cada plano

La prueba es útil porque nos permite determinar en una escena el ángulo de separación
entre dos planos, con el cual los algoritmos propuestos tienen un funcionamiento adecuado.

Entonces, incluso antes de ejecutar los algoritmos propuestos, si conocemos el ángulo de
separación entre dos planos dentro de una escena, podŕıamos tener idea del comportamiento
que debeŕıan seguir.

3.2. Resultados

Con el fin de extraer las dos o tres homograf́ıas presentadas en las figuras 3.1, 3.2 y 3.3,
mediante los algoritmos RANSAC y GASAC (descritos en la sección 2.1 y 2.2 del caṕıtulo 2
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(a) Dos imágenes reales con tableros

(b) Los pares seleccionados de correspondencias de puntos

(c) Los planos asociados a las tres homograf́ıas en las imágenes

Figura 3.2: Las dos imágenes reales con tableros se muestran en (a) y en (b) se muestran las
correspondencias de puntos seleccionados sobre ellos. En (c) se muestran los planos asociados
a las dos homograf́ıas en las imágenes de los datos en (b)
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(a) Dos imágenes reales con triángulos

(b) Los pares seleccionados de correspondencias de puntos

(c) Los planos asociados a las tres homograf́ıas en las imágenes

Figura 3.3: Las dos imágenes reales con triángulos se muestran en (a) y en (b) se muestran las
correspondencias de puntos seleccionados sobre ellos. En (c) se muestran los planos asociados
a las dos homograf́ıas en las imágenes de los datos en (b)
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(a) Imágenes con dos planos y 170◦ grados de separación entre ellos

(b) Imágenes con dos planos y 160◦ grados de separación entre ellos

(c) Imágenes con dos planos y 150◦ grados de separación entre ellos

Figura 3.4: Las imágenes sintéticas con dos planos y un ángulo de separación de 170◦, 160◦

y 150◦ grados entre ellos se muestran en (a), (b) y (c)

Cinvestav Departamento de Computación
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(a) Imágenes con dos planos y 140◦ grados de separación entre ellos

(b) Imágenes con dos planos y 130◦ grados de separación entre ellos

(c) Imágenes con dos planos y 120◦ grados de separación entre ellos

Figura 3.5: Las imágenes sintéticas con dos planos y un ángulo de separación de 140◦, 130◦

y 120◦ grados entre ellos se muestran en (a), (b) y (c)
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(a) Imágenes con dos planos y 110◦ grados de separación entre ellos

(b) Imágenes con dos planos y 100◦ grados de separación entre ellos

(c) Imágenes con dos planos y 90◦ grados de separación entre ellos

Figura 3.6: Las imágenes sintéticas con dos planos y un ángulo de separación de 110◦, 100◦

y 90◦ grados entre ellos se muestran en (a), (b) y (c)
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(a) Imágenes con dos planos y 80◦ grados de separación entre ellos

(b) Imágenes con dos planos y 70◦ grados de separación entre ellos

Figura 3.7: Las imágenes sintéticas con dos planos y un ángulo de separación de 80◦ y 70◦

grados entre ellos se muestran en (a) y (b)
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en las págs. 11 y 12) es necesario ejecutarlos dos y tres veces respectivamente con el Algo-
ritmo 6 (descrito en la sección 2.4 del caṕıtulo 2 en la pág. 23) y con la ED (descrita en la
sección 2.3 del caṕıtulo 2 en la pág. 15) se utiliza el Algoritmo 7 (descrito en la sección 2.4
del caṕıtulo 2 en la pág. 24).

Se establece el valor de umbral U en 10 para RANSAC, GASAC y ED. En RANSAC, el
valor inicial para el parámetro ε1 se establece en 0.615 y esto nos da 207 iteraciones. El mo-
delo probabiĺıstico de RANSAC para estimar el número de iteraciones sólo tiene en cuenta la
presencia de un único modelo de datos. Por tal motivo, se fija el número de iteraciones a 200 y
las ĺıneas 12-16 del Algoritmo 1 (en la sección 2.1 del caṕıtulo 2 en la pág. 19) no se consideran.

Las estad́ısticas resultantes de 100 ejecuciones con el algoritmo RANSAC para el número
de iteraciones y la función de error (descrita en la ecuación (1.4) de la pág. 8) se muestran en
las tablas 3.3 y 3.4, mientras que usando GASAC y ED con los parámetros de las tablas 3.1
y 3.2 (variando el tamaño de la población en 5, 10, 15 y 20) los resultados se dan en las tablas
3.5 a la 3.7 y 3.8 a la 3.10, respectivamente.

Para comparar los resultados que se muestran en las tablas 3.5 y 3.8 es necesario multi-
plicar el tamaño de la población por la columna de resultado y dicho cálculo corresponde al
número de evaluaciones de la función objetivo en las tablas 3.7 y 3.10.

Hemos observado en nuestras ejecuciones que algunas de las iteraciones de RANSAC son
inválidas, debido a que mediante las cuatro correspondencias de puntos seleccionadas es im-
posible calcular una homograf́ıa (en la ĺınea 5 del Algoritmo 1 en la sección 2.1 del caṕıtulo
2 en la pág. 19); esto sucede debido a que, por ejemplo, tres o cuatro de las correspondencias
son colineales.

Comparando los resultados de las tablas 3.5 a la 3.7 y 3.8 a la 3.10, se obtiene una confi-
guración óptima (marcada en negritas en las tablas) de los parámetros de GASAC y ED con
un tamaño de la población de 10 y 5, respectivamente. Dichos resultados se muestran en la
tabla 3.11, en la cual es claro que GASAC reduce el número de evaluaciones en seis (6) y la
ED realiza hasta un 25 % de las evaluaciones, efectuadas por RANSAC.

La medida de las ejecuciones con éxito en las tablas 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.8 y 3.9 nos indica
si todos los puntos que pertenecen a las homograf́ıas se extraen correctamente. GASAC, al
igual que la ED, algunas veces dan menos cantidad de puntos t́ıpicos.

Se puede deducir a partir de la tabla 3.5 con un tamaño de población de 10 individuos,
que GASAC realizó la extracción exitosa en un 93 % de las ejecuciones de las tres pruebas
realizadas, mientras que para la ED en la tabla 3.8 con un tamaño de población de 5 indivi-
duos, acertó el 99 % de las veces.
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Parámetro Valor

Número de generaciones 10
Probabilidad de Cruza 0.9

Probabilidad de Mutación 0.3

Tabla 3.1: Parámetros de entrada del algoritmo GASAC

Parámetro Valor

Máximo número de generaciones 10
Probabilidad de Cruza 0.9

Probabilidad de Mutación 0.7
Condición de paro 1.8

Tabla 3.2: Parámetros de entrada de la ED

Por último se muestra en una única gráfica los resultados estad́ısticos de los algoritmos
RANSAC, GASAC y ED de las tablas 3.3, 3.7 y 3.10 (utilizando la configuración óptima
marcada en negritas) en la figura 3.8, donde se observa el número de evaluaciones de la
función objetivo (el cual se obtiene multiplicando el promedio de las generaciones realizadas
en GASAC y ED por el tamaño de la población), mientras que en la figura 3.9 se utilizan
las tablas 3.4, 3.6 y 3.9 para analizar la función de error (como se citó anteriormente, esta
describe el error obtenido entre las correspondencias de puntos). Ambas gráficas se obtienen
utilizando tamaños de población de 5, 10, 15 y 20 individuos con las tres series de imágenes
de la primera, segunda y tercera prueba.

3.2.1. Ángulo de separación entre dos planos

Para determinar el ángulo de separación entre dos planos dentro de una escena con el que
los algoritmos propuestos funcionan de manera óptima, se utilizaron las figuras 3.4 a la 3.7 y
los parámetros de las tablas 3.1 y 3.2 con un tamaño de la población de 10 y 5 para GASAC
y ED, respectivamente.

Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3

Ejecuciones con éxito 100 100 99
Mı́nimo 416 600 600
Máximo 444 601 600

Desviación estándar 5.31 0.20 0.00
Promedio 429.68 600.04 600

Tabla 3.3: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con RANSAC, sobre el número de
iteraciones en las tres series de imágenes
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Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3

Ejecuciones con éxito 100 100 99
Mı́nimo 0.34 1.67 1.30
Máximo 0.34 2.28 4.15

Desviación estándar 0.00 0.25 0.57
Promedio 0.34 1.91 1.50

Tabla 3.4: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con RANSAC, sobre la función de
error en las tres series de imágenes

GASAC
Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3

Tamaño de
la población

5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20

Ejecuciones
con éxito

81 98 100 100 65 92 98 100 49 90 97 100

Mı́nimo 6 6 6 6 9 9 9 9 9 9 9 9
Máximo 10 9 8 8 17 14 13 13 15 14 13 13

Desviación
estándar

1.00 0.65 0.45 0.33 1.82 1.25 0.94 0.81 1.46 1.29 0.99 0.87

Promedio 6.65 6.32 6.17 6.10 11.34 10.2 9.63 9.51 10.98 10.64 10.02 9.76

Tabla 3.5: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con GASAC, para tamaños de po-
blación de 5, 10, 15 y 20, sobre el número de iteraciones en las tres series de imágenes

GASAC
Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3

Tamaño de
la población

5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20

Ejecuciones
con éxito

81 98 100 100 65 92 98 100 49 90 97 100

Mı́nimo 0.34 0.34 0.34 0.34 1.26 1.26 1.26 1.26 1.23 1.43 1.28 1.28
Máximo 0.34 0.34 0.34 0.34 2.04 2.01 2.23 2.11 1.98 4.14 2.68 1.34

Desviación
estándar

0.00 0.00 0.00 0.00 0.18 0.18 0.18 0.16 0.10 0.56 0.17 0.02

Promedio 0.34 0.34 0.34 0.34 1.58 1.58 1.61 1.62 1.33 2.53 1.34 1.33

Tabla 3.6: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con GASAC, para tamaños de po-
blación de 5, 10, 15 y 20, sobre la función de error en las tres series de imágenes
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38 Caṕıtulo 3

GASAC
Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3

Tamaño de
la población

5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20

Promedio 33.25 63.2 92.55 122 56.7 102 144.45 190.2 54.9 106.4 150.3 195.2

Tabla 3.7: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con GASAC, para tamaños de po-
blación de 5, 10, 15 y 20, sobre el número de evaluaciones de la función objetivo en las tres
series de imágenes

ED
Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3

Tamaño de
la población

5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20

Ejecuciones
con éxito

100 100 100 100 99 100 100 100 100 100 100 100

Mı́nimo 8 11 15 15 26 30 30 30 22 22 30 30
Máximo 20 20 20 20 30 30 30 30 30 30 30 30

Desviación
estándar

3.50 2.51 1.33 0.93 0.56 0.00 0.00 0.00 2.32 1.63 0.00 0.00

Promedio 14.19 15.03 19.32 19.74 29.92 30 30 30 28.45 29.44 30 30

Tabla 3.8: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con ED, para tamaños de población
de 5, 10, 15 y 20, sobre el número de iteraciones en las tres series de imágenes

ED
Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3

Tamaño de
la población

5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20

Ejecuciones
con éxito

100 100 100 100 99 100 100 100 100 100 100 100

Mı́nimo 0.34 0.34 0.34 0.34 1.26 1.26 1.26 1.26 1.30 1.28 1.28 1.28
Máximo 0.34 0.34 0.34 0.34 2.16 2.23 2.23 2.16 1.34 2.40 2.33 2.53

Desviación
estándar

0.00 0.00 0.00 0.00 0.12 0.11 0.10 0.08 0.02 0.38 0.37 0.21

Promedio 0.34 0.34 0.34 0.34 1.67 1.69 1.68 1.67 1.32 1.49 1.48 1.35

Tabla 3.9: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con ED, para tamaños de población
de 5, 10, 15 y 20, sobre la función de error en las tres series de imágenes
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(a) Resultados estad́ısticos correspondientes a la figura 3.1
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(b) Resultados estad́ısticos correspondientes a la figura 3.2
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(c) Resultados estad́ısticos correspondientes a la figura 3.3

Figura 3.8: Los resultados estad́ısticos promedio de 100 ejecuciones con los algoritmos pro-
puestos RANSAC, GASAC y ED, para tamaños de población de 5, 10, 15 y 20, sobre el
número de evaluaciones de la función objetivo en las tres series de imágenes en (a), (b) y (c)
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(a) Resultados estad́ısticos correspondientes a la figura 3.1
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(b) Resultados estad́ısticos correspondientes a la figura 3.2
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(c) Resultados estad́ısticos correspondientes a la figura 3.3

Figura 3.9: Los resultados estad́ısticos promedio de 100 ejecuciones con los algoritmos pro-
puestos RANSAC, GASAC y ED, para tamaños de población de 5, 10, 15 y 20, sobre la
función de error en las tres series de imágenes en (a), (b) y (c)
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ED
Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3

Tamaño de
la población

5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20

Promedio 70.95 150.3 289.8 394.8 149.6 300 450 600 142.25 294.4 450 600

Tabla 3.10: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con ED, para tamaños de población
de 5, 10, 15 y 20, sobre el número de evaluaciones de la función objetivo en las tres series de
imágenes

Imágenes en la figura 3.1 Imágenes en la figura 3.2 Imágenes en la figura 3.3
RANSAC GASAC ED RANSAC GASAC ED RANSAC GASAC ED

Promedio 429.68 63.20 70.95 600.04 102 149.60 600 106.40 142.25

Tabla 3.11: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones con RANSAC, GASAC y ED, sobre
el número de evaluaciones de la función objetivo en las tres series de imágenes, para tamaños
de población de 10 y 5 en GASAC y ED, respectivamente

Es necesario ejecutar dos veces los algoritmos RANSAC y GASAC (discutidos en la sec-
ción 2.1 y 2.2 del caṕıtulo 2 en las págs. 11 y 12) mediante el Algoritmo 6 (discutido en la
sección 2.4 del caṕıtulo 2 en la pág. 23) y la ED (descrita en la sección 2.3 del caṕıtulo 2 en
la pág. 15) con el Algoritmo 7 (discutido en la sección 2.4 del caṕıtulo 2 en la pág. 24) para
extraer las homograf́ıas presentadas en las figuras 3.4 a la 3.7.

Las estad́ısticas resultantes de 100 ejecuciones con los algoritmos RANSAC, GASAC y
ED para el número de evaluaciones de la función objetivo (el cual se obtiene multiplicando
el promedio de las generaciones realizadas en GASAC y ED por el tamaño de la población
10 y 5, respectivamente) y la función de error (descrita en la ecuación (1.4) de la pág. 8) se
muestran en la tabla 3.12. Se decidió agregar la función de error como una columna más en
la tabla 3.12, debido a que en todas las ejecuciones el mı́nimo y máximo error obtenido entre
las correspondencias de puntos es el mismo, con una desviación estándar de cero, por lo que
el error promedio es siempre igual a éstos.

En la tabla 3.12 se puede observar la extracción exitosa de las homograf́ıas en las figuras 3.4
a la 3.7, donde con un ángulo de separación entre los dos planos de 170◦, los algoritmos
propuestos RANSAC, GASAC y la ED acertaron un 0 %, 19 % y 37 % de las veces, mientras
que con 160◦, RANSAC se mantiene con 0 % y GASAC junto con la ED consiguen un 96 %,
con lo que a partir de 150◦ y hasta 70◦ dichos algoritmos mantienen una tendencia de éxito
mayor al 90 %, donde GASAC reduce el número de evaluaciones en seis (6) y la ED realiza
hasta un 25 % de las evaluaciones, efectuadas por RANSAC.
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42 Caṕıtulo 3

3.3. Análisis de los resultados obtenidos

Los resultados obtenidos en esta tesis (para resolver el problema de la detección automáti-
ca de homograf́ıas), son correctos porque se logró extraer de manera exitosa las dos y tres
homograf́ıas correspondientes a los planos en las imágenes de la primera, segunda, tercera y
cuarta pruebas (descritas en la sección 3.1 del presente caṕıtulo en la pág. 25).

Dichos resultados son admisibles porque los algoritmos GASAC y ED (discutidos en la
sección 2.2 y 2.3 del caṕıtulo 2 en las págs. 12 y 15), demostraron emṕıricamente ser igual de
robustos que el algoritmo más representativo en la literatura especializada, es decir RANSAC
(discutido en la sección 2.1 del caṕıtulo 2 en la pág. 11).

También, los resultados son útiles porque GASAC reduce el número de evaluaciones en seis
(6) y la ED realiza hasta un 25 % de las evaluaciones efectuadas por RANSAC. Entonces para
obtener resultados aceptables, GASAC y la ED necesitaŕıan tiempos de ejecución menores al
realizado por RANSAC. Lo cual en tareas de seguimiento visual [4] representaŕıa una mejora
considerable.

3.4. URL del trabajo

Es posible disponer de la información aqúı expuesta y de los programas desarrollados
mediante la página web [1], en la pág. 53.

En dicha página se muestra un resumen de nuestro trabajo, las exposiciones presentadas
al largo del desarrollo, un art́ıculo referente a nuestro trabajo de tesis y la exposición hecha
para su presentación.

También hacemos disponible los programas realizados, su documentación y las imágenes
de prueba utilizadas con sus respectivas correspondencias de puntos.

3.4.1. Programas

Entre los programas tenemos:

1. Los que realizan la detección robusta de una homograf́ıa mediante el algoritmo RAN-
SAC, un algoritmo genético simple (AG) y la evolución diferencial (ED).

2. Los que realizan la extracción automática de múltiples homograf́ıas (utilizando los
algoritmos anteriores).

3. El programa que realiza la extracción automática de puntos de interés.

El código de RANSAC esta realizado en el lenguaje de programación C, al igual que el
código del AG, mientras que para la ED se utilizó C++. En estas implementaciones para
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el cálculo de la descomposición en valores singulares (SVD) se utilizó la biblioteca descrita
en [23].

Debido a la sencillez de los programas que realizan la extracción automática de múltiples
homograf́ıas, estos fueron desarrollados en el lenguaje de programación C y no necesitan de
alguna biblioteca no estándar para realizar sus procesos.

El programa que realiza la extracción automática de puntos de interés, utiliza el algo-
ritmo del detector de esquinas de Harris y se realizó con el lenguaje de programación C++
utilizando las funciones de la biblioteca OpenCV (la implementación de dicho algoritmo se
describe en [22]).

Por último los programas realizados son multiplataforma, debido a que su codificación se
realizó con leguajes de programación estándar. Debido a lo anterior, no es necesario profundi-
zar en la plataforma utilizada para la ejecución de dichos algoritmos, porque en este trabajo
de tesis sólo se analiza el número de iteraciones realizadas y el error entre las correspon-
dencias de puntos, los cuales son independientes de la plataforma (en cualquier plataforma
compatible con los programas realizados, se deben obtener los mismos resultados).
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44 Caṕıtulo 3

Algoritmo Grados Ejecuciones
con éxito

Mı́nimo Máximo Desviación
estándar

Promedio Error
Promedio

RANSAC 0 - - - - -
GASAC 170◦ 19 6 7 0.36 61.6 0.50

ED 37 18 20 0.32 99.75 0.50
RANSAC 0 - - - - -
GASAC 160◦ 96 6 11 0.80 64.4 0.48

ED 96 20 20 0.00 100 0.48
RANSAC 92 400 408 1.95 402.89 0.43
GASAC 150◦ 99 6 10 0.72 64.9 0.43

ED 100 20 20 0.00 100 0.43
RANSAC 100 400 415 3.00 404.51 0.37
GASAC 140◦ 100 6 9 0.71 63.9 0.37

ED 100 16 20 0.40 99.8 0.37
RANSAC 100 400 408 1.75 402.73 0.48
GASAC 130◦ 100 6 11 0.87 65.1 0.48

ED 95 13 20 1.62 96.4 0.48
RANSAC 100 400 409 1.76 402.95 0.43
GASAC 120◦ 98 6 10 0.77 64.3 0.43

ED 100 20 20 0.00 100 0.43
RANSAC 100 400 405 1.40 401.81 0.48
GASAC 110◦ 99 6 10 0.86 65.2 0.48

ED 100 14 20 0.77 99.45 0.48
RANSAC 100 400 406 1.34 401.38 0.63
GASAC 100◦ 99 6 8 0.59 64.1 0.63

ED 100 20 20 0.00 100 0.63
RANSAC 100 400 406 1.45 402.04 0.39
GASAC 90◦ 99 6 9 0.77 64.9 0.39

ED 100 20 20 0.00 100 0.39
RANSAC 100 400 405 1.17 401.31 0.76
GASAC 80◦ 100 6 8 0.68 64.4 0.76

ED 100 20 20 0.00 100 0.76
RANSAC 100 400 409 1.60 401.35 0.82
GASAC 70◦ 99 6 9 0.73 64.9 0.82

ED 100 20 20 0.00 100 0.82

Tabla 3.12: Los resultados estad́ısticos de 100 ejecuciones para determinar el ángulo de se-
paración entre dos planos con RANSAC, GASAC y ED, sobre el número de evaluaciones de
la función objetivo y la función de error, para tamaños de población de 10 y 5 en GASAC y
ED, respectivamente
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Conclusiones

En esta tesis se resolvió el problema de la detección automática de homograf́ıas. A partir
de un conjunto de correspondencias que contienen puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido, se
buscó extraer las matrices de homograf́ıa H consistentes con los puntos pertenecientes a los
planos dentro de la escena en las imágenes analizadas. La única forma de determinar cuáles
de las homograf́ıas H representan mejor al conjunto de puntos t́ıpicos, es la función de costo
que minimiza la suma de los errores obtenidos mediante la distancia euclidiana entre las
correspondencias estimadas con H y H−1, como se describió en la sección 1.4 del caṕıtulo 1
(en la pág. 7).

Se propusieron tres soluciones para la detección automática de homograf́ıas:

1. El algoritmo RANSAC (en la sección 2.1 del caṕıtulo 2 en la pág. 11): recibe como
entrada un conjunto de correspondencias que contienen puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con
ruido y selecciona al azar un subconjunto de cuatro correspondencias de puntos con
el fin de estimar la homograf́ıa H, mediante el algoritmo lineal (en la sección 1.3 del
caṕıtulo 1 en la pág. 4). Si se maximiza el número de correspondencias de puntos
que pertenecen a la homograf́ıa, H es aceptada y el subconjunto de los cuatro puntos
implicados en el cálculo de H se denomina conjunto de consenso. Este procedimiento
se repite un número determinado de veces, con el fin de obtener la mejor estimación de
H.

2. El algoritmo GASAC (en la sección 2.2 del caṕıtulo 2 en la pág. 12): trabaja sobre un
conjunto de individuos y busca una solución por aproximación mejorando la aptitud
promedio de la población puesto que se obtienen nuevos y mejores individuos y por lo
tanto, mejores soluciones. La aptitud medida es también el número de correspondencias
de puntos que pertenecen a una homograf́ıa dada. Utiliza como cromosoma los ı́ndices
en binario a cuatro puntos y repara el cromosoma dentro de la función objetivo, si
uno de los ı́ndices es mayor que el número de correspondencias de puntos. Aplica un
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proceso de selección obteniendo dos soluciones al azar y tomando de ellas la mejor,
mientras que la cruza selecciona al azar dos posiciones del cromosoma e intercambia su
material cromosómico (debido a la representación binaria, la mutación cambia de 0 a
1 y viceversa).

3. El algoritmo basado en evolución diferencial (en la sección 2.3 del caṕıtulo 2 en la pág.
15): maneja un conjunto de individuos conocido como población, los cuales contienen
una solución del problema, que son los ocho parámetros de H ′ de la ecuación (1.3): H =
T−11 H ′T2, donde T1 y T2 son matrices en R3×3 para la normalización del conjunto total
de correspondencias de puntos con media cero y desviación estándar uno, obtenidas
mediante el algoritmo lineal (en la sección 1.3 del caṕıtulo 1 en la pág. 4). Se inicializa
cada individuo de la población mediante los ĺımites de cada parámetro y posteriormente,
la población se actualiza por medio de los operadores de la evolución diferencial. La
principal idea de la evolución diferencial es emplear la diferencia entre los valores de
otros dos individuos para generar nuevos individuos, de los cuales solo aquellos que
tienen mejor aptitud pasan de una generación a la siguiente.

En el primer enfoque, usando RANSAC, se calcula el número de iteraciones del algoritmo
con un enfoque probabilista, mientras que en los otros dos enfoques, se hace uso de un al-
goritmo genético (AG) y de la evolución diferencial (ED). Con el AG se usó como condición
de paro el que, en dos generaciones consecutivas se tuviera el mismo número de puntos para
calcular la homograf́ıa. Con la ED se checa la diferencia entre el mejor y el peor individuo;
si esta diferencia es menor que 1.8, se detiene la ejecución del algoritmo.

Cabe señalar que decidimos llamar a nuestra segunda solución GASAC (Genetic Algo-
rithm SAmple Consensus) porque aunque se trata de un AG, éste utiliza un grupo de consenso
en la evaluación de la función objetivo.

A lo largo de la tesis, lo que se hizo fue aplicar GASAC y ED para resolver el proble-
ma de la detección robusta de homograf́ıas y demostrar que funcionan en comparación con
RANSAC. Las dos soluciones propuestas han demostrado ser métodos igual de robustos que
RANSAC, pero realizando un número menor de iteraciones.

Lo anterior, se debe a que GASAC mejora la simple búsqueda aleatoria de RANSAC para
encontrar los cuatro puntos del conjunto de consenso y con la ED creemos que se tiene la
ventaja de usar las condiciones de paro naturales de la misma, que en śı es como cualquier
otro algoritmo con números reales.

El método propuesto GASAC es capaz de realizar la extracción exitosa de las homograf́ıas
en un 93 % de las ejecuciones en las pruebas realizadas. Se muestra emṕıricamente que la
incorporación de un AG para la selección de cuatro puntos del conjunto de consenso, en el
algoritmo RANSAC para detectar homograf́ıas, reduce casi 6 veces en promedio el número
de evaluaciones de la función objetivo con respecto a dicho algoritmo.

Cinvestav Departamento de Computación



Conclusiones 47

El éxito del método GASAC radica en lo siguiente:

En la población inicial, todos los individuos deben ser válidos, esto quiere decir que
con los cuatro puntos asociados al individuo, se puede calcular una homograf́ıa (no se
puede calcular si los cuatro puntos son colineales, por ejemplo).

Maximizar el número de puntos que forman parte del ajuste al realizar la extracción
de varias homograf́ıas, y si se tiene igual número de puntos, se escoge la solución con
un error menor.

El método propuesto en esta tesis basado en ED para la detección automática de ho-
mograf́ıas, logra realizar la extracción exitosa en un 99 % de las ejecuciones de las pruebas
realizadas, demostrando que se pueden obtener los ocho parámetros de H ′ de la ecuación
(1.3): H = T−11 H ′T2, mediante el método descrito en la sección 2.3 del caṕıtulo 2 en la pág.
15, con lo que se reduce casi 6 veces en promedio el número de evaluaciones de la función
objetivo del algoritmo original de RANSAC.

El éxito del método que utiliza el algoritmo basado en ED radica en lo siguiente:

Resolver el problema mediante un enfoque de minimización, combinando las restriccio-
nes de maximizar el número de puntos t́ıpicos consistentes con la matriz de homograf́ıa
H y minimizar el error obtenido entre dichas correspondencias, como se muestra en la
ecuación (2.1) (en la sección 2.3 del caṕıtulo 2 en la pág. 17).

El ángulo de separación entres dos planos, para que los algoritmos RANSAC, GASAC y
el basado en ED funcionen de manera óptima, es entre 70◦ y 150◦. GASAC y ED también
resuelven el problema cuando los dos planos están con un ángulo entre 160 y 170 grados (los
dos planos son casi iguales con este ángulo de separación). RANSAC no resuelve el problema
en este último caso.

Podemos decir que la principal desventaja del método RANSAC es que utiliza un enfoque
probabilista para calcular el número de iteraciones. No está claro con este enfoque probabi-
lista cómo calcular el número de iteraciones si está presente más de una homograf́ıa en el
conjunto de datos. Además de que sólo puede estimarse crudamente el número de iteraciones,
dado que el número de puntos t́ıpicos, at́ıpicos y con ruido sólo pueden conocerse al resolver
el problema. El ĺımite dado por RANSAC es un ĺımite superior del número de iteraciones.
Con el AG y la ED se puede mejorar la obtención aleatoria del conjunto de consenso y se
deduce el número de veces que tiene que calcularse un nuevo grupo de consenso.

Por último, el problema del ajuste robusto de homograf́ıas también puede verse como un
problema de clasificación de cúmulos (clustering) con una restricción geométrica (la homo-
graf́ıa). En 2009 se demostró que la búsqueda de cúmulos es un poblema NP-duro [24, 25].
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4.1. Trabajo a futuro

De las soluciones propuestas en esta tesis se desprenden posibles trabajos futuros con base
en el problema que se ataca:

Creemos que el enfoque del AG, aśı como el de la ED, puede ser incorporado a cualquier
algoritmo RANSAC.

Para la detección de homograf́ıas es necesario primero detectar los puntos de corres-
pondencia presentes en las imágenes. Pensamos que es un reto para atacar en un futuro
próximo, encontrar métodos eficaces para la detección automática de homograf́ıas y
correspondencias de puntos al mismo tiempo. Para la detección de correspondencias
podŕıan usarse los algoritmos [3, 26], de los cuales existe una comparación exhaustiva
en [4].

Se puede elaborar un análisis más exhaustivo para determinar los parámetros de los
algoritmos propuestos, ya que éstos fueron elegidos de forma emṕırica con solo el grupo
de imágenes usado en nuestras pruebas.

Consideramos que es imprescindible realizar pruebas con datos reales bajo tareas de
seguimiento visual [4], con la finalidad de evaluar el desempeño de los algoritmos pro-
puestos en esta tesis en dichas tareas.

La entrada de datos a nuestros algoritmos son dos conjuntos de correspondencias de pun-
tos, esto es, este problema de encontrar las correspondencias de puntos ya debe estar resuelto.
Sin embargo, para la detección automática de homograf́ıas ambos problemas deben resolver-
se al mismo tiempo. Consideramos que en este problema debeŕıan orientarse los esfuerzos
futuros.

Como resultado de este trabajo de tesis se publicó el art́ıculo [27].
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