CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUDIOS AVANZADOS
DEL INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL

Unidad Zacatenco

Departamento de Computacién

Enfoque de Programacién Lineal Entera Binaria al
Problema de la Asignacién de la Planificacion
Multiprocesador

Tesis que presenta
Liliana Puente Maury
Para Obtener el Grado de
Maestro en Ciencias
En la Especialidad de

Computacion

Directores de la Tesis:

Dr. Pedro Mejia Alvarez
Dr. Luis Eduardo Leyva del Foyo

México, D.F. Enero 2012






IT1

A la memoria de mis abuelos,
Bartolomé Maury Duchenes,
y Esther Ofelia Guernica Portuondo.






Resumen

Recientemente las arquitecturas multiprocesador se han ido popularizando, pues
el uso de un sélo procesador no es suficiente para cubrir las demandas computa-
cionales de las aplicaciones modernas. Ademas, con los limites actuales del hardware,
es mas facil y barato incrementar la capacidad de calculo con un multiprocesador
que realizarlo con sistemas uniprocesadores de equivalente capacidad. En los sistemas
multiprocesador de tiempo real, es crucial verificar el cumplimiento de los plazos de
las tareas, y de esto se ocupa la planificacion. La planificaciéon uniprocesador ha sido
ampliamente estudiada, pero existen muchos problemas abiertos en la planificacién
multiprocesador, la cual ha sido abordada principalmente con algoritmos aproxima-
dos eficientes.

En este trabajo de tesis, se traté el problema de planificar fuera de linea un conjunto
de tareas peridodicas sin restricciones de dependencia y que no comparten recursos
en m procesadores homogéneos usando el algoritmo de planificacién EDF (Farliest
Deadline First) y bajo un esquema particionado. El problema de asignar las tareas a
los procesadores se modelé como un problema de programacion lineal entera binaria,
y luego se resolvié aplicando la versién del algoritmo de Balas dada por Geoffrion,
optimizada para el problema de la planificacién de tiempo real usando conocimien-
to previo del problema. Se evalud, con resultados experimentales, la factibilidad de
la aplicacién de este algoritmo exacto de optimizacion entera para hallar la solucién
optima al problema de la planificacion multiprocesador, para varios sistemas de tareas
en sistemas multiprocesador de tamano tipico. Para algunos de los experimentos, se
mostré que es perfectamente posible utilizar este algoritmo fuera de linea para hallar
la planificacion 6ptima. Ademads, a partir de los experimentos realizados es posible
hacer conjeturas acerca de las cotas de utilizacién para la planificabilidad de un con-
junto de tareas que cumpla con los requisitos del modelo de tareas propuesto, bajo
EDF usando esquema particionado en un sistema multiprocesador.
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Abstract

Recently, multiprocessor systems have become popular, since the use of only one
processor is not sufficient to satisfy the computational demands of modern applica-
tions. Besides, with the actual hardware limitations, it is easier and cheaper to increase
the computational capacity with a multiprocessor than to make it with uniprocessors
systems of equivalent capacity. In real time multiprocessor systems, it is crucial to
verify the fulfillment of the task deadlines, and this is what scheduling is all about.
Uniprocessor scheduling has been widely studied, but there are still open problems
in multiprocessor scheduling, which has been faced mainly with efficient approximate
algorithms.

In this work, we dealt with the off-line scheduling of a set of periodic tasks with no
dependence relations that do not share any resources, using EDF (Earliest Deadline
First) scheduling algorithm under a partitioned scheme. The allocation problem was
modeled as a binary integer linear programming problem, and it was solved by ap-
plying Geoffrion’s version of Balas algorithm, optimized for the real-time scheduling
problem, by using previous knowledge of the problem. The feasibility of applying
this integer optimization exact algorithm to find the optimal solution to the multi-
processor scheduling problem, was evaluated, with experimental results, for several
task systems in multiprocessor systems of typical size. For some experiments, it was
shown that it is perfectly possible to use this algorithm off-line to find the optimal
scheduling. In addition, from the experiments that were made, it is possible to make
conjectures about the worst case utilization bounds for the schedulability in a mul-
tiprocessor system under EDF using the partitioned scheme, for any task set that
fulfills the requirements of the proposed task model.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sistemas de Tiempo Real

En la actualidad, estd presente cada vez mas la frase sistema embebido. Estos
son sistemas autéonomos, basados en un microprocesador, que incluyen tanto hard-
ware como software, y cuya funcién es controlar una o més funciones. Tienen dos
caracteristicas principales:

1. Estan dedicados a tareas especificas.

2. Estan sujetos a restricciones especificas como: tamano, peso, consumo energético,
etc.

Los sistemas embebidos controlan muchos dispositivos de uso comun, implicados en
toda la vida moderna. Pueden ser tan pequenos como un reloj digital o una memoria
USB y tan grandes como satélites o sistemas controladores de plantas nucleares. Su
complejidad también varia desde un tnico chip hasta redes y periféricos conectados
entre si.

Los sistemas modernos de telecomunicaciones mediante satélites y redes de fibra 6pti-
ca que trasmiten grandes volimenes de informacién en multiples medios, el control
de los procesos industriales y las fabricas en general, los aeropuertos, automoviles,
el control del tréfico aéreo y vehicular, los modernos equipos electrénicos (DVDs,
consolas de videojuegos, PDAs, impresoras, camaras digitales, hornos microondas,
lavadoras, sistemas de seguridad caseros, reguladores de temperatura), equipos médi-
cos, sistemas de monitoreo de pacientes, son ejemplos de estos sistemas embebidos
que han cobrado una importancia capital tanto en la infraestructura tecnolégica de
la sociedad, como en el aumento de la calidad de vida y la seguridad del hombre.

Todos estos sistemas requieren de varios aspectos como la confiabilidad y la tole-
rancia a fallos. Algunos de ellos deben funcionar ininterrumpidamente por anos sin
experimentar fallos o recuperarse de éstos por si mismos si algin fallo ocurriera. Los
sistemas embebidos de seguridad critica, como los de navegacién aérea, los sistemas
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de control de reactores, o de fabricas de quimicos, requieren de estas caracteristicas
por razones de seguridad. Otros sistemas causarian grandes pérdidas monetarias si
fallaran, como por ejemplo, los sistemas de transferencia de fondos bancarios y de
mercadeo.

La mayoria de los sistemas embebidos estan sujetos a restricciones de tiempo. Es
decir, que la correctitud de una operacion no depende solamente de su correctitud
logica, sino también del lapso de tiempo en que el sistema sea capaz de completarla.
Estos sistemas embebidos se denominan sistemas embebidos de tiempo real y se divi-
den en dos categorias principales, que se citaran a continuacion.

En un sistema de tiempo real critico (hard real time system), si una tarea completa
su ejecucion después de su plazo, es lo mismo que si no la completara nunca. Una
pérdida de plazos en un sistema de este tipo, puede causar catastrofes o incluso, pérdi-
da de vidas humanas. Ejemplos de sistemas de tiempo real criticos son el sistema de
frenado de un auto y el sistema de control de trafico aéreo. En estos sistemas, es de
vital importancia que absolutamente todas las tareas cumplan con sus restricciones
de tiempo.

En un sistema de tiempo real acritico (soft real time systems), aunque es preferible
que las tareas completen su ejecucion en menor tiempo del que especifican sus plazos,
las restricciones de tiempo no son tan rigidas como en los sistemas de tiempo real
criticos mencionados en el parrafo anterior. Por ejemplo, un sistema de compresion
de video puede congelar la imagen durante unos cuadros si no se puede ejecutar el
algoritmo de descompresién a tiempo, y esto no traerd grandes consecuencias. En
otras palabras, que el sistema puede continuar operando atin cuando algunos plazos
se hayan incumplido. En este tipo de sistemas, se busca cumplir tantos plazos como
sea posible.

En cuanto al cumplimiento de los plazos, en algunos sistemas se dice que la ejecucién
de las tareas tiene un plazo firme si la respuesta del sistema es initil o contrapro-
ducente si se rebasa el plazo de respuesta. En cambio, los sistemas de plazo flexible
admiten un retraso en el cumplimiento de los plazos, aunque el valor de la respuesta
del sistema disminuye progresivamente a medida que pasa el tiempo. Por ejemplo,
en una prediccion metereolégica de un huracan, se define un plazo para obtener la
prediccién; pero a medida que pase el tiempo y ésta no se obtenga, tendra mucho
menor valor al aumentar el retraso en la informacion.

Recientemente las arquitecturas multiprocesador se han ido popularizando. Su uso va
desde las computadoras personales hasta grandes servidores. Consideraremos aqui un
sistema multiprocesador como un ordenador con un conjunto de procesadores que
pueden o no compartir un mismo espacio de direcciones de memoria fisica.

Actualmente, el uso de un sélo procesador no es suficiente para cubrir las demandas
computacionales de las aplicaciones modernas, que requieren en muchos casos del uso

Cinvestav Departamento de Computacion
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de varios procesadores. Ademas, con los limites actuales del hardware, es mas facil
incrementar la capacidad de calculo con un multiprocesador que realizarlo con sis-
temas uniprocesadores de equivalente capacidad, y también cuesta menos. Sumado a
esto, el hecho de que existen varias herramientas de diseno para este tipo de sistemas
y que cada vez mas crece su disponiblidad comercial, han motivado a la comunidad
de tiempo real a investigar en el area de sistemas multiprocesador, en las ultimas
décadas. Ademads, los sistemas multiprocesador ofrecen soporte a otros modelos ttiles
para los sistemas de tiempo real, como por ejemplo, los modelos de tolerancia a fallos.

Por otra parte, en el diseno de dispositivos portables y moéviles, existe un conflicto:
estos sistemas deben ser disenados tal que se maximice la vida de la bateria; pero
como son sistemas inteligentes, necesitan procesadores poderosos, que consumen més
energia y reducen de esta forma la duracion de la bateria. Por esto, es crucial hallar
un compromiso entre el desempeno y la duracion de la bateria del dispositivo. En
sistemas de tiempo real, ademas, se deben tener en cuenta las restricciones de tiem-
po inherentes a este tipo de sistemas para no comprometer los cumplimientos de los
plazos al disminuir el consumo de energia del sistema.

El estudio de la planificacién de tiempo real es amplisimo y complejo, y existen atn
muchos problemas no resueltos, algunos de ellos desde hace un ano presentados en el
Seminario Internacional de Problemas No Resueltos en Planificaciéon de Tiempo Real
(International Real-Time Scheduling Open Problems Seminar (RTSOPS)).

1.2. Definiciones y notaciones basicas

Un sistema de tiempo real, en general, estd compuesto de un conjunto finito de
tareas de tiempo real 7 = {7, 79, ..., 7, }. Cada tarea (task) 7; consiste en un conjunto
de acciones similares que pudieran repetirse a lo largo del tiempo, y estd compuesta de
unidades bdsicas de ejecucién llamadas instancias de la tarea (jobs), las cuales tienen
restricciones temporales comunes. Las instancias de las tareas son la minima unidad
de computo de un sistema de tiempo real y estdn caracterizadas por tres parametros:

1. Un tiempo de activacién (release time) A;, que es el momento en que la
instancia de la tarea estd lista para ejecutarse.

2. Un tiempo de ejecucion (execution time) C;, que es la cantidad maxima de
tiempo de procesamiento que requiere la tarea para finalizar su ejecucion.

3. Un plazo (deadline) D;, que es la cantidad de tiempo (después del tiempo de
llegada) en que la tarea debe completar su ejecucion.

El sistema de tiempo real méas estudiado es el modelo de tareas periddicas de
Liu y Layland [LL73]. Una tarea periddica (periodic task) consiste en una sucesion
peridédica de instancias de tarea idénticas, las cuales estan separadas por una can-
tidad constante de tiempo llamada periodo, que es denotada por T;. Una tarea es

Cinvestav Departamento de Computacion
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esporddica (sporadic task) cuando las llegadas de sus instancias al sistema estan
separadas por cantidades de tiempo distintas, pero siempre existe una separacién
minima entre ellas. Las tareas aperiédicas (aperiodic tasks), por su parte, no tienen
restricciones en los tiempos entre llegadas, y generalmente responden a eventos que
ocurren de forma aleatoria. La mayoria de la investigacién en la planificaciéon multi-
procesador se ha hecho sobre los modelos de tareas periddicas y los modelos de tareas
esporadicas [DB09].

El sistema se denomina sincrono (synchronous) si existe algin instante de tiem-
po en el que todas las tareas llegan simultdneamente, y de otra manera es llamado
asincrono (asynchronous). En lo que respecta a los plazos de las tareas, existen tres
niveles estudiados en la literatura:

» Plazos implicitos (implicit deadlines): todos los plazos de las tareas coinciden
con los periodos (D; = T; Vi).

» Plazos restrictivos (constrained deadlines): todos los plazos de las tareas
deben ser no mayores que sus periodos (D; < T; Vi).

» Plazos arbitrarios (arbitrary deadlines): no existen restricciones entre los pla-
zos y los periodos.

A veces se le llama peso de una tarea a su utilizaciéon: u; = C;/T;, que denota en
qué porcentaje esta tarea hace uso del procesador. La utilizacién de un conjunto de
tareas 7 es la suma de las utilizaciones de cada tarea:

U(r) :Zu = Z% (1.1)

La planificacion consiste en asignar un orden de acceso a los recursos a un conjun-
to de tareas que se ejecutan concurrentemente. Existen dos politicas principales de
planificacién que son: la estatica y la dinamica. En la primera, la planificacién se
hace antes de ponerse el sistema en ejecucion. Se deben conocer por adelantado los
parametros que caracterizan al conjunto de tareas, y tipicamente se usan estimados del
peor caso de los tiempos de ejecucion para tomar las decisiones de planificacion. Esto
provoca que pueda existir una gran cantidad de tiempo de holgura, que es el tiempo
en que el procesador esta inactivo, pero tiene la ventaja que garantiza el cumplimiento
de plazos para sistemas de tiempo real criticos. La segunda politica de planificacién
puede usarse cuando no se necesita garantizar por adelantado el cumplimiento de
plazos de las tareas. Con esta estrategia, las tareas son planificadas en tiempo de
ejecucion (on-line).

La planificaciéon de tiempo real, ademas, consta de dos aspectos fundamentales: un
algoritmo de planificacién y una prueba de planificabilidad. El algoritmo de planifi-
cacion no se restringe a asignar solamente tiempo de CPU, sino que también puede
incluir criterios de asignacién de recursos. Principalmente, el algoritmo de planifi-
cacion se encarga de asignar un orden de acceso de las tareas a los recursos, en
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Introduccion 5

particular al CPU.

Para cada algoritmo de planificaciéon, existen una o varias pruebas de planificabilidad
(feasibility test), las cuales son ecuaciones mateméaticas que permiten verificar si bajo
el algoritmo en cuestién, un conjunto determinado de tareas cumplird o no con sus
restricciones de tiempo. Sin este andlisis, no se tendria ninguna garantia de que el
sistema responda en los plazos asignados, lo cual es vital sobre todo para los sistemas
de tiempo real criticos. Estas pruebas pueden ser condiciones suficientes o necesarias
y suficientes:

e Condicion suficiente: Si el conjunto de tareas cumple con la prueba, en-
tonces es planificable (cumple con sus plazos). Esto no quiere decir que si no
cumple con ella, no es planificable. Ademads, un conjunto de tareas puede sa-
tisfacer una determinada prueba de planificabilidad y no otra, dependiendo de
cuan alta sea la cota que la ecuacién provee.

e Condicion necesaria y suficiente: El conjunto de tareas cumplira sus plazos
si, y sélo si, cumple con la prueba (ecuacién).

Asimismo, las pruebas de planificabilidad pueden involucrar diferentes variables co-
mo el nimero de tareas, nimero de procesadores, parametros del conjunto de tareas
(tiempos de ejecucion, plazos, periodos), entre otros. Mientras mas pardmetros in-
volucre la prueba, tomard mas tiempo realizarla, lo cual puede atentar contra el
cumplimiento de plazos en un sistema donde sea necesario hacer esta prueba en linea.

Cada prueba de planificabilidad provee una cota de utilizacién del procesador por
debajo de la cual cualquier conjunto de tareas cumplirda con sus plazos. A estas co-
tas se le llaman cotas de planificabilidad. Tomemos, como ejemplo muy simple,
la prueba suficiente de planificabilidad dada por Liu y Layland para el algoritmo de
tasa mondtona (Rate Monotonic) (que serd explicado més adelante):

Teorema 1.2.1. (Condicion de Liu y Layland)[LL73] Sean el nimero de tareas
en el conjunto 7. Si la utilizacion total U(T) (1.1) satisface la siguiente ecuacion,
entonces T serd factible de planificar bajo el algoritmo Rate Monotonic:

U(r) < n(27 —1). (1.2)
Cuando n — oo, entonces n(2w) — In(2).

Pero esta cota de utilizacién es muy pesimista, puesto que impone un limite de
In(2), lo cual es aproximadamente 0.693, cuando el niimero de tareas tiende a infinito
(véase la Fig. 1.1). De hecho, ;jqué sucede si U(7) no cumple con la ecuaciéon? Puede
que, de todas formas, el conjunto de tareas se pueda planificar. En estas pruebas de
planificabilidad, es deseable que las cotas sean altas, pues si solo se tiene una condicion
suficiente, mientras mas alta sea la cota, es mas probable que el conjunto de tareas
cumpla con la ecuacién de la prueba. Por esta causa, gran parte de la investigacion
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91 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 55 600
N (nimero de tareas)

Figura 1.1: Cota de utilizacién para la prueba de planificabilidad de Liu y Layland.

en el campo de la planificaciéon de tiempo real se ha invertido en subir las cotas de
las pruebas de planificabilidad.

El plan de ejecucién generado por un determinado algoritmo de planificacién para un
conjunto de tareas se denomina un plan valido si:

= Asigna como maximo una instancia de tarea a la vez a cada procesador.

Asigna como méaximo un procesador a la vez a cada instancia de tarea.

No ejecuta ninguna instancia de tarea antes de su tiempo de activacion.

Asigna a cada tarea un tiempo de procesador igual a su tiempo de ejecucion
real o maximo.

Satisface todas las relaciones de precedencia y todas las restricciones en el uso
de los recursos.

El plan realizado por el planificador se dice que es factible o admisible (feasible
schedule) si es un plan vélido y asegura que todas las tareas cumplen con sus plazos.

A un conjunto de tareas 7 se le llama planificable (schedulable) si existe al menos
un algoritmo de planificaciéon que pueda generar un plan admisible para 7. Por otra
parte, se dice que un sistema de tiempo real es planificable bajo un determinado
algoritmo de planificacién si este algoritmo siempre produce planes admisibles.
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Respecto a los algoritmos, se dice que el algoritmo A es é6ptimo si cualquier conjunto
de tareas factible de planificar, es planificable bajo el algoritmo A (siempre puede
hallar un plan admisible cuando éste exista). Un problema crucial de la planificacién
de tiempo real es determinar si, dado un conjunto 7 de tareas y un ambiente de
planificacién, existe un plan de ejecucion para 7 tal que todas las tareas cumplan sus
plazos.

1.3. Motivacion de la tesis

El problema de la planificacion en un sistema de tiempo real multiprocesador
puede ser formulado de varias formas y tomando en cuenta diferentes restricciones.
Dos variantes importantes son la planificacién en procesadores homogéneos y la pla-
nificacién en procesadores heterogéneos. La primera se refiere a planificar el conjunto
de tareas en m procesadores de caracteristicas idénticas, de forma que se maximice la
cantidad de tareas que cumplen sus plazos. Por otro lado, la planificaciéon en proce-
sadores heterogéneos no requiere que los procesadores sean idénticos, y por ende, las
tareas podran tener un tiempo de ejecucién diferente dependiendo del procesador en
que se ejecuten.

Otra de las variantes de la planificacién multiprocesador es asumir que se tiene un
numero fijo de procesadores, 6, por el contrario, que el nimero de procesadores es
infinito. Estas son dos estrategias que han sido utilizadas para medir el desempeno de
los algoritmos de planificacion. El primer caso tiene el proposito de verificar si el algo-
ritmo planifica correctamente el conjunto de tareas en los m procesadores disponibles,
0 que el mayor ntimero de tareas cumplan con sus plazos de manera tal que se maxi-
mice la utilizacion de cada procesador, en caso que los plazos no sean criticos. En
el segundo caso, se busca minimizar el nimero de procesadores que se necesita para
planificar la totalidad de las tareas bajo el algoritmo. Mientras menor sea el niimero
de procesadores a utilizar, mejor sera el algoritmo.

Comparada con la planificacién en un sistema uniprocesador, la planificacién en sis-
temas multiprocesador es mucho mas compleja. Determinar un plan de ejecucién
o6ptimo para un conjunto independiente de tareas en un procesador tiene complejidad
polinomial en el niimero de tareas; pero hacer esto para varios procesadores se ha
demostrado que es un problema NP-completo, y por lo tanto de los més complejos
que existen [GJ75].

La planificacién en sistemas multiprocesador consiste en dos subproblemas: (1) la
asignacién de las tareas a los procesadores y (2) la planificacién de las tareas en los
procesadores individuales. El problema de la asignacion esté relacionado con cémo
hacer una particion del conjunto de tareas para ser asignadas a los distintos proce-
sadores. Se ha demostrado que en el esquema particionado (que es uno de los dos
esquemas de la planificacién multiprocesador, y seré explicado més adelante), el pro-
blema de la asignacion, que consiste en asignar las tareas a los procesadores, es NP-
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8 Capitulo 1

hard [LW82]. Por lo tanto, determinar una solucién éptima tiene complejidad expo-
nencial, lo cual repercute en los tiempos de respuesta del sistema. Por esta razén, la
mayoria de los algoritmos son en la practica heuristicos. Luego de hacer una asig-
nacién de tareas a los procesadores, la segunda fase de la planificacién se reduce a
planificar exitosamente cada conjunto de tareas en cada procesador de forma indi-
vidual, siguiendo un determinado algoritmo de planificacion uniprocesador y alguna
prueba de factibilidad.

Desafortunadamente, algunos de los problemas relacionados con la planificacion de
tiempo real para multiples procesadores aun no tienen solucién conocida, o han si-
do resueltos sélo parcialmente. Muchos de los resultados conocidos concernientes a
la planificacion en un sélo procesador no pueden ser extendidos al caso de varios
procesadores. Ademas, el analisis de planificacién de los algoritmos existentes para
multiples procesadores, ofrece cotas muy pesimistas. Por esta razdén, se hace impor-
tante encontrar nuevos algoritmos que ofrezcan cotas mas altas de planificacion para,
de esta forma, tener mayor garantia en lo que respecta al cumplimiento de plazos.

El problema de la asignacion ha sido ampliamente estudiado en la literatura, y ha sido
extendido a incluir procesadores con diferentes caracteristicas, y varios modelos de
tareas. Sin embargo, la direccién principal de la investigacién ha sido encontrar solu-
ciones aproximadas en tiempo polinomial por medio de heuristicas, dada la condicién
NP-hard del problema. Ha habido muy pocos trabajos que se enfoquen en aplicar
técnicas exactas de optimizacion para obtener la planificacion éptima en sistemas
multiprocesador de tiempo real.

En la practica, existen muchos sistemas embebidos y de tiempo real que no son de
tamano grande, debido a requerimientos tipicos de costo, y restricciones de espacio y
energia en la plataforma de hardware. Para estos casos, pudiera ser adecuado utilizar
un algoritmo exacto para hallar la asignacion 6ptima, pues éstos siempre ofreceran
mejores soluciones que los algoritmos aproximados. Entiéndase por algoritmo exacto,
uno que no es heuristico, que en nuestro caso particular, asignara todas las tareas en
caso que esto sea posible, y si no las asigna todas, es porque esto no es posible de ha-
cer. Por el contrario, un algoritmo heuristico muchas veces asigna menos tareas de las
que es posible asignar, aunque tenga baja complejidad. Un algoritmo exacto pudiera
obtener mejores soluciones que uno aproximado en tiempos de computo aceptables,
teniendo en cuenta la naturaleza del problema que se esta enfrentando.

En este contexto, esta tesis usa el mismo enfoque del trabajo hecho en 2008 por
Baruah y Bini [BB0§]. Su investigaciéon modela el problema de la asignacién como
un problema de programacién lineal entera con variables binarias. Sin embargo, no se
aplica ningin método para obtener una solucién. Por lo tanto, su trabajo no arroja
ninguna luz sobre la factibilidad de aplicar esta técnica en la practica, ni tampoco se
da ningun indicio de qué tipo de implementacién real pudiera ser util para obtener
resultados experimentales significativos.
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Esta existencia de algunos trabajos previos enfocados en hallar una solucion éptima
para la planificacién de un conjunto de tareas bajo el esquema particionado, pero sin
resultados experimentales disponibles para el modelo de tareas que aqui se propondra,
nos mueve a buscar técnicas de optimizacién para evaluar la factibilidad de aplicarlas,
con el objetivo de resolver este problema particular.

1.4. Objetivos

Este trabajo parte de la siguiente hipotesis: para problemas de tamano pequeno
propio de muchos sistemas reales, en la practica, puede ser una opcién factible utilizar
algoritmos exactos para encontrar una asignacion éptima fuera de linea de un conjunto
de tareas en un sistema multiprocesador.

El objetivo de este proyecto de tesis es evaluar, para problemas practicos, la factibili-
dad de la aplicacion de técnicas conocidas de optimizacion entera al problema de la
asignacion en un sistema multiprocesador.

Para conseguir nuestro objetivo, se aborda el problema de la siguiente forma:
= Se establece el modelo de tareas sobre el cual se trabajara.

= Se modela matematicamente el problema de la asignaciéon en un sistema mul-
tiprocesador de tiempo real como un problema de optimizacion entera binaria,
bajo el modelo de tareas establecido.

= Se propone la utilizacién de un algoritmo conocido del area de investigacion de
operaciones para obtener una solucion 6ptima del problema atacado.

= Se adapta el algoritmo original propuesto al problema de la asignacién, tomando
en cuenta las particularidades de este problema.

= Se evalia el desempenio del algoritmo (implementado en lenguaje C) mediante
resultados experimentales realizados a ciertos conjuntos de tareas con carac-
teristicas tipicas, para obtener los tiempos de respuesta y las tasas de aceptacion.

1.5. Estructura de la tesis

El Capitulo 1 estd dedicado a una breve introduccién a los sistemas de tiempo
real. Ademads, incluye una motivacion a este trabajo de tesis y algunas definiciones y
notaciones basicas para la comprension de la problematica abordada.

En el Capitulo 2 se expone una revision del estado del arte de la investigacion rela-
cionada con la planificacién multiprocesador en sistemas de tiempo real, haciendo un
resumen sobre los resultados més importantes que existen en el drea. Igualmente, se
exponen trabajos relacionados con el objetivo de esta tesis.
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10 Capitulo 1

En el Capitulo 3 se presenta un breve estudio de Programacién Lineal y mas especifi-
camente, de Programacion Lineal Entera Binaria, necesario para la resolucién del
problema que sera formulado.

En el Capitulo 4 se presenta el algoritmo propuesto para resolver el modelo de opti-
mizacién que modela el problema de la planificacion de un conjunto de m tareas en
n procesadores, bajo el esquema particionado. De igual forma, se presenta el modelo
de tareas escogido bajo el cual se modelé el problema.

En el Capitulo 5, se presentan los resultados experimentales del método propuesto
(implementado en lenguaje C) del algoritmo, evaluado en ciertos conjuntos de tareas,
con el objetivo de evaluar su desempeno.

Finalmente, se presentan las conclusiones de la tesis y las posibles direcciones de
trabajo futuro en el Capitulo 6.
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Estado del arte

Muchos autores han investigado en el tema de la planificacién de tiempo real para
multiples procesadores, proponiendo algoritmos y estableciendo teoremas que dan
condiciones suficientes 6 necesarias y suficientes de planificabilidad. En las siguientes
secciones se expondran algunos de los resultados mas importantes en el area hasta la
actualidad.

2.1. Planificacién uniprocesador

Esta seccién describe brevemente algunos resultados importantes en la planifi-
cacion uniprocesador, relevantes al estudio de la planificacién multiprocesador.

2.1.1. Planificacién de prioridades estaticas

El algoritmo de planificacion de prioridades estaticas mas conocido en los sistemas
uniprocesador de tiempo real es rate-monotonic (RM). Es uno de los primeros algo-

ritmos de planificacion uniprocesador de tiempo real y fue desarrollado por Liu y
Layland en 1973 [LL73].

En los algoritmos de prioridades estaticas, a cada tarea y a cada instancia de las ta-
reas se les asigna una prioridad que nunca cambia. En cada instante de planificacion,
se ejecuta la instancia de tarea que tenga la mayor prioridad, expropiando la tarea
que se esté ejecutando en ese momento, si tuviese una menor prioridad.

El algoritmo RM asigna las prioridades a las tareas de acuerdo a sus periodos: mien-
tras mas corto sea el periodo de la tarea, mayor sera su prioridad. Las prioridades son
estaticas porque no varian, pues los periodos de las tareas no cambian con el tiempo.
RM soélo puede ser aplicado a sistemas de tareas periddicas cuyos plazos coincidan
con los periodos. Existen otros algoritmos 6ptimos para modelos mas generales, como
el DM (Deadline Monotonic) [LW82], pero no seran tratados aqui.

En [LL73], Liu y Layland demostraron que el algoritmo rate-monotonic es éptimo:

11



12 Capitulo 2

si un sistema de tareas periddicas es factible de planificar por algin algoritmo de
planificacién de prioridades estaticas, entonces el sistema de tareas es planificable
bajo RM. En el mismo trabajo, se ofrece una condicion suficiente de planificabilidad
para un sistema periodico de tareas en un ambiente uniprocesador. Esta prueba sdlo
involucra el nimero de tareas, pero proporciona una cota muy baja, y es la que se dio
en el Teorema 1.2.1 en el Capitulo 1. Més tarde, en [JPLD89] se muestra una condi-
cién necesaria y suficiente de planificabilidad para RM (Test exacto de Lehoczky),
que tiene una alta complejidad. Se requiere comprobar la Ecuaciéon 2.1 para todos
los puntos de planificaciéon en 5;, cuya cardinalidad es una funcién de los valores
relativos de los periodos de las tareas, por lo que puede ser verificada en tiempo
pseudo-polinomial. Debido a su alta complejidad, esta prueba no es muy usada en la
préactica, aunque proporciona una prueba exacta:

Teorema 2.1.1. [JPLD89] Sea 7 = {7,...,7,} un sistema de tareas periédicas tal
que: Ty <Tp < ... <T,. Sea ademds, S; = {kT; | j=1,...,0:k=1,...,|T;/T;]} y
Wi(t) =35, e;[t/T;]. Entonces, 7; es planificable bajo RM si, y sélo si:

L; —mm( ((0)/t) < (2.1)

tesS;

El conjunto completo de tareas T es planificable bajo RM si, y solo si:

L=méx L; <1. (2.2)

1<i<n
Fue también Lehoczky quien condujo un estudio estadistico que demostrd que, para
conjuntos de tareas aleatoriamente generados, la utilizaciéon promedio realmente plani-

ficable de RM es aproximadamente del 88 %, muy por encima de la cota de Liu y

Layland (=~ 69.3 %) [JPLD89].

Las pruebas suficientes de planificabilidad mas usadas para el caso uniprocesador bajo
RM, ademas de la condicion de Liu y Layland son las que se citan a continuacion:

Teorema 2.1.2. Condicion de Periodo Creciente (IP):[DL78] Sea T = {m,..., 7.}
un conjunto de tareas con Ty <'Tp < ... < T, y sea:

-1

Up_1 = T < (n—1)2Y0"Y 1) (2.3)

Q2

=1

Si la siguiente condicion se cumple:

Un— —(n—1)
un§2(1— 1) —1, (2.4)

n—1

entonces, el conjunto de tareas tendrd una planificacion factible bajo el algoritmo RM.
Cuando n — oo, la minima utilizacion de la tarea 7, tiende a (2e™* — 1).
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Teorema 2.1.3. Condicién orientada a la utilizacion (UO): [0595] Sea T =
{71, ..., Tu_1} un conjunto de (n — 1) tareas planificables bajo RM. Una nueva tarea
T, puede ser planificable junto con las (n — 1) anteriores en el sistema, si la siguiente

condicion se satisface:
C n—1 -1
T §2(H(1+ui)) —1. (2.5)

i=1

Teorema 2.1.4. Condicion orientada al periodo (PO): [ABS95] Dado un con-

gunto de tareas T = {1y,...,T,}, definanse S; y B como sigue:
S; =log, T; — |log, T3, i=1,...,n. (2.6)
f=méxS;—minS;, i=1,...,n. (2.7)

St la utilizacion total satisface la siguiente ecuacion:
U(r) <méx{In2,1 — S1n 2}, (2.8)
entonces el conjunto de tareas es planificable en un procesador bajo RM.

Teorema 2.1.5. Condicion de planificabilidad RBound:[SLM03] Considérese
un conjunto de tareas periodicas T, y sea T el conjunto tmnsformado después de
ejecutar el algoritmo ScaleTaskSet' en 7. Sea ademds r = T, /T1 Si:

" C; 2
S8 - e 1y 4 2 .
T = (n—1)(r 1)+ . 1, (2.9)

=1 °
entonces, el conjunto de tareas T es planificable en un procesador bajo RM.

La existencia de la prueba exacta de Lehoczky, combinada con el hecho de que RM es
un algoritmo éptimo de prioridades estaticas en un ambiente uniprocesador, implica
que el analisis de planificabilidad para sistemas de tareas periddicas sincronas con
plazos iguales a los periodos puede ser resuelto en tiempo pseudo-polinomial en un
procesador bajo asignacién estatica de prioridades.

2.1.2. Planificacion de prioridades dinamicas

Los algoritmos de planificacién de prioridades dinamicas son aquellos en los que,
en instantes de tiempo diferentes, una misma tarea puede tener distintas prioridades.
Es decir, durante su tiempo de vida, la prioridad de una tarea puede cambiar, incluso
varias veces. Para sistemas de tareas periddicas, esto significa que a las instancias
de una misma tarea se les pueden asignar diferentes prioridades en el curso de la
ejecucion de la tarea.

IEste algoritmo transforma el conjunto original de tareas en un conjunto equivalente donde la
razén entre el mayor y el menor periodo es menor que 2: 1 = Tpa0/Tmin < 2 [SLMO3].
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El algoritmo earliest deadline first (EDF) es de prioridades dindmicas, y también es
de los primeros algoritmos que surgieron en la planificacién uniprocesador. También
fue desarrollado por Liu y Layland en su articulo semilla de 1973 [LL73]. En cada
instante en que se debe tomar una decisiéon de planificacién (una tarea termina su
ejecucion, llega una nueva tarea al sistema, cuando se bloquea una tarea, etc.), EDF
le da la mayor prioridad a la tarea cuyo plazo esté mas proximo a cumplirse.

En el mismo articulo de Liu y Layland donde se probd la optimalidad de RM para
un ambiente uniprocesador bajo asignacion de prioridades estaticas, se demostré que
EDF es éptimo bajo asignaciéon de prioridades dindmicas para sistemas uniprocesador.
Esto es, cualquier sistema de tareas periddicas sincronas cuyos plazos coincidan con
los periodos que sea planificable en un procesador por algiin algoritmo de planificacién
de prioridades dinamicas, serd también planificable bajo EDF.

En lo que respecta a la politica de planificacién EDF para uniprocesadores, existe
una prueba de planificabilidad necesaria y suficiente dada por Liu y Layland:

Teorema 2.1.6. [LL73] Un sistema de tareas periodicas T = {m,...,7,} es planifi-
cable bajo EDF si, y solo st,

d w1 (2.10)
=1

Gracias a esta condicién, el problema de la planificacion uniprocesador de un conjunto
de tareas periddicas sincronas cuyos plazos coincidan con sus periodos puede ser
resuelto en O(n) [Liu00].

EDF es un algoritmo de prioridades dindmicas a nivel de instancias de tareas (job-
level dynamic-priority), porque la prioridad de una instancia de tarea permanece
fija durante su tiempo de vida. Existen otros algoritmos, de prioridades plenamente
dindmicas (fully-dinamic priority) [SBV96], en los que la prioridad de una instancia
de tarea (relativa a otras instancias) puede cambiar en cualquier momento. Este tipo
de algoritmos sufren de una gran sobrecarga debido a los muy frecuentes cambios
de contexto, pero son interés tedrico pues actualmente son el tinico método conocido
para alcanzar la optimalidad en lo que respecta a la planificacion de tareas periddicas
en sistemas multiprocesador.

2.2. Planificacién multiprocesador

En la planificaciéon multiprocesador se deben resolver dos problemas importantes:

1. El problema de la asignacion (allocation problem): decidir en cudl procesador se
ejecutara cada tarea.

2. El problema de la planificacién (scheduling problem): decidir cudndo y en qué or-
den se debe ejecutar cada instancia de tarea, respecto a otras instancias de otras
tareas.
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Los algoritmos de planificaciéon multiprocesador pueden ser clasificados de acuerdo a
cuando se pueden hacer cambios de prioridad y de asignacion. La clasificacién basada
en prioridades y basada en migraciones de [JCB04] es la siguiente:

Asignaciones:

1. Sin migracidon: cada tarea se asigna a un procesador y todas sus instancias
siempre se ejecutan en este procesador.

2. Migracién a nivel de tareas: Las instancias de una tarea pueden ejecutarse
en diferentes procesadores, pero cada instancia de tarea sélo puede ejecutarse
en un procesador.

3. Migracién a nivel de instancias de tareas: Una instancia de tarea puede
migrar y ejecutarse en diferentes procesadores en cualquier momento?.

Prioridades:

1. Prioridades fijas a nivel de tareas: Cada tarea tiene una unica prioridad
fija, aplicada a cada una de sus instancias.

2. Prioridades fijas a nivel de instancias de tareas: Las instancias de una
tarea pueden tener distintas prioridades. Sin embargo, cada instancia de tarea
tiene una unica prioridad estatica. Un ejemplo es EDF.

3. Prioridades dinamicas: Una misma instancia de tarea puede tener diferentes
prioridades en diferentes momentos (lo que se llamé anteriormente prioridad
plenamente dindmica).

Un conocimiento a priori de los parametros que caracterizan el conjunto de tareas
ha conllevado a estudios fuera de linea, segiin se puede apreciar luego de que fue
establecido el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. [DM89] Para cualquier sistema multiprocesador, ningin algoritmo
de planificacion basado en plazos puede ser dptimo sin un conocimiento completo a
priori de los momentos de activacion, tiempos de computo y los plazos de las tareas.

Este teorema plantea que es necesario el conocimiento previo de los tiempos de ac-
tivacion para alcanzar la optimalidad. Los algoritmos cldsicos de planificaciéon no
pueden ser éptimos si se usan en linea, puesto que se requiere del conocimiento de los
momentos de activacion de las tareas, y no se puede esperar encontrar un algoritmo
optimo para el caso general.

2.2.1. Meétricas de desempeno

Generalmente, han sido utilizadas cuatro métricas de desempeno para medir la
efectividad de los algoritmos de planificaciéon multiprocesador, las cuales seran expli-
cadas en esta seccion.

2Es vélido aclarar que nunca estd permitida la ejecucién paralela de ninguna instancia de tarea.
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2.2.1.1. Cotas de utilizacion

Esta es una métrica muy 1util para conjuntos de tareas cuyos plazos coinciden con
los periodos, pero generalmente las cotas de utilizacion son dificiles de encontrar. La
cota de utilizacion en el peor caso Uy para un determinado algoritmo de planificacion
A se define como la utilizacion méaxima que puede llegar a tener un conjunto de tareas
para que se garantice que es planificable bajo el algoritmo A. Si la utilizacion total
del conjunto es mayor que Uy, ya no se garantiza el cumplimiento de plazos (aunque
puede suceder que se sobrepase la cota maxima de utilizacién y a pesar de eso, el
conjunto de tareas sea planificable bajo el algoritmo A). La cota U, puede ser usada
como una prueba suficiente, pero no necesaria, de planificacion.

2.2.1.2. Medidas empiricas

Otra medida comparativa de la efectividad de un algoritmo de planificacién se
obtiene evaluando el niimero de conjuntos de tareas aleatoriamente generados que el
algoritmo logra planificar. Idealmente, se compararia la cantidad de conjuntos planifi-
cables segtin una determinada prueba de planificacién contra la cantidad de conjuntos
generados que son realmente planificables. Pero para esto, se necesita tener un meca-
nismo que permita saber si un conjunto de tareas es planificable o no bajo determi-
nado algoritmo. Hasta el momento no existen pruebas exactas de planificacion para
el caso de tareas esporadicas y son potencialmente intratables para el caso de tareas
periodicas. Es por esto que tipicamente se ha usado esta medida para comparar el
desempeno relativo de dos o méas algoritmos de planificacion, o de dos o més prue-
bas de planificabilidad. Si se usa esta medida de comparacién, es necesario usar un
algoritmo de generacién de tareas que sea insesgado [BB05].

2.2.1.3. Razén de aproximacién

Esta es una forma de comparar el desempeno de un algoritmo A con el de un
algoritmo 6ptimo O. Por ejemplo, considérese el problema de determinar el ntiimero
minimo de procesadores requeridos para planificar un conjunto de tareas 7. Sea Mo(T)
el nimero de procesadores que el algoritmo 6ptimo O requiere para planificar al
conjunto 7,y M4(7) el nimero de procesadores que requiere el algoritmo A. La razén
de aproximacion R 4 del algoritmo A esta dada por:

Ri= lim (m&ix MA(T))

Mo (1)—00 VT Mo(T)

El valor R4 es siempre mayor o igual a uno. Mientras mas se acerque a 1, mejor
sera el algoritmo A de planificacion. R4 = 1 significa que el algoritmo A es 6ptimo.
2.2.1.4. Aumento de recursos

El factor de aumento de recursos [KP95] también es un método alternativo para
comparar el desempeno de un algoritmo A de planificacién con el de un algoritmo
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optimo O. En vez de considerar cuantos procesadores mas que O necesitaria A para
planificar un conjunto de tareas, se considera qué incremento en la velocidad del
procesador se requeriria, asumiendo que los tiempos de ejecucion de las tareas decre-
cen linealmente con respecto a la velocidad de procesamiento.

El factor de aumento de recursos f para un algoritmo de planificacion A se define
como el factor minimo por el cual la velocidad de los m procesadores tendria que
ser aumentada para que todos los conjuntos de tareas que son planificables bajo un
algoritmo 6ptimo en m procesadores de velocidad 1, se vuelvan planificables bajo el
algoritmo A.

Sea 7 un conjunto de tareas que es factible de planificar en un sistema de m proce-
sadores de velocidad unitaria de procesamiento. Asumamos que usando el algoritmo
A, el mismo conjunto 7 es planificable en un sistema de m procesadores, cada uno de
velocidad f(7). El factor de aumento de recursos fa para el algoritmo A estd dado
por:

= max(f(7
fa = mix(/(7)
De igual manera que en la métrica anterior, f4 > 1, y mientras mas pequeno sea el
valor, mas efectivo sera el algoritmo. f4 = 1 significa que el algoritmo A es 6ptimo.

2.2.2. Comparabilidad

Cuando se quieren comparar dos algoritmos de planificaciéon multiprocesador A y
B, se tienen tres posibilidades:

1. Dominancia: El algoritmo A domina al algoritmo B si todos los conjuntos de
tareas que son planificables bajo B también lo son bajo A, y existen conjuntos
que son planificables bajo A, pero no lo son bajo B.

2. Equivalencia: Los algoritmos A y B son equivalentes, si todos los conjuntos de
tareas que son planificables bajo el algoritmo B también lo son bajo el algoritmo
A y viceversa.

3. Incomparabilidad: Los algoritmos A y B son incomparables si existen conjun-
tos de tareas que son planificables bajo el algoritmo A, pero no bajo el algoritmo
B, y viceversa.

En [JCB04] se considera la relacién entre las nueve clases diferentes de algoritmos
de planificacién multiprocesador, que resultan de las combinaciones de las tres clases
de migraciones y las tres categorias de prioridades descritas en la Seccion 2.2. Los
resultados principales son los siguientes:

» La planificacién global de prioridades dindmicas (con migracién a nivel de in-
stancias de tareas) domina todas las otras clases.
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» Las tres clases con prioridades fijas (esquema particionado, con migracién a nivel
de tareas y con migracién a nivel de instancias de tareas) son incomparables.

» Las tres clases particionadas (con prioridades fijas a nivel de tarea, prioridades
fijas a nivel de instancias de tareas y prioridades dindmicas) son incomparables
respecto a las tres clases con migracién a nivel de tarea.

2.2.3. Cotas para la planificacién multiprocesador

Es deseable que existan condiciones necesarias y suficientes para la planificabili-
dad de un conjunto de tareas en el caso multiprocesador, como existen condiciones
concretas para el caso uniprocesador, pero hasta el momento, todavia no las hay. Un
resultado importante que provee una condicién suficiente de planificabilidad, también
dado en [DM89], es el siguiente:

Teorema 2.2.2. [DM89] Para un conjunto de tareas periddicas independientes cuyos
plazos coincidan con sus periodos y que respeten la condicion necesaria de planificabili-
dad U(1) < m, existe una planificacion factible si D%i € N, para todor=1,...,n,
donde D = ged(Dy, ..., D).

Los siguientes teoremas muestran la dificultad para encontrar una planificacion no
expropiativa para un conjunto de tareas independientes con el mismo plazo:

Teorema 2.2.3. [GJ75] Considérese el problema de la planificacion multiprocesador
no expropiativa con 2 procesadores y sin comparticion de recursos, para tareas inde-
pendientes. Para tiempos de computo arbitrarios 6 1 o 2 unidades de tiempo, este
problema es N P-completo.

Teorema 2.2.4. [GJ75] El problema de la planificacion multiprocesador no expropia-
tiva con al menos 3 procesadores, y un recurso compartido, para tareas independientes
con un mismo tiempo de ejecucion es N P-completo.

En la planificacién multiprocesador, existen dos esquemas para la distribucién de las
tareas entre los procesadores: el esquema global y el particionado, que seran explicados
en las proximas dos secciones. Un resultado importante es que estos dos enfoques no
son comparables bajo una planificacion estatica, en el sentido que bajo algoritmos de
asignacion estatica de prioridades, existen conjuntos de tareas que son planificables
usando el esquema particionado y no lo son usando el esquema global, y viceversa
[LW82].

En [BAJO03][SB02] se expone otro importante resultado: una cota superior para la
utilizacion planificable de cualquier algoritmo de planificacion multiprocesador de
prioridades estaticas o de prioridades dindmicas (a nivel de instancias de tareas) en
cualquiera de los dos esquemas, particionado o global.
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Teorema 2.2.5. [BAJ03, SB02] Ningin algoritmo de planificacion multiprocesador
de prioridades estdticas o de prioridades dindmicas a nivel de instancias de tareas (es-
quema particionado o global) puede planificar todos los conjuntos de tareas periddicas
con utilizacion a lo sumo U en m procesadores si U > (m + 1)/2.

Notese que esto se cumple para RM y EDF, pues el primero es un algoritmo de
prioridades estaticas y el segundo es un algoritmo de prioridades dindmicas a nivel
de instancias de tareas. Por lo tanto, a menos que se utilice un algoritmo plenamente
dindmico, la maxima utilizacién que se puede esperar es muy cercana al 50 %.

2.2.4. Esquema particionado

En este esquema (Figura 2.1), existe un control de admisién que admite o no
las tareas en el sistema, y las asigna a los procesadores. Una vez que una tarea es
asignada a un procesador, pasa a formar parte de su cola local y todas las instancias
de ella que se activan periddicamente, se ejecutan en ese mismo procesador, bajo su
planificador local.

Cola local de tareas

[N % [ 111 Procesadores
| Planificador IE "

Conjunto de tareas Cola local de tareas

[TITT T« Conrolde | 1

admision ®
| Planificador |

Cola local de tareas .
[Ty

0
| Planificador |

Figura 2.1: Esquema particionado.

El enfoque mas usado para definir un algoritmo de planificaciéon multiprocesador
para el esquema particionado, consiste en escoger:

1. Una heuristica para resolver el problema de la asignacion.
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2. Un algoritmo de planificacién uniprocesador para planificar los conjuntos de
tareas en cada procesador.

3. Una condicién de planificabilidad asociada con el algoritmo de planificacion
para verificar el cumplimiento de plazos.

Cuando surgi6 la planificaciéon multiprocesador, el esquema particionado fue mucho
mas estudiado que el global, pues tiene la ventaja que el problema de la planificacién
se reduce a la planificacién en un solo procesador (para cada uno de ellos), luego de
que las tareas hayan sido asignadas a los procesadores. Por lo tanto, para resolver
este problema, se puede escoger alguno de los muchos algoritmos propuestos para la
planificacién en sistemas uniprocesador, para los cuales existen pruebas eficientes de
planificabilidad. Ademés, como el particionado (asignacién) de las tareas se realiza a
priori, no se incurre en sobrecarga en tiempo de corrida como ocurre con el esquema
global. En la actualidad, el estado del arte parece favorecer este esquema [BB0S|.

El problema de la asignacién es un problema de mochila multiple, que es NP-hard
[HKO4]. En un problema de mochila unidimensional (knapsack problem) se tienen
n objetos con pesos p; y beneficios b;, y una mochila con capacidad C. Imaginese
un mercader que ha realizado compras en ultramar, y quiere cargar su barco de
capacidad C' con la mayor cantidad posible de mercancia, donde cada mercancia
tiene un determinado peso y ofrece una determinada ganancia (beneficio).

El objetivo en el problema de la mochila consiste en maximizar la ganancia que
se obtendrd, de forma tal que los pesos de los objetos seleccionados no excedan la
capacidad de la mochila. El problema de mochila unidimensional se formula de la
siguiente forma, donde cada variable X; tomara el valor de uno si se coloca el objeto
en la mochila y cero si no se coloca: [HK04]

méx Y b;X; (2.11)
j=1

s.a.» piX; <C, (2.11a)
j=1
X;e{0,1},5=1,...,n. (2.11D)

Cuando se tiene més de un recipiente, se trata de un problema de mochila multiple
(multiple knapsack, también conocido como bin-packing). En este caso, existen n ob-
jetos a ser colocados en m recipientes, de forma tal que se maximice la ganancia total
y, al mismo tiempo, no se exceda la capacidad ¢; de ningin recipiente, y en donde
cada objeto sea colocado a lo sumo en un recipiente:
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i=1 j=1

s.a. zn:ijij <c¢,i1=1,...,m, (2.12a)
j=1
iXijgl,jzl,...,n, (2.12b)
i=1
XUE{O,l},izl,...,m,jzl,...,n, (212C)

Y. { 1 si el objeto 7 -ésimo se asigna al recipiente j -ésimo,
! 0 en caso contrario.

(2.12d)

El problema de la asignacién en la planificaciéon multiprocesador ha sido analizado
mayormente con heuristicas, ya que hasta el momento no se conoce ningtin algoritmo
para resolverlo en tiempo polinomial. De hecho, dicho algoritmo no existira, a menos
que P = N P. Las heuristicas mas conocidas en la literatura para resolver el problema
de bin-packing son (véase [ECVISg]):

e First-Fit (FF): Considerando que los recipientes estdn numerados, este algo-
ritmo asigna el préximo objeto al recipiente no vacio con menor indice, tal que
la suma del peso del nuevo objeto y el peso total de los objetos ya contenidos en
el recipiente no exceda su capacidad. Si el nuevo objeto excede la capacidad de
todos los recipientes no vacios, entonces el algoritmo lo asigna a un recipiente
vacio.

e Best-Fit (BF): Este algoritmo trata de asignar el préximo objeto al recipiente
no vacio con la menor capacidad disponible. Si hay mas de un recipiente con
la misma capacidad disponible, entonces BF asigna el objeto al recipiente de
menor indice. Si el nuevo objeto excede la capacidad de todos los recipientes no
vacios, BF lo asigna a un nuevo recipiente vacio.

e Nezt-Fit (NF): Después de asignar el primer objeto al primer recipiente, NF
asigna el préximo objeto al mismo recipiente solamente si su peso no excede
la capacidad del recipiente. De lo contrario, NF asigna el objeto al préximo
recipiente, que esta vacio. Una desventaja de este algoritmo es que no verifica si
el objeto puede asignarse a recipientes anteriores al que se estd manejando, por
lo que puede que se desperdicie mucha capacidad en esos recipientes previos.

o Worst-Fit (WF): Este algoritmo es similar a BF, pero con la diferencia que
éste asigna un objeto al recipiente con la mayor capacidad disponible tal que el
peso del objeto no exceda la capacidad del recipiente.

Existen también versiones de estas heuristicas en el campo de la planificacion multi-
procesador, como son BED y FED (Best Fit Decreasing, First Fit Decreasing), donde
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las tareas se ordenan en orden no creciente de sus utilizaciones, antes de aplicar la
heuristica correspondiente. Similarmente, una I en lugar de la D denota que el orde-
namiento se realiza en orden no decreciente de sus utilizaciones.

En la literatura existen diversos trabajos de distinta naturaleza, donde varian los mo-
delos de hardware y software, el conjunto de restricciones y la estrategia de solucién.
Entre éstas, podemos encontrar, entre otras: algoritmos genéticos [KD08, POY07],
busqueda Tab, redes neuronales y programacion con restricciones [PEHJOS].

Aunque los algoritmos genéticos son una de las heuristicas mas conocidas actual-
mente para resolver problemas complejos, y de hecho han sido aplicados a la planifi-
cacién multiprocesador de tiempo real [KD08, TASAS08]|, para problemas clasificados
N P — hard, no ofrecen mejor desempeno que un algoritmo que haya sido especialmen-
te disenado para un problema particular [POY07]. Para este tipo de problemas, los
algoritmos genéticos estan enfocados en obtener soluciones aproximadas en tiempo
polinomial. Es por esto que, aunque se haya demostrado que en la practica tienen un
buen desempeno, esta técnica no es apropiada para nuestro propésito, que es obtener
una solucién 6ptima.

2.2.4.1. Esquema particionado con prioridades estaticas

Varios algoritmos para la planificacién multiprocesador han sido definidos, fijando
la heuristica deseada para la asignacion de tareas a los procesadores. Por ejemplo,
considérese el algoritmo de planificacion que usa la heuristica FF de bin-packing para
realizar la asignacién de las tareas a los procesadores, el algoritmo RM para planificar
localmente las tareas en cada procesador y la cota de utilizacion de Liu y Layland
(Teorema 1.2.1) como prueba de planificabilidad, y llamémosle a este algoritmo RM-
FF. Andlogamente, se pueden definir los algoritmos RM-BF (RM y Best-Fit), RM-NF
(RM y Next-Fit) y RM-WF (RM y Worst-Fit). También existen algunas variaciones
que son, entre otras: RM-FFI (RM y First-Fit-Increasing) y RM-FFD (RM y Flirst-
Fit-Decreasing).

Oh y Baker investigaron el algoritmo RM-FF y demostraron que existe una cota supe-
rior para la utilizacién planificable de un conjunto de tareas, que es aproximadamente
de 0.414m3:

Teorema 2.2.6. [OB98] Un conjunto T de tareas periodicas es planificable bajo RM-
FF en m > 2 procesadores si:

U(r) < m(22 — 1) ~ 0.414m. (2.13)

También demostraron la existencia de una cota superior ligeramente mejor que (m +
1)/2 dada en el Teorema 2.2.5 para el caso de la planificacién multiprocesador con
prioridades estéticas bajo el esquema particionado (pero no el global). Este resultado

3En lo que sigue, se considerara que m es el nimero de procesadores.
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provee una cota superior de utilizacién de (m + 1)/(1 + 2%/™+1)) para cualquier al-
goritmo de prioridades fijas (bajo el esquema particionado). Luego, en [JMLGO04b] se
generalizé este resultado considerando sistemas de tareas periddicas, y se hallé una
cota superior mas compleja de calcular, para la utilizacion de un conjunto de tareas
planificadas bajo RM con el esquema particionado, usando la condicién de Liu y Lay-
land para verificar que las tareas son planificables en cada procesador. También se
demostrd que existen algoritmos que, efectivamente, alcanzan esta cota.

Otro resultado importante fue dado en [SLMO3]. Aqui, se demuestra que se puede
mejorar considerablemente la utilizacion alcanzable por el esquema particionado bajo
RM. Se comparan versiones de RM-FF; una usando la condicién de Liu y Layland
(LL), y la otra, usando la prueba de factibilidad RBound. Se llega a demostrar que
RM-FF con RBound alcanza una utilizacién planificable en promedio del 96 %, mien-
tras que RM-FF con LL, se alcanza una utilizacién planificable en promedio del 72 %
(para conjuntos de tareas generados aleatoriamente).

En el caso que se suponga que se tiene un numero infinito de procesadores, se ha
investigado el siguiente problema: ;cudntos procesadores méas necesitaria un algorit-
mo no 6ptimo bajo RM usando el esquema particionado en relacién al niimero de
procesadores que necesita otro algoritmo éptimo, también bajo RM, para planificar
un conjunto de tareas periédicas? Dhall y Liu comenzaron a estudiar este problema
en 1978 [DL78], en especifico, bajo los algoritmos RM-FF y RM-NFD. Desde ese en-
tonces, muchos otros investigadores han extendido este problema a otros algoritmos
de planificacién bajo RM utilizando el esquema particionado [ABS95], pero este tema
no sera desarrollado aqui por razones de espacio.

Los mejores algoritmos para la planificacion multiprocesador de prioridades
estaticas bajo el esquema particionado son los RM con alguna heuristica bin-
packing aplicada a las tareas reordenadas en orden decreciente de sus utiliza-
ciones, por ejemplo, RM-FFD y RM-BFD. No se conoce algoritmo éptimo
para esta clase [RRO7].

2.2.4.2. Esquema particionado con prioridades dinamicas

Al igual que con RM, se pueden definir algoritmos que usen EDF junto con al-
guna heurfstica para asignar las tareas a los procesadores®. De esta forma, se han
definido los algoritmos EDF-FF, EDF-BF, etc. Lépez y otros investigadores hicieron
un amplio estudio de los algoritmos de planificaciéon multiprocesador bajo EDF en
[JMLGO4a]. Ellos proveen una cota superior para la utilizacién del conjunto de ta-
reas, bajo cualquier algoritmo EDF con esquema particionado (independientemente
del esquema de asignacion utilizado), y demuestran que EDF-FF y EDF-BF alcanzan
esta cota, incluyendo sus variaciones EDF-FFI, EDF-BFI, EDF-FFD y EDF-BFD:

4Para la planificacién multiprocesador de prioridades dindmicas bajo el esquema particionado,
EDF ha sido el algoritmo que més se ha escogido debido a que en un procesador, EDF logra una
utilizacién planificable de 1. Véase la condicidn necesaria y suficiente de la Ecuacién 2.10.

Cinvestav Departamento de Computacion



24 Capitulo 2

Teorema 2.2.7. [JMLG04a] Sea I'(n, ) la clase de sistemas de n tareas periddicas,
en los cuales cada tarea tiene una utilizacion de a lo sumo «. Supongase que n > mf
Y sean

+1
= |1/a], UEPE(n,m,« :Bm . 2.14
8 = L1/al, UEP"(nm.a) = 550 (2.14)
Entonces:
1. Ezisten conjuntos de tareas periddicas T € I'(n, ) con utilizacion
U(r) > UEPY + (2.15)

para un € > 0 tan pequeno como se quiera, que no son planificables en m proce-
sadores bajo ninguna planificacion basada en EDF, usando el esquema parti-
cionado.

2. EDF-FF y EDF-BF alcanzan los dos una utilizacién planificable de UEPY . Es
decir, cada uno puede planificar cualquier sistema de tareas periodicas T €
['(n,a) dado que U(T) < UEPF.

También probaron que EDF usando Worst-Fit no alcanza la cota maxima, sino una
utilizacién planificable menor, de m — a(m — 1); pero si las tareas estdn ordenadas
en orden creciente o decreciente de sus utilizaciones, entonces Worst-Fit si alcanza
la cota maxima de utilizacion para que el conjunto de tareas sea planificable. Sin
embargo, esta cota de utilizacién en el caso general, cuando o = 1 que da el teorema
anterior es muy baja, de (m + 1)/2 (cercana al 50 %).

Otros autores han investigado el desempeno de la planificacién usando EDF bajo un
esquema semi-particionado asumiendo que existe un numero infinito de procesadores.
Andersson y Tovar propusieron el algoritmo EKG?® [AT06], el cual es un enfoque para
planificar conjuntos de tareas periddicas cuyos plazos coinciden con los periodos,
basado en el esquema particionado, pero dividiendo en dos algunas instancias de
tareas y asignando las partes a diferentes procesadores. La cota de utilizacién para
EKG depende de un parametro k, que se usa para dividir las tareas en dos grupos:

uno de tareas pesadas (heavy) y otro de tareas ligeras (light). La cota de utilizacién
de EKG esta dada por:

E/(k+1)sik<m,

1 en caso contrario.

Upice = { (2.16)

la cual es de un 66 % para k = 2.

Los mejores algoritmos para la planificacion multiprocesador de prioridades
dinamicas bajo el esquema particionado son EDF-FF y EDF-BF. Ambos al-
canzan una cota de utilizacién planificable de (m + 1)/2, la cual es 6ptima
para esta clase [RRO7].

5 EDF with task splitting and k processors in a group.
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2.2.5. Trabajos relacionados

Recientemente, Chattopadhyay y Baruah propusieron un enfoque novedoso basa-
do en tablas precalculadas, para decidir si un conjunto de tareas es planificable en un
ambiente homogéneo multiprocesador, basado en un esquema particionado y planifi-
cacién bajo EDF en cada procesador [CB11]. Segin este procedimiento, se resuelve en
tiempo polinomial el problema de la planificacion, pero ademas de que no se asegura
un particionado 6ptimo, el calculo de la tabla consume una gran cantidad de tiempo
y calculos.

A grandes rasgos, se escogen ciertos valores de utilizaciones dependiendo de un va-
lor € y, exhaustivamente, se prueban todas las posibles combinaciones de distintos
valores, determinandose cuéles conforman un particionado factible. Luego, dado un
determinado conjunto de tareas, se aproximan las utilizaciones a los valores usados
en la tabla y se decide el particionado. Mientras mas pequeno sea el €, mas precisa
serda la aproximacion, pero también, més trabajoso sera el calculo de la tabla. Este
método no es heuristico, pero tampoco es del todo exacto, pues el calculo de la tabla
depende de un parametro €, y al aproximar el conjunto real de tareas a los valores
con los que se calculd la tabla, se pierde precision.

Un enfoque exacto fue el propuesto en [BB08] donde se modela el problema del par-
ticionado como un problema de programacién lineal entera binaria. Ellos proponen el
modelado de las restricciones para la planificacién bajo EDF y FPS (Fized Priority)
en cada uno de los procesadores y una reduccion en el nimero de restricciones. Origi-
nalmente, para representar de forma exacta el problema del particionado, se tiene una
cantidad pseudo-polinomial de restricciones. Luego de la reduccién, se representa el
problema de forma aproximada, con una cantidad polinomial de restricciones.

No obstante, sélo exponen el planteamiento del problema de optimizacién, pues el
objetivo de su trabajo no es desarrollar o aplicar herramientas de optimizacién para
resolver problemas de programacién entera binaria. Queda entonces abierto el pro-
blema de evaluar la aplicacion de técnicas exactas a este tipo de modelos en el campo
de la planificacién multiprocesador.

2.2.6. Esquema global

En el esquema global, se tiene una cola global, y diferentes instancias de una mis-
ma tarea pueden ejecutarse en distintos procesadores (véase la Figura 2.2). Al igual
que en el esquema particionado, existe un control de admisién que es el que acepta o
no las tareas en el sistema. Diferentes instancias de una misma tarea pueden ejecu-
tarse en procesadores distintos. Generalmente, una instancia de una tarea termina su
ejecucion en el procesador al que fue asignada, pero a veces se permite la migracion,
es decir, que una instancia de cualquier tarea pueda comenzar la ejecucién en un

SFP es una de las politicas mds populares de planificacién en linea [LL73].
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procesador y terminar su ejecucion en otro al ser expropiada.

Al principio, este esquema fue menos estudiado que el particionado, debido, entre
otras razones, a que carece de soporte para modelos mas avanzados, como por ejem-
plo, modelos de manejo de recursos compartidos.

Procesadores
Conjunto de tareas Cola local de tareas e
[(ITT T T ]<> Conwolde | 1117117
admision .

Planificador

Figura 2.2: Esquema global.

En este esquema, en cada instante de planificacién, se selecciona la tarea de mayor
prioridad para que se ejecute en alguno de los procesadores, expropiando otra tarea
de menor prioridad y usando migracion si fuese necesario. Sin perder generalidad, se
puede suponer que las tareas estan ordenadas de forma decreciente respecto a sus
prioridades. De entre todas las tareas que llegan al sistema y que no han completado
su ejecucion, se escogeran las n tareas con mayor prioridad para ser ejecutadas en los
m procesadores. El procesador escogido para cada tarea es arbitrario, y si hay menos
de m tareas a ser ejecutadas en un instante de planificacion dado, algin procesador
estara inactivo.

Algunas de las ventajas del esquema global, en relacion al particionado, son las citadas
a continuacion:

= Tipicamente, existe un menor niimero de cambios de contexto y expropiaciones,
porque el planificador sélo expropiara a una tarea cuando no haya procesadores
inactivos.

= El hecho de que una tarea a veces no emplea todo el tiempo de ejecucion en el
peor caso, sino que se ejecuta en menos tiempo, permite que el tiempo sobrante
sea utilizado por otras tareas en el sistema.

= Si una tarea sobrepasa su tiempo de ejecucion en el peor caso, hay una menor
probabilidad de que se incumpla un plazo. Es menos probable que se incurra en
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un comportamiento en el peor caso del sistema completo que si esto sucediera
en un unico procesador.

= No se necesita ejecutar algoritmos de balance de carga y/6 asignacién de las
tareas cuando cambia el conjunto de tareas.

Debido a esta flexibilidad en cuanto a migracién de tareas e instancias de tareas,
ultimamente se ha tenido la idea de que este tipo de algoritmos pudieran alcanzar
cotas de planificacién mas altas. Por esta razon, en los tltimos anos, el esquema global
en la planificacién multiprocesador ha sido objeto de intensa investigacion.

2.2.6.1. Esquema global con prioridades estaticas

En [DL78] Dhall y Liu mostraron que la planificacion multiprocesador bajo el
esquema global presenta una anomalia a la que llamaron el efecto Dhall. Esto consiste
en que ciertos conjuntos de tareas con utilizaciones muy bajas, son imposibles de
planificar ya sea bajo EDF o RM, cuando en realidad son factibles de planificar bajo
otros algoritmos. Esto hizo surgir la idea de que el problema con la planificacién global
radicaba en mezclar las tareas de baja utilizacion con las tareas de alta utilizacion,
o sea, que las prioridades se asignaran independientemente de las utilizaciones de las
tareas. Por esta razon, surgieron algoritmos que agrupan las tareas de acuerdo a sus
utilizaciones en pesadas (“heavy”) y ligeras (“light”).

Andersson y Johnson desarrollaron en [AJ00] un algoritmo de planificacién global de
prioridades estaticas llamado AdaptiveTKC, el cual evita el efecto Dhall por medio de
la asignacién de una mayor prioridad a las tareas con menor holgura’ (medida de la
diferencia entre el periodo y el tiempo de ejecucién). Ellos demostraron que bajo este
algoritmo, se evita el efecto Dhall, asumiendo que todas las tareas (hay m+1 en total),
salvo una, tienen el mismo periodo y tiempo de ejecucién. También formularon una
conjetura para la cota superior de utilizacién planificable del algoritmo. Sin embargo,
no ha sido demostrado que este sistema de tareas represente el peor caso, ni que se
haya obtenido una cota de utilizacion para que un conjunto de tareas sea planificable.

Motivados por la misma idea de separar las tareas de acuerdo a su utilizaciéon y de dar
mayores prioridades a las tareas con utilizaciones méas grandes, se propuso en [BAJ03]
una variante de RM, un algoritmo de planificacién multiprocesador global que asigna
mayor prioridad a las tareas con mayor utilizaciéon. Dicho algoritmo llamado RM-
US[m/(3m — 2)] asigna las prioridades de la siguiente forma:

s Siu; >

m . . . 8
35, entonces 7; tiene la mayor prioridad®.

= Siu; < =, entonces 7; tiene prioridad segin RM.
3m—2’

"A cada tarea periédica 7; se le asigna la prioridad T; — kC;, donde k > 0 es el factor de holgura
global.
8Si dos tareas tienen igual prioridad, se escoge una arbitrariamente para ejecucién.
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Igualmente, se hallé una cota de maxima utilizacién para que un conjunto de tareas
periédicas sea planificable bajo RM-US[m/(3m — 2)]. Pero esta cota es muy baja, de
aproximadamente 0.333 cuando m — oo, aunque con este algoritmo también se evita
el efecto Dhall:

Teorema 2.2.8. [BAJ03] Cualquier sistema T de tareas periddicas cuya utilizacion

total cumple que U(T) < e planificable en m procesadores bajo el algoritmo

RM-US[m/(3m-2)]. e

Mas tarde, Lundberg mejoré esta cota limite, aumentandola a 0.37482 y demostré que
este limite no puede ser mejorado [Lun02]. Otros investigadores [LW82] estudiaron
el problema fijando restricciones como por ejemplo, que las utilizaciones de todas las
tareas no superen un cierto valor, o que los periodos de las tareas no coincidan con sus
plazos. Baker, por ejemplo, desarrollé dos pruebas suficientes de planificaciéon para
la planificacién global de conjuntos de tareas cuyos plazos difieren de sus periodos
bajo el algoritmo DM? [Bak03a][Bak03b]. Un corolario de una de esas pruebas es el
siguiente:

Corolario 2.2.1. [Bak03a/[Bak03b] Un conjunto T de tareas periddicas cuyos plazos
coinciden con los periodos es planificable en m procesadores bajo el algoritmo global
RMW si:

U(r) <

%(1—a)+a, (2.17)

donde a = max{u; | 1 <i<mn}.

En particular, cuando todas las tareas tienen una utilizacién de a lo sumo 1/3, este
corolario da una cota de utilizacion planificable de % + %, la cual es ligeramente mejor
que la cota dada por el siguiente teorema:

Teorema 2.2.9. [BG03]Cualquier conjunto de tareas periddicas T, donde se cumpla
que u; < %Vz’, es planificable en m procesadores bajo el algoritmo global RM si se
cumple que U(T) < 3.

El mejor algoritmo en la planificacién multiprocesador de prioridades estaticas
bajo el esquema global es RM-US[m/(3m — 2)], el cual alcanza una utilizacién
planificable de m?/(3m — 2). No se conoce atin ningtin algoritmo éptimo para
esta clase [RRO7].

9 Deadline-Monotonic es un algoritmo éptimo de planificacién uniprocesador de prioridades
estdticas que asigna las prioridades de forma tal que la tarea con menor plazo relativo (a su ac-
tivacion) tiene mayor prioridad [LW82]. Se aplica solamente a los conjuntos de tareas cuyos plazos
difieren de los periodos.

10Cuando los plazos coinciden con los perfodos, RM coincide con DM.
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2.2.6.2. Esquema global con prioridades dinamicas

En [SFB03], Funk, Baruah y Goosens hallaron una cota superior para la utilizacién
planificable de un conjunto de tareas bajo EDF usando el esquema global en multiples
procesadores:

Teorema 2.2.10. [SFB03] Cualquier conjunto T de tareas periddicas es planificable
en m procesadores bajo el algoritmo global EDF si se cumple que U(T) < m—a(m—1),
donde a = max{u; | 1 <i<mn}.

Esta cota disminuye en la misma medida que aumenta la maxima utilizacién de las
tareas. Esto indica que, al igual que con RM, el efecto Dhall puede presentarse en la
planificacién global bajo EDF. Baker generalizé este resultado al caso de conjuntos
de tareas periddicas cuyos plazos difieren de los periodos, y presenté dos pruebas
suficientes de planificacién para la planificacion global en multiples procesadores bajo

EDF [Bak03b)] .

Para evitar el efecto Dhall, se modificé la asignacion de prioridades dinamicas de
manera similar a la variante que se propuso en [BAJ03], mencionada anteriormente
(RM-US[m/(3m—2)]). En [SB02] se adapta este algoritmo y se presenta un algoritmo
de planificacién global de prioridades dindmicas al que se le llamé EDF-US[m /(2m —
1)]. Este algoritmo asigna las prioridades andlogamente a como lo hace el algoritmo
RM-US[m/(3m — 2)], s6lo que en vez de asigndrseles las prioridades segiin RM a las
tareas cuya utilizacién sea menor o igual que m/(3m — 2), se les asigna segiin EDF.
En este trabajo, se halla una cota superior para la utilizaciéon del conjunto de tareas,
cuyo limite se acerca a (m+ 1)/2 cuando el niumero de procesadores tiende a infinito.

Otro de los resultados importantes lo obtuvo Baruah en 2004, cuando desarroll6 el
algoritmo llamado fpEDF, que primero ordena las tareas en orden no creciente de sus
utilizaciones y luego a ciertas tareas les da mayor prioridad y a las otras, les asigna
las prioridades correspondientes a EDF. Baruah demostré que fpEDF es éptimo pues
su cota méxima de utilizacién planificable coincide con (m + 1)/2, que es la cota
superior maxima de utilizacién planificable para cualquier algoritmo de planificacion
de prioridades dindmicas a nivel de instancias de tareas [Bar04].

El mejor algoritmo en la planificacion multiprocesador de prioridades dindmi-
cas bajo el esquema global es fpEDF, el cual alcanza una utilizacién planificable
de (m + 1)/2 (6ptima para esta clase) [RRO7].

2.2.7. Planificacion con prioridades plenamente dinamicas

El algoritmo Pfair (Proportionate Fairness) fue introducido por Baruah en 1996
[SBV96]. Se trata de un algoritmo de generacién de planes de ejecucién, el cual es
aplicable a conjuntos de tareas periddicas cuyos plazos coinciden con los periodos.
Este algoritmo esta basado en la idea de una planificacién fluida, donde cada tarea
progresa proporcionalmente a su utilizacién. A cada tarea se le asigna un peso igual
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a su utilizacién, el cual define la frecuencia con la cual va a ser planificada. La plani-
ficacion Pfair divide la linea de tiempo en cuantos de igual longitud. En cada cuanto
de tiempo ¢, el planificador asigna tareas a los procesadores, de tal forma que el tiem-
po de procesador acumulado asignado a cada tarea 7; es o bien [tu;] 6 |tu;] en el
intervalo [0, 7).

Aunque el algoritmo Pfair es 6ptimo para el tipo de conjuntos de tareas mencionado
anteriormente, pues tiene una cota de maxima utilizacién igual a m [SBV96], tomando
decisiones de planificacion en cada cuanto de tiempo, se incurre en una alta sobrecar-
ga operativa, en la practica.

Los algoritmos de planificacion PFair no son necesariamente conservadores del traba-
jo'! Existen numerosas variantes de este algoritmo y otros algoritmos similares (para
més informacién, véase [DB09][RRO7]-Capitulo 24) y se resumen algunas caracteristi-
cas en la siguiente Tabla:

Algoritmo | Autores Caracteristicas
Pfair Baruah et al. | Puede que haya un procesador disponible para eje-
[SBVI6] cucién, y no se aproveche.
ERFair | Anderson, (Early-Release fair) Variante de PFair. A diferen-
Srinivasan cia de Pfair, ERFair es un algoritmo conservador
[AS00a] del trabajo.
PD Baruah et al. | (Pseudo-deadline) Separa las tareas en pesadas
[SKBP95] (u; > 0.5) y ligeras, mejorando asi la eficiencia
del enfoque Pfair.
PD? Anderson, PD mejorado. Actualmente es el mas eficiente de
Srinivasan los algoritmos de planificacion Pfair.
[ASO1]
EPDF | Anderson, (Earliest pseudo-deadline first) Es una variante
Srinivasan de PD aplicada a tareas esporadicas cuyos plazos
[ASOODb] coincidan con los periodos, es 6ptimo para 2 proce-
sadores, pero no para maés.
BF Zhu et al. | (Boundary Fair) Similar a Pfair. Sélo hace de-
[DZMO3] cisiones de planificaciéon en las fronteras de los
periodos. Es éptimo para tareas periddicas cuyos
plazos coinciden con los periodos, y requiere 25-
50 % de los instantes de planificacién que PD re-
quiere.

Tabla 2.1: El algoritmo Pfair y algunas de sus variantes.

Y(Work-conserving algorithm) Un algoritmo de planificacién conservador del trabajo es aquel
que nunca deja inactivo un procesador cuando hay instancias de tareas en el sistema que pudieran

ejecutarse en ese procesador.
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Programacion Lineal

Uno de los adelantos mas importantes en las mateméticas aplicadas en el siglo
XX, desde el punto de vista de la economia, es la programacién lineal. Muchos proble-
mas practicos de la investigacién de operaciones pueden plantearse como problemas
de programacion lineal. Ejemplos de estos problemas son aquellos que surgen en los
procesos industriales, la agricultura, la transportacién aérea y terrestre, las finanzas,
la produccién y exploracion de petroleo, las comunicaciones, el procesamiento de ali-
mentos, la distribucién de recursos naturales, etc.

Técnicamente hablando, la programacion lineal es una técnica matematica de op-
timizacion, que maximiza (6 minimiza) una funcién objetivo, sujeta a una serie de
restricciones impuestas por la naturaleza del problema que se esté resolviendo. En
general, estos problemas se plantean de la forma estandar:

min f(X)=C"X (3.1)
s.a. AX > B (3.1a)
r; >0 Vie][ln], (3.1b)

donde C'y X son vectores en R”, B es un vector de R™, y A es una matriz de m X n.

El matematico francés Jean Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830) fue el primero en
intuir de forma imprecisa los métodos de lo que actualmente se conoce como progra-
macién lineal. Mucho mas tarde, en 1939, el mateméatico ruso Leonidas Vitalyevich
Kantorovich! publicé una extensa monografia titulada Métodos matemdticos de or-
ganizacion y planificacion de la produccion, en la que por vez primera se hace corres-
ponder a una extensa gama de problemas una teoria precisa y bien definida que es
hoy en dia la programacién lineal.

En los anos posteriores a la Segunda Guerra Mundial, en Estados Unidos se asu-
mio que la eficaz coordinacion de los recursos de la nacion era un problema de tal com-
plejidad, que su resolucion necesitaba forzosamente de los modelos de optimizacion

IPremio Nobel de Economia en 1975.
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que resuelve la programacion lineal. Fue en 1947 que George Dantzig publicé el algorit-
mo simplex y formuld, en términos matematicos muy precisos, el enunciado estandar
al que cabe reducir todo problema de programacion lineal. Se le considera el fundador
de la técnica junto a John Von Neumann, quien desarroll6 la teoria de la dualidad en
el mismo ano.

3.1. Terminologia

= Al problema estandar de programacion lineal modelado por las ecuaciones 3.1,
3.1a-b se le denota comunmente como (LP) (Linear Program).

» La funcién f(X) que debe ser maximizada o minimizada se llama funcién objeti-
vo (objective function). Problemas ejemplo: minimizar el costo de la produccién,
0 el costo de la transportacion, maximizar la ganancia, etc.

= Para un problema estandar de programacion lineal (LP)?, se dice que el punto
X es factible (feasible) si satisface las restricciones del problema (3.1a, 3.1b).

= Se dice que un problema de programacién lineal (LP) es factible (feasible) si el
conjunto de puntos factibles es no vacio. De otra forma, se dice que el problema
no tiene solucién o es no factible (infeasible).

» Se dice que un (LP) de maximizacién (minimizacién) es no acotado si la fun-
cién objetivo puede tomar valores positivos (negativos) arbitrariamente grandes,
evaluada en vectores factibles. De otra forma, se dice que el problema es acotado.
Geométricamente, la regién factible de un problema (LP) acotado esta definida
por un politopo n-dimensional?.

» El méximo (minimo) de un (LP) es el mayor (menor) valor que la funcién
objetivo puede tomar, tomando este maximo (minimo) sobre todos los puntos
factibles del problema.

» Un punto factible en el cual la funcién objetivo alcanza su valor méximo (mini-
mo) se denomina éptimo (optimal value).

= Un problema de programacién lineal puede tener:

1. Una tunica solucion 6ptima que corresponde a un unico punto de la regiéon
factible, sin importar si ésta es o no acotada.

2. Infinitas soluciones 6ptimas: existe un conjunto infinito de puntos éptimos
(la funcién objetivo evaluada en todos ellos arroja el mismo valor maximo
(minimo)). En dos dimensiones, estos puntos se encuentran a lo largo de un
segmento de recta. Esto puede suceder independientemente de si la region
factible es acotada o no.

2La forma estdndar cambia, segin la literatura.
3n: ntmero de variables
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3. Ninguna solucién 6ptima: la region factible es vacia.

4. No existe solucion éptima acotada: cuando una 6 mas variables del proble-
ma pueden aumentar o disminuir infinitamente su valor, mejorando cons-
tantemente el valor de la funcién objetivo.

3.2. Problema dual

Para cada problema de programacién lineal (LP), existe otro problema de opti-
mizacion estrechamente relacionado con él, al que se le llama problema dual. El
dual del problema representado por las ecuaciones 3.1, 3.1a-c es el siguiente:

méx Y7 B (3.2)

T1,y.0yTn
sa. YIA>C (3.3a)
y; >0 Vjell,m]. (3.3b)

Si un (LP) es de minimizacion, el problema dual serd de maximizacién, y viceversa.
El vector B de términos independientes de las restricciones del problema original se
convierte en el vector de la funciéon objetivo en el problema dual, y viceversa. En el
problema dual hay tantas variables como restricciones hay en el problema original
(también llamado primal), y viceversa. El dual del problema de la Wyndor Glass Co.
(véase la pagina siguiente) es el siguiente:
min 18y; + 4ys + 12y3
s.aa. 3y +ya >3
2y1 + 2y3 >5 (33)
y1207 92207 y320

Los resultados fundamentales que relacionan un (LP) y su dual son los que se estable-
cen a continuacion:

Teorema 3.2.1. [Ra096] El dual del dual coincide con el problema original (primal).

Teorema 3.2.2. [Ra096] (Dualidad débil) Sean X yY soluciones factibles para los
problemas primal (de mazimizacién) y dual (de minimizacion), respectivamente. En-
tonces se cumple que CTX <Y7TB.

Corolario 3.2.1. Si las soluciones factzbles X Y Y del primal (de maxzmzzaczon) Y
del dual (de minimizacion) cumplen que CTX =YTB, entonces X yY son soluciones
optimas del primal y del dual, respectivamente.

Corolario 3.2.2. Si los problemas primal (de mazimizacion) y dual (de minimizacion)
son factibles ambos, entonces ambos tienen solucion optima acotada.

Teorema 3.2.3. [Ra096] (Dualidad Fuerte) Si el problema primal (dual) tiene una
solucion éptima acotada, entonces el dual (primal) también la tiene, y se cumple que:

méx CTX = min Y7 B. (3.4)
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3.3. El método Simplex
Considérese el problema clasico de la Wyndor Glass Co.[HLO5]*:

max 3y + b
s.a. 311 + 229 < 18
r <4 (3.5)
219 < 12
2120, 29 >0

En la Figura 3.1 el drea sombreada corresponde a la region convexa del conjunto de
todos los puntos factibles para este problema; es decir, el conjunto de puntos que
satisfacen las restricciones del problema. Dentro de este conjunto de soluciones, se
pretende encontrar aquella que maximice el valor de la funciéon objetivo.

N 2x, = 12

3x1 + 2%, = 18

Figura 3.1: Region factible para el problema de la Wyndor Glass Co.

Todos aquellos puntos que generan un mismo valor de la funcién objetivo deben
satisfacer la ecuacion CTX = z. Si se desea maximizar dicho valor, debemos mover
paralelamente a si mismo éste plano (que en dos dimensiones corresponde a una
recta) en la direccién que permita disminuir el valor de la funcién objetivo hasta
donde sea posible, de manera que no se abandone el conjunto de soluciones factibles.

4Una empresa que produce articulos de vidrio de alta calidad. Es un ejemplo prototipo de pro-
gramacién lineal, estudiado en Investigacién de Operaciones.
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Esta direccion estd dada por el vector (3;5) que corresponde a la funcién objetivo
(véase la Figura 3.1).

El algoritmo simplex comienza en un vértice y genera una sucesion de iteraciones
factibles, moviéndose desde un vértice del conjunto factible al vértice adyacente con
menor valor de la funcion objetivo, hasta que alcanza el vértice de la solucién éptima,
permitiendo ademas identificar cuando no existe un éptimo finito o la regién factible
es vacfa [AHL60]. Para el ejemplo 3.5, el método simplex parte del vértice (0;0), luego
se mueve al vértice (0;6) y por tltimo, alcanza el vértice (2;6) que es el 6ptimo global
en este ejemplo (Figura 3.2).

%2 A
o
E X, = 4
e
Ax= 3d Ix= 36
p /(2;6)
(0; 6) N 2x, = 12
i dX= 27
Regi 6n 4:3
A tactible (4:3)
] 3x1 + 2X, = 18
X = ( _
(0:0) R — (4:0)
o)

Figura 3.2: Iteraciones del método Simplex para el problema de la Wyndor Glass Co.

Algebraicamente, el fundamento del método es mejorar iterativamente el valor de la
funcién objetivo, revisando sistemas de ecuaciones (organizadas en una tabla) equiva-
lentes al sistema original de desigualdades que describe la regién factible. No se ex-
plicaré aqui el procedimiento iterativo del método simplex, pero se puede encontrar
en numerosas bibliograffas como [NW06, HL05, Ra096], por citar algunas.

También existen varias versiones de este método, como por ejemplo el Simplex Dual
(Dual Simplez®) y el Simplex Revisado (Revised Simplea®). El método Simplex parte

5Formulado por Lemke en 1954.
SFormulado por Dantzig en 1953.
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de una solucion factible pero no éptima, e iterativamente genera soluciones factibles
cada vez mejores hasta encontrar la solucion 6ptima, si existe. Es decir, la logica del
método es mantener la factibilidad de las soluciones. El Simplex Dual se aplica al
problema dual, pero se desarrolla de forma tal que se pueda usar la misma tabla que
se utiliza en el Simplex primal. Se parte de una solucion éptima, pero no factible, e
iterativamente se busca la factibilidad. Con este método también se alcanza la solu-
cién Optima, si ésta existe. Ademads, en muchos casos, puede obtenerse la solucién
6ptima de un (LP) de manera mucho més simple, resolviendo el problema dual aso-
ciado [Ra096].

El método simplex fue una de las primeras herramientas que surgié para resolver
problemas de optimizacion lineal entera, y ha sido ampliamente usado. Sin embargo,
existen problemas donde este algoritmo tiene un desempeno muy pobre, llegando a
pasar por todos los vértices del politopo (2", donde n es el nimero de variables) antes
de alcanzar la solucién 6ptima [NWO06]. Esto demostré que la complejidad del méto-
do simplex puede ser exponencial en la dimension del problema y la comunidad de
optimizacién se dedicé a buscar otros algoritmos de programacion lineal que tuviesen
complejidad polinomial.

3.4. Meétodos de Punto Interior

En los anos 80, Narendra Karmarkar presenté un algoritmo polinomial que se
aproxima a la solucion éptima a través del interior del politopo en vez de moverse por
los vértices de su frontera como lo hace el método Simplex [Kar84] (véase la Figura
3.3 que ejemplifica la diferencia entre el método Simplex y uno de punto interior,
para un caso tridimensional). Esto marcé el inicio de la investigacién en este tipo de
métodos, a los que se les llamé de punto interior (interior-point methods) [Kar84].

Figura 3.3: Método simplex Vs. método de puntos interiores (politopo tomado de
www. wikipedia.com).
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La estrategia de un algoritmo de punto interior es la siguiente: una vez conocida
la region de factibilidad y un punto inicial e interior a esta regién, se debe definir
un modo de progreso en una direccién que permita mejorar el valor de la funcion
objetivo, de manera tal que el nuevo punto siga siendo factible e interior. Este proceso
se debe repetir hasta que no pueda haber una mayor mejora en el valor de la funcién
objetivo. El término “interior”significa que este método se acerca a la frontera del
conjunto factible solamente en el limite. Se acercan a la solucién desde el interior o el
exterior de la region factible, pero nunca tocan su frontera.

Los algoritmos de punto interior se dividen en los siguientes tipos principales, aunque
no se dedicard espacio aqui a explicar cada uno de ellos:

( eShort-Step
*Path-Following ¢ eLong-Step

Métodos de Punto Interior . sPredictor-Corrector

*Affine Scaling

*Potential Reduction

[ *Cutting Plane

3.4.1. Algoritmo Predictor-Corrector de Mehrotra

En esta seccién se describe un algoritmo de punto interior de tipo predictor-
corrector, que en la actualidad es la base de muchas implementaciones de software. Es
un algoritmo primal-dual, lo que significa que se calculan las soluciones del problema
primal y dual, al mismo tiempo.

Considérese ahora un (LP) y su dual en la siguiente forma estandar:

min CTX, méax BTY,
s.a. AX = B, s.a. ATY + S =C, (3.6)
X >0. Y > 0.

Las soluciones primal-duales de 3.6 cumplen el siguiente sistema de condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) con F : R — R*" ™ [NW06]:

ATY + S - C
F(X,Y,S)=| AX-B | =0, (3.7)
X154
X,8>0, (3.8)

donde X? = diagonal(zy,...,1,), S¢ = diagonal(sy,...,s,) ye=(1,1,...,1)T. Los
métodos primal-duales generan puntos (X%, Y* S¥) en cada iteracién, que satisfacen
la ecuacién 3.8 en el sentido estricto. Las soluciones de 3.6 se obtienen resolviendo el
sistema anterior mediante variantes del método de Newton, de manera que (X, S) > 0.
Como el sistema 3.7 es no lineal, se aplica el método de Newton para sistemas no
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lineales, con lo cual la direccién de bisqueda (AX, AY,AS) se halla resolviendo el
siguiente sistema, donde J es el jacobiano de F y el punto (X,Y,S) cumple que
(X,8) > 0:

0 AT 17 [AX 0
A 0 oflAy|= 0o . (3.9)
si0 X |AS — X185

El paso en esta direccién no se puede hacer completo, porque violaria la restriccién
(X,S) > 0, asi que el nuevo punto es (X,Y,S) + a(AX,AY,AS), y « se halla ha-
ciendo una busqueda lineal en la direccién de Newton. Sin embargo, la direccién de
Newton pura no ofrece mucho progreso en la bisqueda de la solucion éptima. Es por
esto que los métodos primal-duales sesgan la direccién de buisqueda dentro del or-
tante (X,.S) > 0 de manera tal que se pueda avanzar més en la direccién, y al mismo
tiempo, no dejan que los componentes de (X, S) se acerquen mucho a la frontera del
ortante.

El camino central C es un arco de puntos estrictamente positivos que esta parametriza-
do por un escalar 7 > 0. Cada punto (X,,Y,,S;) en C cumple estrictamente la de-
sigualdad 3.8 y ademas, el sistema 3.7 con la diferencia que X?S% = te. De esta
forma, también se puede definir C como:

0
F(X,,Y,;,8) =101, (X.,5,)>0. (3.10)

TE

Si C converge a algin punto cuando 7 tiende a cero, entonces debe converger a una
solucion primal-dual de 3.6. Lo que hacen los algoritmos primal-duales es tomar pasos
de Newton hacia puntos en C para los cuales 7 > 0 en vez de tomar la direcciéon pura
de Newton. Esto se explica porque los pasos de Newton hacia los puntos en C son
sesgados hacia el interior del ortante definido por (X, S) > 0, y por consiguiente se
pueden tomar pasos mas grandes en esta direccion antes de violar las condiciones de
positividad.

Esta direccion de busqueda sesgada se describe de la siguiente forma: se introduce un
pardmetro de centrado o € [0;1] y una medida de dualidad pu:

1 o XTs

Poniendo 7 = opu y aplicando nuevamente el método de Newton al sistema 3.10, el
paso (AX,AY,AS) es un paso de Newton hacia el punto (X,,, Y5, Sy.) € C (v no
hacia el punto que satisface las condiciones de KKT), y se halla resolviendo:

0 AT I AX 0
A 0 o0 |Ay| = 0 . (3.12)
St 0 X4 |AS —X4S% + ope

Cinvestav Departamento de Computacion



Programacion Lineal 39

Hasta ahora se ha asumido que el punto inicial (X° Y 5%) es estrictamente factible,
pero la mayoria de las veces un punto asi es dificil de encontrar. Si se definen los
residuos para las dos ecuaciones lineales del sistema de KK'T como:

rpg=AX - B, r¢ =AY +S5—C, (3.13)

entonces, el sistema de ecuaciones 3.12 para hallar el paso se convierte en:

0 AT 1 AX —Tc
A 0 0 AY | = —rp : (3.14)
St 0 X4 |AS — XS + ope

Las caracteristicas principales del algoritmo predictor-corrector de Mehrotra [Meh92]
son dos: (1) se anade un corrector a la direcciéon de busqueda para que el algoritmo
siga una trayectoria mas cercana al conjunto de soluciones de 3.6 y (2) el pardmetro
de centrado se escoge luego de calcular la direccién de busqueda. En cada iteracién, se
calcula el predictor (que es la direccién de bisqueda pura de Newton) y se evalia cudn
util resulta como direcciéon de busqueda. Si esta direccion provoca que u se reduzca
sin violar las condiciones de positividad (X, S) > 0, se necesita poco centrado y por
consiguiente, se toma ¢ cercano a cero, para luego calcular una direccién de busqueda
centrada con este valor de o. Si, por el contrario, la direccién pura de Newton no es
productiva, entonces se escoge el pardmetro de centrado o cercano a 1.

Primero se calcula el predictor (AX%// AY % AST) poniendo o = 0 en la ecuacién
3.14:

0 AT 1 AXaff —Tc
A 0 0| |AYY | =] —rp |. (3.15)
S40 X4 | ASYS —X45%e

Como las matrices A, X9y S? son grandes y esparcidas, este sistema de ecuaciones se
reformula para poder trabajar con matrices més pequenas, compactas y simétricas:

SINXT 4 XIASTS = X8,
XIANSY = _gIAXT _ xdgde,
(XHXIASY = —(XH)TLSIAXT — (X4 ~LX4G e,
ASY = (XN TLSIAX T — Sl
ASY = —§ — (XHTLSIAXIT (3.16)

De la segunda y primera filas de la matriz del sistema 3.15 se obtienen las siguientes
ecuaciones:

AAXYT = —rp, (3.17)
ATAY T 1 ASHT = g, (3.18)
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Sustituyendo 3.16 en 3.18:

ATAY T — (54 (X)) THSIAXYT) = =1,
ATAY T (XD TLSIAX Y = —rg + S, (3.19)

Teniendo en cuenta que las matrices S? y X? son diagonales y no singulares, denote-
mos:

D = (597 2(Xx%):. (3.20)
El producto de matrices diagonales es conmutativo:
D2 — (Sd>_1Xd,
D72 = ((SH1 XN = (x4 ~tg? (3.21)

Entonces, se tiene la ecuacion:
ATAY YT — D2PAXY = —pp 4 8. (3.22)

De las ecuaciones 3.16, 3.17 y 3.22 se obtiene el siguiente sistema equivalente a 3.15:

0 A ][AyeS —rp
[AT —D—2] [Axaff} = {—rc+s} ’ (3:23)
ASY = -8 — (XHTLelAX T (3.24)

Para evitar resolver también este sistema de ecuaciones, se puede eliminar AX//
del mismo. Para esto, se multiplica la ecuacién 3.22 por AD? = A(S4)~1X? por la
izquierda:

AD?*ATAY T — A(SH XU XD TISIAXY = —AD?*re + A(S?) XS,
AD*ATAY T — AAXT = A(—(SH 1 X% ¢ + (S 71X 1S%).
Sustituyendo AAX*f = —rg. se obtiene:
AD?*ATAY Y = —pp + A(—(SH) T X %q + (S TLSIX e),
AD*ATAY YT = —pp 4+ A(—(SY) ' X%¢ + X). (3.25)
De la ecuacién 3.18 se puede despejar ASe//:
ASY = —ro — ATAY T, (3.26)
Finalmente, de la ecuacion 3.16 se tiene:
(XH1SIAXYT = —5 — AST
(ST XUXNTTSAXYTT = —(S) T XS — (89T XIASY
AXT = (5971 x45%e — (ST TIXIASYT
AXYT = X — (8971 xIAST (3.27)
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Las ecuaciones 3.25, 3.26 y 3.27 forman el siguiente sistema equivalente a 3.15:

AD*ATAY ) = —pp 4+ A(—(SY) ' X% + X),
ASY = —po — ATAY Y (3.28)
AX = X — (SHTLXIAST,

La mayoria de las implementaciones de cualquier método primal-dual se basa en sis-
temas de este tipo, que usan algoritmos de Cholesky para factorizar matrices esparci-
das en un producto LU. Con ayuda de esta factorizacion, se obtiene luego facilmente la
incognita AY gracias a que las matrices L y U son triangulares. Debe tenerse cuidado,
no obstante, al aplicar la factorizacién de Cholesky porque la matriz AD?A” puede
ser singular o cercana a singular (ill-conditioned) [NWO06].

En este punto, ya se ha calculado el predictor (AX*/ AY%/'/ AS*T). Luego, hay
que calcular cuanto se puede ir en esta direccion sin violar las condiciones de no nega-
tividad que deben cumplir X y S, es decir (X,5) > 0 y con una cota superior de
1. Esto se denotard por oy y ai’ﬁl. Los superindices pri y dual hacen referencia a
que se tomaran diferentes longitudes de paso para las variables del problema primal
y dual”:
o, = min (1 min ——z> (3.29
o Vinattico Azl )

dual _ ¢ < . Si )
aty =min (1, min ————). 3.30
/7 iasil <o AstY (3.50)

Se define p,5p como el valor de p1 que se obtendria con un paso completo hacia la
frontera: A
(X + a2 AXYINT(S 4 qdual ASaTT)
Hagf = I il . (3.31)

n

Se le asigna al parametro de centrado o el valor:

o= (%)3 (3.32)

Este valor tiene la siguiente propiedad: cuando se hace un buen progreso en la direc-
cién del predictor, parr < pt, y por ende, o es un valor pequeno (se necesita poco
centrado) y viceversa.

El corrector se obtiene reemplazando el lado derecho de la ecuacién 3.15 por el vector
(0,0, —(AXH T (ASDa/Te). Por otra parte, el centrado requiere el vector (0,0, opue).
El paso completo de Mehrotra incluye los componentes del predictor, el corrector y
el centrado, y lo que se hace es anadir los tres vectores correspondientes para obtener

"Es equivalente plantear: as;if = méx{a € [0;1] | z; 4+ aAz?T > 0Vi € [1;n]}, y la férmula

analoga para afl“;‘}l.
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de esta forma el siguiente sistema de ecuaciones®:

0 AT I AX —Tc
A 0 o] |ay|= _rg . (3.33)
St 0 X |AS —Xd8de — (AXHWI(ASN) e + ope

Andlogamente a lo que se hizo anteriormente para transformar el sistema 3.15 en
un sistema de ecuaciones equivalente conformado por las ecuaciones 3.23 y 3.24, se
obtiene lo siguiente (D sigue teniendo la definicién anterior):

0 A AY o —TB
AT —D72| |AX|  |—rc+ S+ (X)) HAXH)I(ASHY e — ou(XT)tel|”
AS = -8 — (X)T'SIAX — (X)) THAXDYY(ASY) Y e+ op(X?) e,

También se obtiene un sistema equivalente al de la ecuacién 3.28, en el cual el paso
costoso es la factorizacién de Cholesky de la matriz AD?AT:

AD?ATAY = —rp 4+ A(—(SH ' X% + X + (S HAXHT(ASHY e — opu(ST) 7 e),
AS = —rg — ATAY, (3.34)
AX = —X — (Sd)_leAS . (Sd)_l(AXd)aff(ASd)affe + O',U(Sd>_1€.

Los pasos mas grandes que pueden darse en estas direcciones sin violar las condiciones

de no negatividad (X, S) > 0 se calculan andlogamente a como se calcularon afg}} y

dual ; .
Q,ry anteriormente:

k

) "
pri s 7 7
«Q —min (1, min — ) 3.35

max < 7i:Ami<0 A.TZ ’ ( )

sk
adual — min (1, min —— ) (3.36)

max i:ASi<O Asi

Las longitudes de paso para las variables primales y duales, respectivamente, se esco-
gen de la siguiente forma:

o7 = min(1, all,), (337
adual — min(1, natualy. (3.38)

El valor n € [0.9,1.0) se escoge tal que n — 1 cerca de la solucién, para de esta
forma acelerar la convergencia asintdtica. Se puede escoger n = 0.99 segin [Wri97].
Como criterios de parada, se pueden evaluar la factibilidad primal y dual, entre otras
condiciones.

8Los componentes del predictor, el centrado y del corrector se obtienen resolviendo sistemas de
ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes, y como son independientes el uno del otro, no
es necesario calcularlos separadamente. Se combinan en una unica direccién anadiendo los vectores
correspondientes a la derecha de las ecuaciones.
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Algoritmo de Mehrotra
Escoger el punto inicial (X°,Y? 5%, tal que (X°,S5%) > 0°.
for k=0,1,...,

(X,Y,8) = (X°,Y°, 5°);

Resolver 3.15 para (AX%/ AY ¥/ Asa/f);

Calcular ozgjff, a8y piags como en 3.29 y 3.30;

Calcular el parametro de centrado o segin lo senalado en 3.32;

Resolver 3.33 para (AX, AY,AS);

Calcular o™ y e como en 3.35 y 3.36;

Hacer: X*1 = X* 4 o AX;
Hacer: YA = Yk 4 qdud AY
Hacer: Sk = SF + qfual AS;

end for.

3.5. Programaciéon Entera

La programacién entera (PE) es un término que se utiliza para los modelos de
programacién matematica cuyas variables (todas o solamente algunas) estan condi-
cionadas a tomar valores enteros. En muchos campos de la vida real, surgen problemas
como éstos, donde las variables de decisiéon son inherentemente enteras, debido a la
naturaleza del problema de toma de decisién. Se debe entonces considerar el siguiente
problema de optimizacion lineal:

min CTX
L1y

s.a. AX = B,
x; >0 VYie[ln], x; € 7, para todos o algunos i € [0, n].

Cuando todas las variables estan restringidas a tomar valores enteros, es un problema
puro de programacion entera. Si, por el contrario, s6lo algunas variables estan condi-
cionadas a la integridad, se esta tratando con un problema mixto de programaciéon
entera. Si las variables deben tomar valores de ceros o unos solamente, entonces se
trata de un problema de programacién entera binaria.

3.5.1. Relajaciéon Lineal de un PE

Dado un problema de programacién entera (IP), existe un problema de progra-
macion lineal asociado llamado problema relajado (linear relazation) (LR). Este

9Para mas detalles, véase [Meh92]-pag 589.

Cinvestav Departamento de Computacion



44 Capitulo 3

problema es el mismo (IP) salvo que las restricciones de integridad son eliminadas.
Sean Opt(IP) y Opt(LR) los valores de la funcién objetivo evaluada en la solucién
6ptima de (IP) y (LR), respectivamente. Como el problema (LR) es menos restrictivo
que (IP), se cumple lo siguiente [BKO05]:

1. Si (IP) es un problema de minimizacién, entonces Opt(LR) < Opt(IP).
2. Viceversa, si (IP) es un problema de maximizacion, entonces Opt(LR) > Opt(1P).
3. Si (LR) no tiene solucién, entonces (IP) tampoco la tiene.

4. Si todas las variables en una solucién 6ptima de (LR) tienen valores enteros,
entonces ésa solucion es 6ptima para (IP) también.

5. Si los coeficientes de la funcién objetivo son enteros, entonces para los problemas
de minimizacién, Opt(IP) > [Opt(LR)]. Para problemas de maximizacion,
Opt(IP) < |Opt(LR)].

Por lo tanto, resolver el problema relajado (LR) puede ser 1til, pues provee una cota
para el valor de la funcién objetivo de (IP) y pudiera obtenerse la solucién éptima
para (IP) si la solucién éptima resulta ser entera.

3.5.2. Ramificacién y poda

La técnica conocida como Ramificacién y Poda (branch and bound) ha sido am-
pliamente utilizada para resolver los problemas de PE. Este procedimiento se basa
en la divisién del problema en subproblemas (ramificacién) mientras el 6ptimo no sea
una solucién factible entera.

La Ramificacion y Poda es un método general de bisqueda. Comienza considerando el
problema original con la regién factible completa sin las restricciones de integridad, es
decir, considerando el problema relajado. Si la solucién 6ptima encontrada es entera,
el procedimiento ha terminado. En caso contrario, la regién de factibilidad se divide
en dos o mas regiones (ramificacién). Se resuelve cada uno de los subproblemas, y
si uno de ellos satisface las restricciones de integridad, el problema ha sido resuelto
pero no se puede garantizar su optimalidad. Si no satisface dichas restricciones, el
valor de la funcién objetivo aporta una cota superior o inferior del 6ptimo, segin
sea el problema de maximizacién o minimizacién. Si el valor de dicha cota es peor
que la mejor cota obtenido hasta el momento, no hara falta seguir explorando este
problema (poda). Este procedimiento se resuelve de modo iterativo para cada uno de
los subproblemas generados. Para més informacion sobre como seleccionar la variable
a partir de la cual se hara la ramificacién, y cual subproblema resolver primero, véase

[HLO5).

Cinvestav Departamento de Computacion



Programacion Lineal 45

A continuacion a modo de ejemplo, considérese el siguiente problema mixto de PE:

max 7xy + 3xy + 43,

5.a. 3x1 + 219 — 23 < O,
Tr1 + 229 <8, (3.39)
229 — 3x3 <9,
21,23 € LT, 29 > 0.

La solucién del LR es (1.1428,0, 3) y el valor de la funcién objetivo evaluada en este
vector es z = 14.2857. Como la soluciéon no es entera, se deben generar dos nuevos
subproblemas mediante la adicién de las restricciones 1y < 1y x; > 2 al problema
original 3.39, una para cada subproblema. En la Figura 3.4 se muestra el método de
ramificacién y poda aplicado a este ejemplo.

Problema 1.
Solucién: (1.1428, 0, 3)
z = 14.2857

.73'122
ZL‘1§1

Subproblema 2.
Solucién: (1, 1.5, 2.667)

Subproblema 3.
No es factible

z = 14.1667
T3 2 3
T3 < 2
Subproblema 4. Subproblema 5.
Solucién: (0.714, 1.5, 2) Solucién: (1, 0, 3)
z = 9.42857 z = 14

Figura 3.4: Ramificacién y poda para el ejemplo 3.39.

La solucién del LR del segundo subproblema es (1, 1.5,2.667) y el valor de la funcién
objetivo evaluada en esta solucién es z = 14.166. Esta es una cota superior més
ajustada, aunque la solucién atin no es factible puesto que x3 ¢ Z*. Por otra parte,
la relajacién del tercer subproblema no tiene solucion, por lo que esa rama se poda.
El proximo paso es ramificar el segundo subproblema anadiéndole las restricciones
x3 < 2y x3 > 3. La relajacién del cuarto subproblema es (0.714,1.5,2) y el valor
de la funcién objetivo evaluada en esta solucion es z = 9.42857, mientras que la
relajacién del quinto subproblema es (1,0, 3), para la cual z = 14. Como esta tltima
solucién es entera, y ademads la cota superior que provee el cuarto subproblema es
inferior a la del quinto subproblema, se concluye que (1,0,3) es la solucién 6ptima
del problema original.
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3.5.3. Planos cortantes

Los métodos del plano cortante (cutting planes) se utilizan para resolver pro-
blemas de programacion entera. El método consiste en relajar los problemas enteros
a problemas de Programacién Lineal. Si la solucion resultante del problema es entera,
el problema ha sido resuelto. En caso contrario, se plantea una nueva restriccién
(plano de corte), que se anadird al problema. Estas nuevas restricciones pretenden
“relajar”las aristas que dan soluciones no enteras; es decir, eliminar las soluciones
fraccionarias, sin eliminar ningtuna soluciéon entera. El nuevo problema se vuelve a
resolver como problema de Programacién Lineal y el proceso anterior se repite hasta
que la solucién es entera. Aunque se ha demostrado que el niimero de cortes necesarios

para garantizar la optimalidad es finito, en realidad la convergencia es un poco lenta
[HLO5].

A continuacién se muestra el fundamento geométrico del método para el siguiente
ejemplo sencillo:

max 7x; + 10x,,

s.a.7xy + xo9 < 35,
— 1 + 322 <6, (3.40)
x1,22 2 0,

1,2 € Z.

Las siguientes figuras muestran el procedimiento iterativo de los planos de corte para
el ejemplo anterior. Con dos cortes, se alcanza la solucién éptima entera que es (4; 3):

Xo Xo X2

119° corte

+ er

corte

=

Regi 6n
factible
L] [) ()

1" corte

24 s /.

Regi 6n
factible
{ ] [ ] [ ]

factible
({ ] [ ] (] L 2

Figura 3.5: Idea del método de los planos cortantes para el ejemplo 3.40.

3.5.4. Algoritmo de Balas

Los problemas de programacion lineal entera binaria pueden ser resueltos usando
cualquiera de las técnicas generales de programacion lineal como el método de planos
cortantes de Gomory [Gom58]|, el método de ramificacién y poda de Land y Doig
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(branch & bound) [AHL60] (introduciendo la restriccion adicional de que todas las
variables tienen que tomar valores de ceros o unos), la programacién dindmica y la
relajacion Lagrangiana. No obstante, los métodos que han sido desarrollados original-
mente para resolver problemas generales de programacion lineal entera, no aprovechan
las caracteristicas especiales de los problemas de programacion lineal binaria. Para
resolver estos problemas mas especificos de manera maés eficiente, han sido propuestos
varios métodos. Uno de ellos es el algoritmo de Balas.

El algoritmo aditivo de Balas fue formulado en 1965 para resolver un problema puro
de programacién lineal entera binaria [Bal65]. En este algoritmo, todas las posibles
soluciones (2") son enumeradas ya sea explicita o implicitamente. La eficiencia del
método estriba en la estrategia que adopta, de seleccionar sélo unas pocas soluciones
para enumeracion explicita. El método comienza asignando a todas las variables el
va- lor de cero, y consiste en un procedimiento sisteméatico de asignaciones sucesivas
a ciertas variables del valor 1, de tal forma que luego de tratar una pequena parte de
todas las posibles combinaciones, obtiene o una solucién 6ptima, o una evidencia del
hecho que no existe tal solucién 6ptima. Basicamente, es un enfoque de ramificacién
y poda, pero aplicado al problema especifico de la programacion entera. Este enfoque
se denomina enumeracién implicita. La palabra implicita significa que, aunque no se
enumeren todas las soluciones, no es posible que se ignore una posible solucion éptima
por causa de la exclusién de otras soluciones.

El algoritmo de Balas no es eficiente en términos de requerimientos de almacenamien-
to [Pet67, Geo67], debido a la forma en que se lleva el registro de las soluciones que
han sido ya enumeradas y/6 excluidas. Es por eso que aqui se ha decidido emplear la
reformulacién de Geoffrion del algoritmo aditivo de Balas [Geo67].
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Capitulo 4

Enfoque de Programacién Entera
Binaria al problema de la

Asignacion

4.1. Modelo de Tareas

En este trabajo de tesis, se tratard el problema de planificar un conjunto 7 =
{r1,...,7,} de n tareas en un nimero fijo de m procesadores de caracteristicas idénti-
cas. Se considerara un sistema de tiempo real critico, es decir, que todos los plazos
deben cumplirse a fuerzas, y la planificacién se realizara fuera de linea. Las tareas
no comparten recursos y no tienen relaciones de dependencia. Ademas, se conocen a
priori los siguientes parametros que caracterizan al conjunto de tareas:

= (;: el tiempo de ejecucién de la tarea 7;,
= T;: el periodo de la tarea 7;, y
Y = % la utilizacién de la tarea ;.

Ademas, la planificacion se realizara bajo el esquema particionado, de forma tal que
en cada procesador las tareas asignadas se planificaran bajo el algoritmo EDF. La
prueba de planificabilidad que se usara sera la condicion necesaria y suficiente de Liu
y Layland para EDF del Teorema 2.10.

Se considerara que no se puede dividir ninguna tarea en partes y que no habra mi-
gracion a nivel de instancias de tarea, o sea, que cada tarea debe asignarse en su
totalidad a un sélo procesador (y todas sus instancias deberan ejecutarse en él), o a
ninguno, en el peor caso.
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4.2. Modelo Matematico

Denotemos por:

. — { 1 si la tarea 7; es asignada al procesador 7,
! 0 en caso contrario.

(4.1)

Figura 4.1: Asignacion de las n tareas a los m procesadores.

La Figura 4.1 puede esclarecer la formacion de la funcién objetivo y las restric-
ciones para el modelo matematico de la planificacién multiprocesador bajo el modelo
de tareas especificado en la seccién anterior. El objetivo aqui es maximizar la uti-
lizacién de los procesadores. Cuando la utilizacién total no sobrepasa la capacidad
total disponible, esto es equivalente a maximizar el niimero de tareas a asignar a los
procesadores. Esto es, se necesita maximizar la siguiente funcion:

ﬁ:%(i)(zg) (4.1)

Ademas, cada tarea puede ser asignada solamente a un procesador o a ninguno, puesto
que no se pueden dividir en partes. Esto es, para cada ¢ € [1,n] se tiene que se debe
cumplir la siguiente ecuacién:

Z X; <1. (4.2)
j=1

En cada procesador, para que las tareas asignadas puedan ser planificables bajo EDF,
se debe cumplir la prueba necesaria y suficiente de planificabilidad dada por Liu y
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Layland del Teorema 2.10. Esto significa que para cada j € [1,m], se debe cumplir
que las utilizaciones de las tareas asignadas al procesador j-ésimo no sobrepasen 1:

i=1

Entonces, el problema de la asignacion puede modelarse como el siguiente problema
de optimizacion lineal entera binaria con m xn variables binarias y m+n restricciones:

méxiui<i)(ij> (4.4)

s.a. ZuiXij <1, j=1,...,m, (4.4a)
i=1
Y Xy <1, i=1...n, (4.4D)
j=1
X;€{0,1}, i=1,...,n,j=1,...,m. (4.4c)

4.3. Algoritmo propuesto

Proponemos que aqui se aplique la versién de Geoffrion del Algoritmo de Balas da-
da en [Geo67], conjuntamente con algunas modificaciones que se le realizaron, basadas
en los conocimientos del problema especifico de la planificacién multiprocesador. Es-
tas modificaciones se detallaran en la Seccion 4.4.

El algoritmo de Geoffrion-Balas [Geo67] se aplica a un problema puro de programacién
lineal entera binaria, especificado en la forma estandar:

min C7 X (4.5)
s.a. B+ AX >0, (4.14a)
2 =061 Vielon], (4.14b)

donde C' es un vector n-dimensional, B es un vector m-dimensional, A es una matriz
de tamano m X n y X es un vector de variables binarias. Cualquier X binario se
considerard una posible solucién del problema anterior. Si esta solucién X ademés
satisface las restricciones de desigualdad, entonces es una solucion factible. Una
solucién factible que minimiza el valor de la funcién objetivo CT X sobre todas las
demas soluciones factibles, se denomina una solucién factible 6ptima.

Para reducir el problema de optimizacién lineal entera binaria 4.4 a la forma estandar
que se necesita para aplicar la reformulacion del algoritmo de Balas dada por Geoffrion
[Geo67], se necesita el siguiente cambio de variables:
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De manera que la funcién objetivo se convierte en:
min — Z Z(l —Y,;;) = min Z Z(UiYi]’ —u;) = minz Z(ulY;J) (4.7)
i i i

Sustituyendo 4.6 en 4.2, se tiene:

1-Y)+(1—=Y)+...+(1 =Y <1, Vie[l,n]. (4.8)
Es decir, se obtienen las n restricciones siguientes:
Yao+...4+ Y+ (1—m)>0,Vie]lln] (4.9)
Sustituyendo 4.6 en 4.3, se obtiene:
u (1 —=Y,) Fua(l —Ya,) + ... +u,(l =Y, <1, V5 €[l,m]. (4.10)

De manera que las m restricciones relativas a la prueba exacta de planificabilidad
para EDF son:

wYij+ Yo+ (1= ) >0, V) € [1,m]. (4.11)
i=1
Asi, se tiene el problema en la forma estandar que se requiere para aplicar el algoritmo
de Geoffrion, con las variables Y;; binarias:

minz Z%‘Yij (4.12)
(N

s.a.ZY;j—l—(l—m)EO, 1=1,...,n, (4.6a)
j=1
dwYy+ (1= w)>0, j=1,...m (4.6b)
i=1 i=1

El (1) x (n x m) vector BT es:

n

(}—m,...,l—nz,l—zn:ui,...,l—z:ui). (4.13)
~ i=1

n veces i=1

n'g
m veces

Y la (n+m) x (n X m) matriz A tiene la siguiente forma:

i1 ...1.0 0O ....0 ....0 O ... 0
o o0 ... 011 ....1 ... 0 O 0
0 0 0 0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 (4.14)
u; 0 0 u O 0 u, 0 0
0 up 0 0 ws 0 0 u, 0
0O 0 ... uyz 0 O ... up ... 0 0 ... u,
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4.3.1. Reformulacion de Geoffrion

Las principales ventajas de la reformulaciéon de Geoffrion del algoritmo de Balas
son las que se citan a continuacion:

1. El algoritmo requiere una cantidad considerablemente menor de memoria de
almacenamiento que el algoritmo de Balas original.

2. La tunica operacion matematica que se realiza es la adicion, lo cual evita los
errores de redondeo y los manejos de operaciones con matrices.

3. Usualmente se tiene una solucién factible almacenada (aunque quizds no la
6ptima) si por alguna razén los célculos deben ser interrumpidos antes de llegar
a término. De hecho, la solucién disponible cuando sean detenidos los célculos
puede ser 6ptima (o llevar a la éptima): el tiempo requerido para el resto de
los calculos puede ser suficiente para probar la optimalidad de la solucién por
medio de la enumeracién exhaustiva del resto de las soluciones posibles.

4. Es posible monitorear cuantas soluciones han sido implicitamente enumeradas.

5. Existen numerosos modos de particularizar el algoritmo, empleando conocimien-
to previo relativo a problemas especificos.

6. También se pueden manejar funciones objetivo no lineales.

Definicién 4.3.1. Sea V C {1,...,n}. Una solucion parcial S para el problema 4.5
es una asignacion de valores binarios a un subconjunto de las n variables:

S={koé —k|keV}, (4.15)
donde k denota que i =1, y —k denota que xy = 0.

Definicién 4.3.2. Las variables libres en la solucion parcial S son las que no tienen
valores asignados, o sea, pertenecen a V¢ ={k € {1,...,n} | k¢ V}.

Definicién 4.3.3. Un completo de la solucion parcial S consiste en una solucion que
esta determinada por S conjuntamente con una especificacion de valores binarios de
las variables libres:

Su{ké —k|VkeVC} (4.16)

El conjunto de completos de S (denotado por SC) estd determinado por todos los
posibles conjuntos de la forma anterior. De esta manera, una solucién parcial S con
p elementos, determina un conjunto de 2"7P posibles completos. Véase la Figura 4.2
para una representacion de las soluciones parciales y sus completos en un problema
con cinco variables binarias.

Cinvestav Departamento de Computacion



54 Capitulo 4

Completos de la solucion S

Figura 4.2: Soluciones parciales y completos en un arbol de enumeracion.

Definicién 4.3.4. El mejor completo factible de la solucion parcial S es aquel que
minimiza el valor de la funcion objetivo entre todos los posibles completos factibles de
S:
min ~ CTX. (4.17)
XeSC,AX+B>0
Definicién 4.3.5. Se dice que la solucion parcial S estd sondeada si ocurre una de
las dos situaciones siguientes:

1. Si se puede determinar el mejor completo de S y éste es mejor que la mejor
solucion que se conoce hasta el momento, ¢

2. si se determina que S no tiene ningun completo factible mejor que la mejor
solucion que se conoce hasta el momento.

El método genera una sucesién de soluciones parciales y considera, simultdneamente,
todos sus completos. A medida que se desarrollan los calculos, se encuentran soluciones
factibles de cuando en cuando, almacenédndose siempre la que provee un menor valor
de la funcién objetivo.

Teorema 4.3.1. [Geo67] El procedimiento de enumeracion implicita de la Figura 4.3
conlleva a una sucesion no redundante de soluciones parciales, y termina solamente
cuando todas las 2" soluciones han sido implicitamente enumeradas.

La idea del algoritmo de Geoffrion-Balas radica en moverse por el arbol de soluciones,
tratando de sondear cada solucién parcial (poda). Si una solucién parcial no se puede
sondear, se desciende ain mas por una de las dos ramas del arbol que parten de
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S =190

[ Nueva iteracion }

Paso
1:(Poda)
Se puede
sondear

S7?

si

Paso 3: (verificacion de solucion

Paso 2: (Ramificacién) candidata) Si se ha encontra-
Aumentar S por alguna do el mejor completamiento de
variable libre (j 6 —j). S y es mejor que la mejor solu-

cion almacenada, reemplazar ésta.

' . , N
Paso 4: Localizar el elemento més

a la derecha en S que no estd sub-
rayado. Si no existe ninguno, ter-
minar. De otra forma, reemplazar
ése elemento por su complemento
subrayado y eliminar de S los ele-
mentos a la derecha de ése elemento.

Figura 4.3: Procedimiento de backtracking para enumeraciéon implicita.

esa solucién parcial (ramificacién), hasta que eventualmente, un nodo esté sondeado.
Cuando ésto sucede, se toma la otra rama del nodo padre al nodo sondeado y se
continia la busqueda. Este es un algoritmo de ramificaciéon y poda especifico para el
caso de variables binarias.

Como se ve, es un procedimiento de vuelta atrds (backtracking). Esta es una técnica
muy conocida de programacion para hacer una busqueda a través de todas las configu-
raciones posibles dentro de un espacio de busqueda. En los algoritmos de este tipo,
sistematicamente se construyen soluciones candidatas para abandonarlas, tan pronto
se determine que éstas no pueden ser completadas para formar una solucién valida
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del problema.

En el paso 1 de la Figura 4.3, se debe tratar de sondear la solucién parcial S, hallando
su mejor completo factible, o bien, determinando que ningin completo factible de S
es mejor que la mejor solucion que se tiene almacenada hasta el momento. Pero es
muy dificil hallar el mejor completo factible de una soluciéon parcial.

El completo trivial de una solucién parcial es aquel en el que todas las variables libres
toman el valor de cero. Si el completo trivial resulta factible, éste es el mejor completo
de S. Puesto que se estd minimizando la funcién objetivo, es éste completo el que
provee el menor valor de C'X, pero no se asegura que sea factible (que cumpla con
las restricciones del problema). Lo que se hard aqui es evaluar la factibilidad de ese
completo trivial, y en caso que no resulte factible (porque algin elemento del vector
Y¥ = AX® + B fue negativo), no se hara nada mas para encontrar un mejor completo
factible de S (este es el paso la de la Figura 4.5). En cambio, se tratara de determinar
que ningun completo de S es mejor que la mejor solucién almacenada. En este caso,
serd imposible completar S dandole valores a las variables libres de forma tal que se
eliminen todas las infactibilidades de X, y atin mejorar la cota z.

Para demostrar que S es imposible de completar en esta forma, se deben contemplar
las variables libres a las que se le pueden dar el valor de uno, tal que su coeficiente
asociado en la matriz de restricciones sea distinto de cero, y tal que mejoren la cota de
la funcién objetivo. Si el coeficiente asociado a una variable libre en la fila i-ésima de
la matriz de restricciones es distinto de cero, al darle el valor de uno a esta variable, se
estard tratando de eliminar la infactibilidad dada por el valor negativo del elemento
i-ésimo del vector Y°. Si también se mejora la cota de la funcién objetivo al darle el
valor de uno, ésta variable libre serd una posible candidata para agregarla a S en el
paso 2 (Figura 4.3).

Entonces, se debe calcular el conjunto que se denotard por 7%, que es el conjunto
de variables libres que pudiesen eliminar las infactibilidades de las restricciones, y al
mismo tiempo, mejorar la cota de la funcién objetivo:

T5={j eV | CX%+c;<zy Ay >0,iestal que Y <0} (4.18)

Al darle el valor de uno a alguna variable libre que no esté en el conjunto T, se
obtendria un mayor valor de la cota Z, o bien, no contribuiria a disminuir una in-
factibilidad en Y. Por lo tanto, si T resulta vacio, no existe ningin completo de
S mejor que la mejor soluciéon almacenada, y S estaria sondeado. De igual forma, S
estarfa sondeado si para algin i tal que Y;° < 0, se cumple:

Y+ > Ay <0, (4.19)
jeTs

pues no habria forma de seleccionar variables libres para eliminar las infactibilidades
de las restricciones (valores negativos de los elementos de Y*). Véase en la ecuacién
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anterior, que, si por mas que se le puedan sumar coeficientes a Y;°, no se elimina la
infactibilidad, entonces no tiene sentido seguir anadiendo valores a S y por tanto, se
poda la rama.

Resumiendo, los criterios de sondeo (6 poda) son los siguientes:
» Si Y® >0, pues se habra encontrado el mejor completo de S.

» Si T7° = () 6 se cample la Ecuacién 4.19 para algin i tal que Y;° < 0, pues no
habria forma de eliminar las infactibilidades de las restricciones.

En el paso 2, correspondiente a la ramificacién, (Figura 4.3), se deben anadir a S
una o mas variables libres, de forma tal que se disminuya lo més que se pueda la
infactibilidad de la solucién parcial. Una opcién es aniadir la variable libre j, € T
(con valor de uno) de forma tal que la siguiente expresién sea un maximo algebraico:

m+n
> min{Y; + A;;,0}. (4.20)
i=1
Para llevar la cuenta de los sondeos, se introduce una notacién de subrayados como
se explicara a continuacion:

Supéngase que, en la iteracion k-ésima, S* ha sido sondeado. De acuerdo al algoritmo
de la figura 4.3, se procede entonces al paso 4 (vuelta atrds). Debe almacenarse el
conjunto S*, para poder tener suficiente informacién sobre cuantas soluciones han sido
explicitamente enumeradas. El método genera una sucesion de soluciones parciales no
redundantes porque cada S**! se construye de forma tal que contenga al menos un
elemento complementario a alguno de los que estdn en S*. S**! se toma como S*,
con su ultimo elemento multiplicado por -1 y subrayado. O sea, si la ultima variable
en S* tenfa valor de uno, en S**! tendra el valor de cero y viceversa.

{3,2}

N
N

ramificacid

backtracking~
{3,2,5} {3,2, =5}

Figura 4.4: Tres soluciones parciales consecutivas.

En la figura 4.4 se representan tres soluciones parciales consecutivas resultantes del
algoritmo. Lo que hace el método aplicado al ejemplo de la Figura 4.4 es anadir la
variable 5 con valor de uno al no poder sondear S;_;. Después, se pasa a una nueva
iteracién en la que se puede sondear Sy; y en el paso 4 (backtracking) de la figura 4.3,
se pasa a Sy1, que es el otro nodo hijo de S;_;. Cuando Sj,; haya sido sondeado,
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habra sido sondeado a su vez Si_1, puesto que los completamientos de Sy y de Ski1
dicotomizan los de Sj_;.

Si inmediatamente Sy, no puede ser sondeado, se le anade una é més variables libres
a esa solucién parcial, cada vez tratando de sondearla, hasta que, eventualmente,
ésto suceda en la iteracién p-ésima. Notese que la sucesion de soluciones candidatas
Sk+1, - - -, Sp €s no redundante pues cada una contiene el complemento de un elemento
de Sk

Cuando S, haya sido sondeado, debe ser almacenado junto con la solucién Sy, y todas
las soluciones candidatas posteriores a .S, deben contener, no sélo el complemento de
un elemento en Sy, sino también el complemento de un elemento de \S),. Esto puede
lograrse tomando Sy, como .S, con su ultimo elemento multiplicado por menos uno y
subrayado. Se puede llevar el registro de este historial de sondeos almacenando en un
mismo conjunto estos cambios de signo y de subrayados, para evitar almacenamiento
de mas, como hace el algoritmo original de Balas.

Es por esto que en el paso 4 de la Figura 4.3 se busca el ultimo elemento que no
estd subrayado, se sustituye por su complemento subrayado y se eliminan los demés
elementos a su derecha (se salta al tltimo nodo hermano a un nodo sondeado).

4.4. Modificaciones al algoritmo

La versién de Geoffrion fue adaptada con la introduccion de tres modificaciones
basadas en las caracteristicas del problema de la asignacion multiprocesador con el
que se esta tratando y que son las siguientes:

1. Comenzar con una solucién parcial no nula. Antes de entrar al ciclo de
la Figura 4.3, se forma una solucién inicial de la siguiente forma: las tareas se
ordenan de forma decreciente segin sus utilizaciones, y las primeras m tareas
son asignadas a los m procesadores. En la practica se ha apreciado que las
heuristicas bin-packing funcionan mejor en los conjuntos de tareas que han sido
ordenados de forma decreciente segiin sus utilizaciones [PZMAO04]. Por consigu-
iente, la solucién inicial es tal que la tarea con mayor utilizacion es asignada
al primer procesador, la tarea con segunda mayor utilizaciéon es asignada al
segundo procesador, y asi sucesivamente. Nuestros resultados experimentales
mostraron que en general, la solucion inicial forma parte de la solucién opti-
ma. Esto implica una reduccion en el nimero de iteraciones para encontrar la
solucién optima.

2. Verificar la planificaciéon cada vez que se encuentre una nueva cota
para la funcion objetivo, y terminar si todas las tareas han sido plan-
ificadas. En el paso 3 de la Figura 4.3, el algoritmo evalia todas las posibles
soluciones buscando una mejor cota de la funcién objetivo. Sin embargo, debido
a la naturaleza del problema especifico de la asignacién, una vez que todas las
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tareas han sido asignadas, no es necesario continuar la busqueda de una mejor
solucion. Por esta razon, en el paso 3, si todas las tareas han sido asignadas, el
algoritmo termina.

3. Filtrar el conjunto de tareas previamente a la ejecucion del algoritmo,
para disminuir la cantidad de variables del problema, si fuera posible.
La mayoria de las veces, cuando hay una tarea que no puede ser asignada a
ninguno de los procesadores, el algoritmo hace un gran ntimero de iteraciones
tratando de encontrar una asignacion para todas las tareas. Basada en este
hecho, la tercera modificacion es filtrar el conjunto de tareas generadas y extraer
aquellas que debido su tamano, seran imposibles de asignar. Por ejemplo, si hay
4 procesadores y 10 tareas, 5 de las cuales tienen una utilizaciéon mayor a 0.5,
serd imposible asignar una de ellas, puesto que no se pueden dividir, y dos
tareas con utilizaciones mayores a 0.5 no caben en un solo procesador debido
al Teorema 2.10. En este ejemplo, el tamano del problema seria de 40 variables
(40 = 4x10), lo cual define un espacio de bisqueda de 2%°. Si se extrae una tarea,
el tamano del problema se reduce a 36 (36 = 4 x 9), lo cual define un espacio de
bsqueda de 23, Este paso debe hacerse antes de todos los pasos de la Figura
4.3 y pudiera provocar una reduccion exponencial en el espacio de busqueda.
Aunque el modelo de tareas con el cual se esta trabajando es de plazos criticos,
aunque se extraigan tareas con esta modificacidn, se ejecuta el algoritmo con el
objetivo de no afectar las estadisticas de los resultados experimentales.

El algoritmo detallado con las modificaciones anadidas es el que se muestra en la
Figura 4.5 en la pagina siguiente.

4.5. Ejemplo

A continuacién, se expondra un ejemplo simple de ejecucién del método, paso a
paso, con el objetivo de esclarecer su funcionamiento.

Supéngase que se tiene el siguiente conjunto de tareas 7 = {7,...,7g} para ser
asignadas a 2 procesadores. El conjunto de utilizaciones de las tareas es el siguiente,
ordenado de forma decreciente:

{0.35,0.30,0.30,0.19,0.18,0.18,0.15, 0.15}. (4.21)

La utilizacién total del conjunto es U(7) = 1.8. Nuestro problema tiene 8 - 2 = 16
variables binarias y 8 + 2 = 10 restricciones. Las variables binarias se corresponden a
las tareas como se muestra debajo:

X1, Xo, X3, X4, X5, X6, X7, X3, X9, X10, X11, X12, X13, X14, X15, X156 - (4.22)
e e S e e N e e e e e e e
T1 T2 T3 T4 75 76 7 T8
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Filtrar el con-
junto de tareas

z = ZZL:X{L Cj

S solucién inicial

[ nueva iteracién }

1d
Si CX* < z, entonces
si Z+ CX° X « X%

1 S > 07 ) ’
a y”=z0 Si todas las tareas se
asignaron, terminar.

no

1b 3 : Ay >0, Y5 < 0)

TS = {j € VO | CXS +¢; < %, J

Ji | V¥ <0 and st
Y343 jers Aij < 07

1c

( R
Encontrar el elemento mas a la derecha

no en S que no estd subrayado. Si no

existe, terminar. De otra forma, reem-

plazar éste elemento en S por su
complemento subrayado y eliminar
los demas elementos a su derecha.

S = SU{jo}, jo € T° es tal que maxi-

miza: > " min{Y;¥ + A;;,0} (5 € T9) 2

Figura 4.5: Algoritmo de Geoffrion aplicado al problema de la asignacion.
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Primero se procede a representar en un arreglo los coeficientes de la funcién objeti-
vo y de la matriz A y el vector B de las restricciones (aqui ya se ha asumido el cambio
de variables necesario para que el problema esté en la forma estandar requerida para
aplicar el algoritmo):

C' =0.35,0.35,0.30,0.30, 0.30,0.30,0.19,0.19,0.18,0.18,0.18,0.18,0.15,0.15, 0.15, 0.15]

(4.23)
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
A= 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0.35 0 0.3 0 0.3 0 0.19 0 0.18 0 0.18 0 0.15 0 0.15 0

0 0.35 0 0.3 0 0.3 0 0.19 0 0.18 0 0.18 0 0.15 0 0.15 |
(4.24)
B=[-1-1,-1,-1,—-1,-1,-1,—-1,-0.8,—0.8]" (4.25)

La solucion inicial se forma asignando la primera tarea al primer procesador, y la
segunda al segundo procesador, con lo que la Sy es:

So={—1,2,3,—4}. (4.26)

Notese que las variables X; y X, corresponden a X1 y Xj o, respectivamente. Origi-
nalmente, si se asigna la primera tarea al primer procesador, X; toma el valor de uno
y X, de cero, pero como ya hemos asumido el cambio de variables, estos valores se
invierten, quedando X; = 0 (representado por —1) y X; = 1 (representado por 2).

Las variables libres pertenecen al conjunto denotado por FreeV:
FreeV ={5,6,7,...,15,16}. (4.27)

La cota inicial z de la funcién objetivo es 3.6, que es el mayor valor que puede tomar
CX. Esto sucede si todas las variables toman el valor de uno.

A continuacién comienzan las iteraciones del algoritmo de la Fig. 4.5:
iteracion 1:
Y% =10,0,-1,-1,-1,-1,—1,—1,-0.5, —0.45]7

Ys # 0, entonces se va al paso de sondeo y se halla el conjunto T3 de las variables que
pudieran eliminar las infactibilidades de Y. Los indices donde Y resulté negativo
son: 2,3,4,5,6,7,8 y 9. En este paso se busca en las filas de la matriz A (correspon-
dientes a los elementos negativos de Y¥), si existe un indice de columna j tal que
Aij > 0y tal que CX® + ¢; sea menor que la cota z. La funcién objetivo evaluada en
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la solucién parcial S es CX? = 0.65. A continuacién, se representan los coeficientes
de A correspondientes a las filas 3-10 y las columnas 5-16:

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 ]
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 o 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 o 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 (4.28)
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
03 0 019 0 018 0 018 0 015 0 015 0
L 0 03 0 019 0 018 0 018 0 015 0 0.15

Para todas las variables libres se cumple que CX* +c; < Zy ademas, como se muestra
arriba, para cada fila i existe una columna j (variable libre) tal que A;; > 0. Por eso,
en este caso, T coincide con el conjunto de variables libres. T% = {5,6,...,16}.

Por razones de espacio, solo se daréan los detalles del sondeo en esta iteracion. En el

paso 1c, todavia se verifica que no haya que hacer vuelta atras, examinando para los
indices donde Y% < 081 ;% 4 37 s Aij < 0.

indice 2: (tercera fila) —1+2=1«0
indice 3: (cuarta fila) —1+2=1 £ 0
indice 4: (quinta fila) —1+2=1£0
indice 5: (sexta fila) —14+2=1<£0
indice 6: (séptima fila) —1+2=1£0

indice 7: (octava fila) —1+2=1«0

indice 8: (novena fila) —0.5+0.340.19 4+ 0.18 +0.18 + 0.15 + 0.15 = 0.65 £ 0
indice 9: (décima fila) —0.454 0.3+ 0.19 +0.18 4+ 0.18 + 0.15+ 0.15=0.7 £ 0

Como ninguno de estos valores fue negativo, significa que no existe ningiin indice en
Y para el cual sea imposible eliminar la infactibilidad. Luego se va al paso 2 para
anadir una variable libre a S.

El criterio para afiadir una variable a S es que sea el j € T" que maximice la expresién:
22.121 min{Y;* + A;;,0}. Calculemos estos valores para todos los valores de j:

j = 4: (columna 5) min{—1+ 1,0} + min{—1+ 0,0} + min{—1 + 0,0} + min{—1 +
0,0} + min{—140,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+0.3,0} + min{—0.45+0,0} =
0-1-1-1-1-1-02-045=]-565 |

j = 5: (columna 6) min{—1+ 1,0} + min{—1+ 0,0} + min{—1 + 0,0} + min{—1 +
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0,0} + min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+ 0,0} + min{—0.45+0.3,0} =
0-1-1-1-1-1-05-0.15=-5.65

j = 6: (columna 7) min{—1+ 0,0} + min{—1+ 1,0} + min{—1+ 0,0} + min{—1 +
0,0} + min{—1+40,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+0.19,0} + min{—0.45+0,0} =
-140-1-1-1-1-0.31—-0.45=—-5.76

Jj = 7: (columna 8) min{—1+ 0,0} + min{—1+ 1,0} + min{—1+ 0,0} + min{—1 +
0,0} +min{—1+40,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+0,0} + min{—0.45+0.19,0} =
-14+40-1-1-1-1-05-0.26 =—-5.76

j = 8: (columna 9) min{—1+ 0,0} + min{—1+ 0,0} + min{—1+ 1,0} + min{—1 +
0,0} + min{—140,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+0.18,0} + min{—0.45+0,0} =
—-1-14+40-1-1-1-0.32—-0.45=-5.77

Jj =9: (columna 10) min{—1+40,0} + min{—1+0,0} + min{—1+1,0} + min{—1 +
0,0} +min{—1+40,0} + min{—1+0,0} + min{—0.540,0} + min{—0.45+0.18,0} =
-1-140-1-1-1-05-027=-5.77

j = 10: (columna 11) min{—140,0} + min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1 +
1,0} + min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+0.18,0} + min{—0.45+0,0} =
-1-1-140-1-1-0.32—-0.45=-5.77

j = 11: (columna 12) min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1 +
1,0} +min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+ 0,0} + min{—0.45+0.18,0} =
-1-1-14+0-1-1-0.5-0.27=-=5.77

j = 12: (columna 13) min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1 +
0,0} +min{—1+1,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+0.15,0} + min{—0.45+40,0} =
—-1-1-1-14+40-1-0.35—-045= —-5.8

J = 13: (columna 14) min{—140,0} + min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1 +
0,0} +min{—1+1,0} + min{—1+0,0} + min{—0.5+0,0} + min{—0.45+0.15,0} =
-1-1-1-140-1-05-0.3=-5.8

j = 14: (columna 15) min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1 +
0,0} +min{—1+40,0} + min{—1+1,0} + min{—0.540.15,0} + min{—0.45+0,0} =
-1-1-1-1-1+0-0.35-045= —5.8

j = 15: (columna 16) min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1+0,0} + min{—1+
0,0} +min{—1+0,0} + min{—1+1,0} + min{—0.5+0,0} + min{—0.45+0.15,0} =
-1-1-1-1-14+0-05-0.3=-5.8

Se le anade la variable X5 con valor de uno a S, por lo que ahora S = {—1,2,3, —4,5}.
iteracion 2:

Y® =10,0,0,—1,—1,—1,—1,—1,-0.2,—0.45]". Obsérvese que hay un elemento en
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Y que dej6 de ser negativo (tercera posicién) y otro que es ahora menos negativo
(penultima posicién).

Ys 7 0, entonces se va al paso de sondeo. T ={7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,6}.

Para los indices en que Y es negativo, se halla la suma del paso lc. Como ninguna
resulta negativa, se procede al paso 2 para anadirle una variable libre a S.

La variable que se le anade a S es 7, con lo que S = {—1,2,3,—4,5,7}.
iteracion 3:

Y*® =10,0,0,0,—1,—1,—1,—1,—0.01, —0.45]7. Cada vez el vector Y estd mds cerca
de ser no negativo.

Como Y # 0, se procede a los pasos 1b y le. T% = {9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 6, 8}.
Como ninguna suma del paso lc resulta negativa para ningin indice en que Y fue
negativo, se procede al paso 2.

La variable que se anade a .S en el paso 2 es 10 (con valor de uno), por lo que ahora
S ={-1,2,3,—-4,5,7,10}.

iteracion 4:
Y% =10,0,0,0,0,—1,—1,—1,-0.01, —0.27]7.

Y5 # 0, entonces se procede al sondeo. T% = {11,12,13,14,15,16,9,6,8}. De igual
forma que en las iteraciones anteriores, ninguna suma del paso lc es negativa para
los indices donde Y fue negativo, con lo que se procede al paso 2.

La variable que se le anade ahora a S es 12 con el valor de uno.
S ={-1,2,3,—4,57,10,12}.

iteracion 5:
YS = [0,0,0,0,0,0,—1,—1,—0.01, —O.O9]T.

Ys # 0, entonces se procede al sondeo. TS = {13,14,15,16,9,11, 6, 8}. Como ninguna
suma del paso lc resulta negativa para ningtin indice en que Y fue negativo, se
procede al paso 2.

La variable que se le anade ahora a S es 14 con el valor de uno.
S={-1,2,3,-4,5,7,10,12,14}.

iteracion 6:

Y*® = 10,0,0,0,0,0,0,—1,—0.01,0.06]7. Solamente quedan dos indices en Y* con
elementos negativos.

Como ain V¥ # 0, se procede al sondeo. 7% = {15, 16, 9,11, 13}. Como ninguna suma
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del paso 1c resulta negativa para ningtin indice en que Y* fue negativo, se procede al
paso 2.

La variable que se le anade ahora a S es 15 con el valor de uno.
S ={-1,2,3,—-4,5,7,10,12,14,15}.

iteracion 7:

Y =10,0,0,0,0,0,0,0,0.14,0.06]7. Ahora Y es no negativo, y se va al paso 1d,
puesto que se ha encontrado una solucién factible. Como el valor de la funcién objetivo
(1.8) en esta solucién parcial es menor que la cota z, se actualiza la cota, y se almacena
la solucién S como la mejor solucién factible hasta el momento. Luego se verifica si
todas las tareas han sido asignadas (se considera que las variables libres, por defecto,
toman el valor de cero). Como éste es el caso, el algoritmo termina y su salida es:

_ O O O, =, = O
R, e, O OO

0
se planificaron 8 de 8 tareas

Las filas del resultado se corresponden con la cantidad de tareas, y las columnas con la
cantidad de procesadores. La ltima fila, por ejemplo, indica que 73 ha sido asignada
al procesador 2 y no al 1 (recuérdese que los valores de las variables estan invertidos).
En resumen, la asignacion se ha hecho de la siguiente forma:

Al procesador 1: 7, 75, 76, 77, con utilizaciones correspondientes de 0.35,0.18,0.18 y
0.15.

Al procesador 2: 7o, 73, T4, Tg, con utilizaciones correspondientes de 0.30,0.30,0.19 y
0.15.

4.6. Detalles de implementacién
A continuacién se copian algunas funciones importantes de la implementacién de

la version de Geoffrion adaptada para el problema de la asignacion. Las variables que
se utilizan son:

#define M 4 // numero de procesadores disponibles
#define bound 80 // cota para cantidad de tareas

int cont = 0; // numero de tareas generadas

double Utotal; // utilizacion total del sistema
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Ut [bound] ;
unsigned char v[M*bound];

double B[bound + M];

double A[bound + M] [boundx*M];
double YS[bound + M];

double C[bound*M] ;

int numPartial;

int TS[bound#*M] ;

int numTS;

int freeV[bound*M];

int numFree;

double Ufiltered[bound-M];
int numFiltered;

FILE * Res;

%int testNumber = O;

//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

arreglo de utilizaciones del sist.
arreglo de variables binarias
para mejor solucion almacenada
vector B de las restricciones
matriz de restricciones

vector Y°S = B + AX

vector de la funcion objetivo
cantidad de elems en la

mejor solucion almacenada

arreglo para el conjunto T"S
cantidad de elementos en T"S
arreglo para las variables libres
cantidad de variables libres
conjunto de tareas extraidas
cantidad de tareas extraidas
archivo para escribir resultados

Funcién donde se ejecuta el algoritmo de Geoffrion sobre un conjunto de tareas aleato-

riamente generado:

void geoffrion(void){
int i, n, s, j, mul;
int realCont;

uint64 p; //
//
unsigned int pHi, pLo;
int rows; //
int numS; //
//
int BinVar; //
int NR; //
int index; //
//
int el; //
//
double z; //
int S[bound*M] ; //

unsigned int de 64 bits para el
numero de iteraciones

cantidad de filas de la matriz
cantidad de variables en la solucion
parcial S

cantidad de variables binarias

para el primer indice de elemento
negativo en Y°S

para localizar primer elemento

no subrayado en el paso 3

para cota de funcion objetivo
arreglo para la solucion parcial

unsigned char underS[bound*M+1];// arreglo para subrayados de S

double d, por;

int flag;

uint64 TS1, TS2;
double execTime;
double minim = 0.1;

// para una bandera
// para leer tiempo inicial y tiempo final

// minima utilizacion posible para
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// el conjunto de tareas
generateTasks () ; // genera tareas y forma Ut
quicksort(Ut, 0, cont - 1); // ordena Ut de forma decreciente
if (Ut[cont - 1] < minim ) { // si ultima menor que minima
Ut[cont-2] += Ut[cont - 1]; // ultima se anade a penultima

cont = cont - 1; // hay una menos
}
quicksort(Ut, 0, cont - 1);
filterUt();

// se visualiza el conjunto de utilizaciones generadas

for(i = 0; i < cont; i ++){
printf ("%f \n", Ut[i]);

b

// se visualizan utilizaciones de las tareas extraidas por filtrado

printf ("extraidas\n:");

for(i = 0; i < numFiltered; i++){
printf ("%f \n", Ufiltered[i]);

}
printf ("\n");
BinVar = Mxcont; // cantidad de variables binarias

initialSolution(BinVar, underS); // se forma la solucion
// inicial (vector v)

createB(rows) ; // se forma el vector B

index = -1; // indice imposible

createA(rows, BinVar); // se forma la matriz A
createC(BinVar) ; // se forma el vector objetivo C
numS = initialS(S, Mx*M); // se forma S

z = MxUtotal; // cota inicial de funcion objetivo

numFree = freeVar(S, numS, BinVar); // forma conjunto de var. libres
#ifdef balas

p=1; // contador para iteraciones
TS1 = cyclesQ); // para medir tiempo inicial
while (1){
//Paso 1la
CalculateYS(S, numS, rows); // se calcula el vector Y~S
if (testPositivenessYS(YS, rows, &index) == 0){
//Paso 1b (Y"S NO es mayor o igual a cero)
i=0; // para moverse en filas de la matriz
if (numFree != 0){ // si hay variables libres, se

// halla el conjunto T"S
numTS = findTS(z, S, numS, index, BinVar, rows);
}

else numTS = O;
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// Paso 1c
flag = 0O;
i = index; // primer indice negativo en Y~S
// mientras no haya suma negativa y no terminen las filas
while((flag == 0)&&(i < rows)){

if (YS[i] < -0.000001) { // para los indices dde Y"S<0

d = testSum(i); // halla suma de paso 1c
if(d < -0.00001) { // si es negativa,
flag = 1; // levanta bandera
}
}
i ++; // pasa a otra fila
} // fin del while
if (flag == 0) { // si bandera no se levanto,

//Paso 2: anadir variable a S
augmentS(S, &numS, index, rows, underS);

pt+; // nueva iteracion
continue;
+
}
else{ // (Y°S fue mayor o igual a cero)
//Paso 1d

if (testForNewBound(S, numS, &z)){ // nueva cota?
actualizeSolution(S, numS, underS); // actualiza solucion
fillSolution(BinVar) ; // llena solucion binaria
// si todas se asignaron, terminar
if (allAreScheduled(BinVar)) break;

+
} // fin del else
// Paso 3
el = locateElement (underS, numS);
if (el == -1) { // no existe, terminar
break;
}
replaceAndDrop(S, &numS, underS, el);
p ++; // nueva iteracion
}
TS2 = cycles(); // para medir tiempo final
TS2 -= TS1;
execTime = (double)TS2/CPU_FREC; // calcula tiempo en segundos
fillSolution(BinVar) ; // forma la solucion final

n=20; mul = 1,;
for(i = 0; i < BinVar; i ++){
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printf ("%i\t",v[i]);

if (i == mul*M-1) { printf("\n"); mul++;}
}
for(i = 0; i < cont; i ++){ // por tarea (bloque)

s =0;

for(j = 0; j < M; j++){

if (v[i*M+j] == 1) s++;

}

if (s == M-1) nt++; // esa tarea fue planificada
}
realCont= cont + numFiltered;
printf("se planificaron %i de %i tareas", n, realCont);

por = (double) (n*100)/realCont;
pLo = (unsigned int)p;
pHi = (unsigned int) (p>>32);

fprintf (Res, "%d\t", realCont);
fprintf (Res, "%f\t", por);
fprintf (Res, "%f\t" , execTime);
fprintf (Res, "%u\t/u\n", pHi, pLo);
#endif

}

Funciones para crear el vector de la funcion objetivo C'y la matriz A y el vector B
de las restricciones:

// crea matriz de restricciones de dimension (cont+M)x(BinVar).
// 0 sea, tiene BinVar columnas y (cont + M) filas.
void createA(int rows, int BinVar){
int i, j;
// como es muy esparcida primero se llena todo de ceros
for(i = 0; i < rows; i ++){
for(j = 0; j < BinVar; j ++){
A[i]l []1 = 0;
}
}
// las primeras cont filas contienen m unos dependiendo del
// bloque de tamano m en que este
for(i = 0; i < cont; i ++){
for(j = i*M; j <= (A+1)*M - 1; j +){
Afil1 (3] = 1;
}
}
// las restantes M filas son bloques de tamano MxM
// que son matrices diagonales con la utilizacion de la
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// tarea correspondiente al bloque (ler bloque-lra tarea)
for(i = cont; i < rows; i ++){
for(j = 0; j < cont; j ++){
A[i]J[j*M + i - cont] = Ut[j];
}
}
}

// Crea el vector B de terminos independientes de las restricciones.
// Tiene dimension (cont+M)x1.
void createB(int rows){
int 1i;
// los primeros cont elementos tienen el valor de (1-M)
for(i = 0; i < cont; i ++){
B[i] = 1 - M;
}
// los restantes M elementos tienen el valor de (1-Utotal)
for(i = cont; i < rows; i ++){
B[i] = 1 - Utotal;
}
}

// Crea el vector de coeficientes de la funcion objetivo.
// Como hay (cont*M) variables, los primeros M coeficientes tienen
// el valor de Ul pues corresponden a la tarea 1, los segundos M
// coeficientes tienen el valor de U2 y asi sucesivamente.
void createC(int BinVar){

int 1i;

for(i = 0; i < BinVar; i ++){

Clil = Ut[(Ent) (i/M)];

}

}

La siguiente funcién forma el vector S de la solucién inicial como se describié en las
modificaciones al algoritmo:

// Halla solucion inicial. Una solucion inicial factible es
// asignar la primera tarea al procesador 1, la 2da al 2do y
// asi, asignar las primeras M tareas de mayor utilizacion.
// Pero como se ha hecho un cambio de variables para adaptar
// el problema, ahora se trabajara con los complementos.
void initialSolution(int n, unsigned char underS[]){

int 1i;

// primero se llenan todas con unos
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for(i = 0; 1 < n; i ++){
v[i] = 1; // v es un arreglo que contiene los valores
// asignados a las variables binarias
}
// la primera variable del primer bloque de tamano M,
// la segunda del segundo bloque, etc, son cero.
for(i =0; i < M; i ++){
v[ikM + i] = 0;
}
// Se llena el arreglo correspondiente a subrayados. Nada ha
// sido subrayado aun.
for(i = 0; 1 < n; i ++){
underS[i] = 0;
}
}

La funcién més importante del paso 1b (hallar el conjunto T):

// Se debe buscar en la fila index de la matriz A los indices de
// columnas j tal que Aij > 0 y tal que CX"S + Cj < b (la cota),
// y almacenarlos en el arreglo TS. La funcion devuelve la can-
// tidad de elementos en TS.
int findTS(double b, int S[], int numS, int index, int BinVar, int rows){
int j, c, k;
c = 0; // contador de elementos en TS
for(k = index; k < rows; k ++){ // se recorre todo Y"S, a par-
// tir del ler indice negativo
if (YS[k] < -0.00001)1{ // si Y"S menor que cero
for(j = 0; j < BinVar; j ++){
// Si Aij > 0 y la variable es libre
if ((A[k][j] > 0.00001)&&(!(notInS(j + 1, freeV, numFree)))){
if (COnX(S, numS) + Ut[(int) (j/M)] < b){ // si CX"S + Cj < b
//aumenta TS
if (1isInTS(j+1, TS, c)){ // si no esta ya en TS,
TS[c] = j+1; // se anade a TS
C ++;
}
}
}
}// fin de segundo ciclo for
}
}// fin de primer ciclo for
return c;

}
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La funcién mas importante del paso 2:

// Esta funcion anade a S la variable libre perteneciente al conjunto TS,
// que maximice la expresion \sum(min{O0, YS_{i} + Aijl}):
void augmentS(int S[], int *numS, int index, int rows, unsigned char underS[]){

b

int i, j;
double toStore, s;
i=1;

// calcula suma para el primer elem. en TS y la almacena en toStore
toStore = calculateSum(TS[0], rows);
j=0;
while(i < numTS){ // mientras haya elementos en TS
s = calculateSum(TS[i], rows); // calcula la suma
if (s-0.000000001 > toStore) { // si es mayor que toStore

toStore = s; // la almacena
j = 1ij; // se guarda el indice
1 ++;

+
// en j esta el indice que maximizo la suma
S [*numS] = TS[j]; // se anade variable a S
*xnumS = *numS + 1; // se aumenta numS
underS [*numS] = 0; // sin subrayado

// se debe quitar esa variable del conjunto de libres
releaseFree(TS[j1);

La funcién mas importante del paso 3:

// Reemplaza el elemento que corresponde al indice index en S por su

// complemento y lo subraya. Luego, elimina todos los demas elementos

// de S que esten a su derecha. Estos se anaden a las var. libres.

void replaceAndDrop(int S[], int *numS, unsigned char underS[], int index){

int 1i;
underS[index] = 1; // se subraya
S[index] = (-1)*S[index]; // se reemplaza por su complemento

for(i = index+1; i < *numS; i ++){
// de ese elemento en adelante, se anaden a las libres
if (S[i] > 0) addFree(S[i]); // siempre con signo positivo
else addFree((-1)*S[i]); // variable es ahora libre
}
xnumS = index+1; // se cambia tamano de S y underS
underS [*numS] = 0;
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Las funciones mas importantes del paso 1d, aunque sencillas:

// Prueba si la solucion almacenada en S tiene un valor de la
// funcion objetivo menor que el incumbente. E1 parametro z es
// la cota actual de f. Devuelve 1 si se actualiza la cota y
// cero en caso contrario.
int testForNewBound(int S[], int numS, double *z){

double b = 0;

b = COnX(S, numS); // se calcula f(X"S)

if (b < *z) { // si es menor que cota
*z = b; // actualiza cota
return 1;

} else return O;

}

// Esta funcion devuelve 1 si todas las tareas fueron asignadas y
// cero sino. v es un arreglo de cont bloques de tamano M (cont =
// cantidad de tareas). En cada bloque, debe haber solo un cero
// para que todas las tareas hayan sido asignadas.
int allAreScheduled(int BinVar){

int i, j, n, s;

n = 0;
for(i = 0; i < cont; i ++){ // por tarea (bloque)
s =0;
for(j = 0; j < M; j++){ // se suma la cantidad de 1s
if (v[ikM+j] == 1) s++;
}
// si hay M-1 unos --> hay un solo cero en el bloque
if (s == M-1) n++; // esa tarea fue planificada
}
if (n == cont) return 1; else return O;

b

La funcion de filtrado:

void filterUt() {

int i;

numFiltered=0; // se analizan las M tareas de mayor utilizacion

while( (M<cont) && (Ut[M]+Ut[M-1] > 1.000001)){
// tarea M es imposible de planificar, quitarla
Ufiltered[numFiltered++] = Ut[M]; // la anade a arreglo Ufiltered
Utotal —-= Ut[M];
// recorrer tareas de Ut
cont—-—;
for(i=M; i<cont; i++){
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Ut[i] = Ut[i+1];

4.7. Restricciones de sustitucion

Los criterios de sondeo expuestas en la pagina 57 de la seccién 4.3.1 se apli-
can a las restricciones del problema, una a la vez. Para mitigar esta limitacion, se
pueden introducir periddicamente lo que se llaman restricciones de sustitucion, como
sugirié Glover [Glo65]. Estas restricciones son redundantes en el sentido que encap-
sulan toda la informacién contenida en las restricciones originales del problema. Sin
embargo, los criterios de sondeo son efectivos al aplicarlas a ellas individualmente.
En vez de aplicar los criterios de sondeo a un gran numero de restricciones, sélo se
aplican a unas pocas restricciones de sustitucion, por lo cual se acelera el proceso de
sondeo. Pero es necesario que los criterios de sondeo sean efectivos cuando se aplican
a este tipo de restricciones, asi que el que se usard es el siguiente [Geo69]:

= Criterio de infactiblidad binaria: la restriccién b + 3 a;z; > (>)0 no tiene
solucion binaria si, y sélo si:

b+ max{0,a;} < (<)0. (4.29)

Definicién 4.7.1. [Glo65]Sea el problema de programacion lineal entera binaria:

min CX (4.30)

s.a. AX > B, (4.30a)

X>0, 2,=061, (4.30D)

donde X = (z1,...,2,), B = (b1,...,by), A € R™". La restriccion de sustitucion

se define como una combinacion lineal no negativa de las restricciones 4.30a, en la
cual a al menos una de las restricciones se le da un peso estrictamente positivo. Se
representa por:

aX > s, (4.31)

donde s es un escalar y a es un vector fila (s = uB, a = uA, u = (uy,...,un)’,
ademds u; > 0Vi y u; > 0 para al menos un indice i).

En cada momento, se tiene un problema de programacion entera asociado con la
solucién parcial S correspondiente al nodo que se esté sondeando, al que denotaremos
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(PS) de la siguiente formal. Las variables de (PS) son las variables libres (en V).

min chxf + Z ¢y, (4.32)

Jjes jeve
S.a. bz + Zaija:f + Z Q55 > O, Vi € [1,m], (432&)
JES jeve
0 <a; <1y enteras, Vj € VC. (4.32Db)

En [Geo69], se propone anadir al problema anterior algunas restricciones de sustitu-
cion de la siguiente forma:

w(B+AX)+ (z—CX) >0, (4.33)
donde p es un m-vector no negativo, puesto que:

Lema 4.7.1. La ecuacion 4.33 se cumple para cualquier solucion factible de 4.30 que
tenga un mejor valor de CX que Z.

Demostracion: En efecto, sea S una solucién factible de 4.30 que provee un menor
valor de C'X que Z. Entonces:

B+ AXS >0, 0< Xf < 1y entero Vj. (4.34)
También, por hipotesis, se cumple que:
CXS<z=2-CX%>0, (4.35)
Como >0y B+ AXS > 0, entonces (B —I—AXg) > (.

Luego, u(B + AXS) +(z— C’Xg) > 0, que es lo que se queria demostrar. m

Esto es parte de un lema [Glo65] de donde parte la definicién de cudn “fuerte” es una
restriccion de sustitucién. Considérese el problema:

min C'X (4.36)
s.a.aX > s, (restriccion de sustitucién)
X>0,2,=061.

Un resultado del lema antes mencionado es que si X es solucién éptima de 4.36 y X*
es solucién 6ptima de 4.30, entonces CX < CX*. Por lo que, dadas dos restricciones
de sustitucion para el problema 4.30, se dice que la primera es més fuerte que la
segunda si la solucién optima de 4.36 obtenida con la primera restriccion conlleva a
un mayor valor de la funcién objetivo que la solucién éptima de 4.36 obtenida con la
segunda restriccion (pues se obtendria una “cota”’ més ajustada para el valor 6ptimo

27 es el valor de la variable j-ésima en la solucién parcial S. Es decir, 5 =1 (0) si j(—j) € S.
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de 4.30).

Ahora bien, debido a que en cualquier instante del calculo, hay un conjunto de varia-
bles libres respecto a la solucion parcial S, la “fuerza”de la restriccién de sustitucién
se define con respecto a S. Para que el criterio de sondeo de infactibilidad binaria
definido en la Ecuacion 4.29 sea efectivo al aplicarlo a las restricciones de sustitucion,
la “fuerza”de éstas debe ser definida de acuerdo con cuan cerca esté la restriccion de
ser binaria infactible.

Definicién 4.7.2. [Geo69] La restriccion de sustitucion p*(B+AX)+(z—CX) > 0
es mds fuerte que la restriccion *(B + AX) + (2 — CX) > 0 (relativa a la solucién
parcial S) si el mdximo del lado izquierdo de la primera restriccion es menor que
el maximo del lado izquierdo de la sequnda, tomando el mdximo sobre los valores
binarios de las variables libres.

Entonces, encontrar una restricciéon mas fuerte es minimizar sobre todos los u > 0, la
expresion:

méx {N(B +AX)+(Z2—CX) | 2;=061(&8) ya;=25(j € s>}. (4.37)

Esto es equivalente a:

i=1 jgs  i=1
donde:
25 = chxf, (4.39)
jes
jes

Para todo p > 0, se tiene:

misc {3 (S =)z | ;= 0.1} ¢ 9))

igs =1
—max { 3" (Do pidiy —e;)e; | 02, <1 ¢ 9)}, (4.41)
igs =1

puesto que el maximo de una funcién lineal se va a alcanzar en alguno de los valores
extremos de la z; (0 6 1). Luego, se tiene el problema con |V¢| variables y [V
restricciones:

max Z (Zm: piAi; — cj>xj (4.42)

jgs  i=1
sa.x; <1 (j¢59), (4.42a)
z; > 0. (4.42)
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El correspondiente problema dual es el siguiente:

(4.43)

(4.43a)

(4.43D)

Sustituyendo (4.43) en (4.38), tenemos que se trata de minimizar, sobre todos los p,

la expresion:

Zplbs—%z z —i—mm{z% | w]>0yw]>Z:,LLz i — (j@éS)} (4.44)

Jj&S

Denotemos por (LPs) el siguiente problema de optimizacién:

mmZule—l—ij +z-2°

J¢S
s.a. w]>z,u2 ii—¢ (J¢59),

jZO (J%SL
pi >0 (i=1,...,m).

La versién continua del problema original (PS) (4.32) es la siguiente:

; S
min g CjT; + E C;iTj

JjES Jj¢s
s.a. ZA” J+ZA”x]Z —b; (i=1,...,m),
JeSs Jj¢s

<1

.Tj >~ 1, .
VS0 e
Este ultimo problema es equivalente a:

7 E S — < § S
min le‘j = max — le'j

JEs i¢s
s.a. — ZAijxj S ZAUZL‘;S + bz (Z = 1, c. ,m),
Jj¢s jES
b3

K3

vy jues

(4.45)

(4.45a)

(4.45b)
(4.45¢)

(4.46)

(4.46a)

(4.46D)

(4.47)

(4.47a)

(4.47D)
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El dual de esta versién continua de (PS) es como sigue (con m + |[V¢| variables que
se denotaran fi1,..., [y y w; (7 € 9)):

min i”: b + Z w; (4.48)
i=1

JES
s.a. — ZAij,ui +w;>—c; (J¢09), (4.48a)
Jgs
w20 (j ¢9), (4.43b)
p; >0 (i=1,...,m). (4.48c¢)

De aqui, se ve que el dual de la versién continua de (PS) (4.48) es equivalente al
problema de optimizacién (LPs) (4.45). Por lo tanto, las variables éptimas duales de
(LPs) son 6ptimas en (PS) si son todas enteras.

Proposicién 4.7.1. [Geo69] Sea S una solucion parcial arbitraria del problema de
optimizacion (P) (4.50). Entonces, (LPs) (4.45) es forzosamente factible, y se cumple:

1. El valor éptimo de (4.45) es menor o igual a cero si, y sélo si, existe una
restriccion de sustitucion binaria infactible.

2. El valor dptimo de (4.45) es mayor que cero si, y sdlo si, no existe ninguna
restriccion de sustitucion que sea binaria infactible, y el vector dptimo p conduce
a una restriccion de sustitucion mas fuerte, relativa a S.

Por lo tanto, lo que se hace es ejecutar iteraciones de simplex u otro método de
los descritos en el Capitulo 3 hasta que sucede una de las tres opciones siguientes,
mutuamente excluyentes:

(a) El valor de la funcién objetivo de (LPs) se vuelve menor o igual a cero. En-
tonces, existe una restriccién de sustitucién que es binaria infactible y se puede
podar la rama. Ir al paso 4. En [Geo69] anaden una restriccién de sustitucion
de todas maneras en este caso.

(b) Se obtiene una solucién éptima de (LPs), el valor 6ptimo de (LPs) es mayor
que cero y las variables duales 6ptimas de (LPs) son enteras. La solucién éptima
de (PS) estda dada por los valores de las variables duales, por lo que se puede
reemplazar la cota y actualizar la mejor solucién almacenada. Ir al paso 4.

(c) Se obtiene una solucién 6ptima de (LPs), el valor éptimo de (LPs) es mayor
que cero, pero no todas las variables duales éptimas de (LPs) son enteras. Se
obtiene una restriccién de sustitucion “mas fuerte con el vector de variables
optimas p, la cual se anade al problema original.

Entonces, el algoritmo para resolver el problema (P) por enumeracién implicita us-
ando las restricciones de sustitucién es el siguiente?:

2Este algoritmo termina en un niimero finito de pasos con una solucién éptima de (P) é concluye
que ésta solucién éptima no existe [Geo69).
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Paso 0: Inicializar Z en una cota superior conocida del valor 6ptimo de (P).
Inicializar S en una solucién parcial arbitraria (sin subrayados).

Paso 1: Si (PS) tiene una solucién éptima obvia con valor menor a Zz, entonces,
reemplazar Z por ese valor, guardar la solucién e ir al Paso 4.

Si (PS) no tiene ninguna solucién factible que mejore la cota z, ir al paso 4.
Esto se hard examinando si la(s) restriccion(es) de sustitucién agregadas son
binarias infactibles aplicando el criterio de sondeo 4.29. Si atin no se ha anadido
ninguna, usar los criterios del algoritmo 4.5 en las restricciones originales.

Si cualquiera de las variables libres debe tomar el valor de 1 6 de 0 para que
(PS) tenga una solucién factible que provea un valor menor que z, entonces
aumentar S por j 6 —j para cada variable que deba tomar el valor de 1(0). En
cualquier solucién binaria de b+ . a;z; > (>)0:

b+ mix{0,a;}— | aj, |< (<)0 implica que z;, = 0(1) si aj, < (>)0. (4.49)

J

Paso 2: Resolver (LPs). Si el 6ptimo de (LPs) se vuelve no positivo, ir al paso
4. En caso contrario, analizar las variables duales 6ptimas de (LPs). Si son
todas enteras, reemplazar la cota, actualizar la mejor solucién almacenada, e
ir al paso 4. Sino, se pueden redondear los valores de las variables duales a los
valores enteros mas cercanos, en un intento de acertar en la solucion 6ptima,
6 solamente agregar la restriccion.

Eliminar una o mds restricciones de sustitucion, segun se decida. En [Geo69] se
trabaja con las cuatro tultimas restricciones agregadas.

Paso 3: Aumentar S por el valor de cero o uno de alguna variable libre. La
variable que se escogera, sera, entre todas las variables libres, la que maximice
la expresion:

i=1
Regresar al Paso 1.

Paso 4: Localizar el elemento més a la derecha en S que no esté subrayado.
Si no existe, terminar. En caso contrario, reemplazarlo por su complemento
subrayado y eliminar todos los elementos a su derecha. Regresar al Paso 1.

En nuestro problema de planificaciéon multiprocesador, dada la estructura particular

de la matriz de coeficientes A;;, la restriccién de sustitucion p(B+AX)+(Z2—CX) > 0
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se calcula como se describe a continuacion:

by 11 12 cee A1, mxn xq
ba a22 az1 . A2 mxn T
bern am+n,1 am+n,2 <. am+n,m><n Tm+n

(4.51)

Lo cual es equivalente a:

p1(by + @111 + .o+ Qo Timxn) + p2(be + a2z + ..+ 2 mxnTmxn) + -+
mXn

Hm-l—n(bm—l—n + Am4n, 121 +...+ am—f—n,mxnxmxn) +z— E CiTy > 0.
i=1

El término constante es:
T = H’lbl + M2b2 +.oF ;um-‘rnbm-‘rn +Zz. (452)

Notese que en la matriz de coeficientes, en cada columna, que corresponde a una
variable x;, hay un uno y un valor correspondiente a una utilizacién del conjunto de
utilizaciones de las tareas. Por esta razon, el coeficiente correspondiente al z; tiene la
forma g, + ppug — ¢, donde k,p y ¢ dependen de 7. Los coeficientes correspondientes
a a las variables x; se calculan como sigue:

k = 0;
desde 1 = 0 ... n hacer:
desde j = 0 ... m hacer:
CoefX[k] = mul[i] + U[il*mul[n+j];
k =k +1;

fin de ciclo en j
fin de ciclo en 1
CoefX[k] = CoefX[k] - clk];

Para resolver (LPs), lo que se sugiere en [Geo69] es usar una subrutina de método
Simplex Revisado con inverso explicito, incorporando técnicas que aprovechan los re-
sultados de célculos previos para los calculos posteriores y asi no tener que comenzar
todo de nuevo cada que se ejecuta el paso 2. En estas técnicas utilizan un procedimien-
to de etiquetado en vez de hacer manipulaciones clasicas con matrices. No obstante,
en problemas grandes seria més conveniente utilizar algin método de punto interior
como el algoritmo de Mehrotra descrito en el Capitulo 3.

El algoritmo detallado modificado para incluir las restricciones de sustitucion se mues-
tra en Figura 4.6.
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Z: cota inicial
S: solucién inicial

2,
J

[ nueva iteracién

|

z . S —
g o sl Si CX” < Z, entonces
YEO'H Z 4+ CX5, X « X5

no

Aplicar criterios 4.29
a restricciones de sustitucion

Alguno se cumple? o1

Encontrar el elemento
[ Aumentar S segtn 4.49 } mas a la d/erecha en 5
que no esta subrayado.
Si no existe, terminar.
Sino, reemplazarlo por su
complemento subrayado
l y eliminar los demas
elementos a su derecha.

[ Resolver (LPs) j

S =S8U{jo}, Jjo € si
5
{VC maximiza (4.50) Caso a’
no

sf [z« ox®
? ~
Caso b7 L % o xS }

no

Redondear
variables
duales?

Anadir y/o elimi-
nar restriccién

{ { Redondear }

variables

no

Figura 4.6: Algoritmo de Geoffrion con restricciones de sustitucion.
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Capitulo 5

Resultados Experimentales

Varios tipos de experimentos fueron llevados a cabo, los cuales se describen en las
tres secciones de este Capitulo. Estos experimentos fueron realizados en su totalidad
en una computadora personal Intel Core 2 Duo CPU, a 2.93 GHz de velocidad y con
3.0 GB de RAM. El sistema operativo de la computadora es Windows 7 de 32-bits.
La aplicacion fue programada en lenguaje C y compilada con GNU.

Se consideraron sistemas multiprocesadores con 4 y 6 procesadores, y se generaron
varias muestras de conjuntos de tareas. Los periodos de las tareas se generaron tal que
estuvieran uniformemente distribuidos en el intervalo [100, 500], y las utilizaciones
de las tareas fueron generadas con distribucién uniforme en los intervalos correspon-
dientes a cada tipo de experimento. Ademads, se estudiaron los tiempos de respuesta
del algoritmo para utilizaciones totales de los conjuntos de tareas variando desde el
50 % hasta el 100 % de la capacidad total del sistema multiprocesador. Esto es, para
cada valor de Uy € {2,2.2,2.4,...,3.8,4}, se generaron aleatoriamente 500 conjuntos
de tareas con el objetivo de evaluar el desempeno del algoritmo.

Para una muestra de conjuntos de tareas T'S, definamos la tasa de planificacion p de
un algoritmo de planificacién multiprocesador P como:

cantidad de conjuntos de tareas

en que P planificé todas las tareas
pTSs = . * 100. (5.1)
cantidad total de muestras en T'S

O sea, se cuenta uno si todos las tareas fueron planificadas por el algoritmo en cada
conjunto y cero en caso contrario. La tasa de planificacion es el promedio de conjuntos
de tareas donde todas las tareas fueron planificadas por P.

Para cada experimento, la tasa de planificacion permite hacer conjeturas sobre las
cotas de utilizacién para la factibilidad de la planificacion de un conjunto de tareas
bajo EDF usando esquema particionado, con las caracteristicas del modelo de tareas
propuesto.

En cada seccién se muestra la gréfica de la tasa de planificacién contra la utilizacion
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total del sistema multiprocesador y la tabla de tiempos (en segundos) y numero de
iteraciones requeridas en promedio para obtener la asignacion éptima.

No se pretende aqui comparar el desempeno del algoritmo propuesto con otros algo-
ritmos. No seria comparable con un algoritmo heuristico, pues éste 1ltimo no hallaria
una planificacién éptima, por lo que el algoritmo exacto seria “mejor” que el heuristi-
co en este aspecto. Por otra parte, el algoritmo heuristico tendria menor tiempo de
ejecucion que un algoritmo exacto, por lo que resultan incomparables. Hasta donde
conocemos, no existen resultados experimentales concernientes al tiempo de ejecucién
de algoritmos de planificacién multiprocesador de tiempo real. El proposito de esta
seccion es ofrecer evidencias experimentales que demuestren la factibilidad de utilizar
algoritmos de planificacion multiprocesador que hallen una asignacion 6ptima, para
algunos sistemas practicos.

5.1. 4 procesadores

5.1.1. Tareas con utilizaciones entre 0.1 y 0.7

En este experimento, se consideraron tareas con utilizaciones variando entre 0.1 y
0.7. Se generaron 500 conjuntos de tareas para cada valor de la utilizaciéon total del
sistema multiprocesador, variando entre el 50 y el 100 %.

100+

—— U[0.1;0.7]]

80 B

N0

70 b

60 [ E

50 B

40t .

Tasa de planificacion (oTs)

30 E

20 B

10 B

O | | | | | | | | |
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

Utilizacion total del sistema multiprocesador (%)

Figura 5.1: Tasa de planificacién de los conjuntos de tareas (4 procesadores, u; € [0.1,0.7]).

La Figura 5.1 permite conjeturar que quizas la cota de utilizaciéon planificable para
que un conjunto de tareas de estas caracteristicas sea planificable bajo EDF usando
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esquema particionado en un sistema multiprocesador es del 65 % 6 menor.

Para este experimento, donde se mezclan tareas que consumen poco tiempo de CPU y
otras que consumen bastante tiempo de CPU, los tiempos son razonablemente bajos,
considerando que el algoritmo toma en promedio 18 s en terminar para el peor caso?,
es decir, para el 100 % de la utilizacién total, como muestra la siguiente Tabla:

U (%) | # iterac. | t (seg.)

20 5.1 1.54-107°
95 6.5 2.3-107°
60 8 3.5-107°
65 9.5 6-107°

70 11 8.107°

75 27.6 4.3-107*
80 335 2.4-1073

85 1.6 -10° 0.012
90 | 3.9-10° 0.03
95 1.5-10" 0.125
100 | 1.6-10° 17.8

Tabla 5.1: Tiempo (en segundos) y nimero de iteraciones (4 procesadores, u; € [0.1,0.7]).

En el Anexo A se muestran tres histogramas de frecuencias de los tiempos de ejecu-
cién, para el 60, 75 y 90 % de la utilizacién total. La mayoria de las veces se obtuvieron
tiempos bajos, por lo que los promedios mostrados en la tabla anterior son buenos
estimados del tiempo de ejecucion del algoritmo.

5.1.2. Tareas con utilizaciones entre 0.1 y 0.4

En este experimento, se consideraron tareas con utilizaciones variando entre 0.1
y 0.4. Para este, se generaron 1000 conjuntos de tareas para cada valor de la uti-
lizacién total del sistema multiprocesador, variando entre el 50 y el 100 %. La Figura
5.2 muestra que la cota de utilizacién planificable para que un conjunto de tareas de
estas caracteristicas sea planificable bajo EDF usando esquema particionado en un
sistema multiprocesador es estrictamente menor al 90 %. Aunque todos los conjuntos
generados fueron planificados hasta el 90% (U, = 3.6) de la capacidad disponible,
90 % no puede ser una cota. El conjunto {0.4,0.4,0.4,0.4,0.4,0.4,0.4,0.4,0.4} cuya
utilizacion total es de 3.6 no puede ser planificado en su totalidad (bajo el modelo
propuesto) en 4 procesadores: dos tareas de utilizaciones 0.4 son asignadas a cada

'El peor caso es cuando se alcanza la méaxima utilizacién total, puesto que al no haber ninguna
holgura ya que la utilizacién total coincide con la capacidad disponible, es més dificil acomodar las
tareas en los procesadores.
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procesador y queda una de utilizacién 0.4 que no puede ser asignada a ningin proce-
sador, pues no puede ser dividida en dos.

*
*

100 e ]
90 | \,
80 - i
70+ i
60 - i
50 - i

40t -

Tasa de planificacion (oTs)

30 B

20 B

10} —— Ut[0.1;0.4] 4

0 | | | | | | | | | |
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

Utilizacion total del sistema multiprocesador (%)

Figura 5.2: Tasa de planificacién de los conjuntos de tareas (4 procesadores, u; € [0.1,0.4]).

Para este tipo experimento, donde todas las tareas consumen poco tiempo de CPU, el
algoritmo toma en promedio 844 segundos en terminar para el peor caso (15 minutos
en promedio), para el 100 % de la utilizacién total. Andlogamente, en el Anexo A
se muestran algunos histogramas de frecuencias de los tiempos de ejecucion para el
60, 75 y 90 % de la utilizacién total. Estos histogramas evidencian la validez de los
promedios de los tiempos de ejecucién de la siguiente Tabla:

Tabla 5.2: Tiempo (en segundos) y nimero de iteraciones (4 procesadores, u; € [0.1,0.4]).

Uy (%) | # iterac. | t (seg.)
50 13.4 85-107°
95 15.8 1.4-1074
60 18.4 2.107*
65 78 9.1074
70 3.7-10° | 3.4-1072
75 2.7 - 10 0.282
80 1.2-10° 1.31
85 4.9-10° 5.96
90 1.8-10° 26
95 6-10° 92
100 5.4-107 844
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5.1.3. Tareas con utilizaciones entre 0.1 y 0.3

En este experimento, se consideraron tareas con utilizaciones variando entre 0.1
y 0.3. Para este, se generaron 500 conjuntos de tareas para cada valor de la uti-
lizacién total del sistema multiprocesador, variando entre el 50 y el 100 %. La tasa de
planificacién fue del 100 % para todos los valores de la utilizacién total del sistema
multiprocesador (véase la siguiente Figura).
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Figura 5.3: Tasa de planificacién de los conjuntos de tareas (4 procesadores, u; € [0.1,0.3]).

Esto no quiere decir que la cota de utilizaciéon planificable para que un conjunto de
tareas de estas caracteristicas sea planificable bajo EDF usando esquema particionado
en un sistema multiprocesador sea del 100 %: el conjunto de 14 tareas, de las cuales
13 tienen utilizacién 0.3 y la otra tiene utilizacién 0.1 (U, = 4) no es planificable
bajo EDF usando esquema particionado bajo el modelo de tareas propuesto. Se asig-
narian 3 tareas de utilizacion 0.3 a cada procesador, con lo cual quedarian sin asignar
una tarea de utilizacién 0.1 y una de 0.3. La primera puede ser asignada a cualquier
procesador, pues cada uno tiene una capacidad restante de precisamente 0.1; pero la
segunda no puede ser asignada a ninguno, pues no puede ser dividida en dos o mas
partes.

En este experimento, las tareas tienen atn una utilizacion mas baja que en el ex-
perimento anterior. El algoritmo demora 1.37 - 10* segundos aproximadamente (tres
horas y media) en terminar para el peor caso, es decir, para el 100 % de la utilizacién
total. Al igual que en los experimentos anteriores, en el Anexo A se muestran tres
histogramas de frecuencias para los tiempos de ejecucién correspondientes al 60, 75
y 90 % de la utilizacién total, que evidencian que los promedios de los tiempos de
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ejecucién son validos como un aproximado del tiempo de ejecuciéon esperado.

Us (%) | # iterac. | t (seg.)
50 19 2-1071
55 21.8 42-107%
60 24.5 4.1-107%
65 8.9-10° | 9.4-1072
70 9.6 - 10* 1.08
75 8-10° 10.82
80 2.2-10° 30.5
85 2107 3.5+ 107
90 5.2+ 107 9-10?
95 1.9-10% | 3.6-10°
100 6.77-10% | 1.37-10%

Tabla 5.3: Tiempo (en segundos) y nimero de iteraciones (4 procesadores, u; € [0.1,0.3]).

5.1.4.

Tareas con utilizaciones entre 0.4 y 0.7

En este experimento, se consideraron tareas con utilizaciones variando entre 0.4
y 0.7 (sistema de tareas “pesadas”). Para este, se generaron aleatoriamente 1000
conjuntos de tareas para cada valor de la utilizacion total del sistema multiprocesador,
variando entre el 50 y el 100 %.
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Figura 5.4: Tasa de planificacién de los conjuntos de tareas (4 procesadores, u; € [0.4,0.7]).
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Se puede conjeturar que la cota de utilizacion planificable para que un conjunto de
tareas de estas caracteristicas sea planificable bajo EDF usando esquema particionado
en un sistema multiprocesador es muy baja, quizas del 60 % o atin menor, como lo
muestra la Figura 5.4.

Para este experimento, donde todas las tareas consumen mucho tiempo de CPU, los
tiempos son muy bajos, lo cual era de esperarse, pues mientras mas grandes son las
utilizaciones de las tareas, menos variables hay. Ademas, muchas veces el filtrado
eliminé tareas que no se podian asignar debido a sus grandes utilizaciones. En este
experimento, el algoritmo toma en promedio 0.13 segundos en terminar para el peor
caso, es decir, para el 100 % de la utilizacién total, como muestra la siguiente Tabla:

Uy (%) | # iterac. | t (seg.)

20 1 2.03-107°
95 1.17 2.4-107°
60 24 5.14-107°
65 3.8 9.3-107°
70 3.75 1.27-107°
75 5.67 2.3-107°

80 5-10? 2.2-1073
85 2.7-10* | 1.2-107°
90 4.4-10% |2.26-1072
95 3.4-10% | 1.8-1072
100 2.17-10% 0.131

Tabla 5.4: Tiempo (en segundos) y nimero de iteraciones (4 procesadores, u; € [0.4,0.7]).

Los histogramas de frecuencia del Anexo A para los tiempos de ejecucion, corres-
pondientes al 60, 75 y 90 % de la utilizacién total de este experimento muestran que
es muy poco probable que los tiempos de ejecucién del algoritmo sobrepasen mucho
el promedio, por lo que los valores promedio de la tabla anterior son validos como
valores aproximados de los tiempos de ejecucion.

5.1.5. Tareas con utilizaciones entre 0.05 y 0.2

En este experimento, se consideraron tareas con utilizaciones variando entre 0.05
y 0.2. Se generaron 500 conjuntos de tareas para cada valor de la utilizacion total del
sistema multiprocesador, variando entre el 50 y el 70 %. Para este experimento, sélo
se llegd a una utilizacién total del 70 %, pues los tiempos de respuesta aumentaron
demasiado rapidamente, como se vera en el ploteo de la siguiente seccién. Esto era
de esperarse, pues como las utilizaciones de las tareas son tan pequenas, el algoritmo
debe trabajar con muchas mas variables que en los experimentos anteriores. Hasta
el 70% de la utilizacién total, la tasa de planificacién fue del 100 %. Los tiempos de
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ejecucion se muestran en la siguiente Tabla. Segun los histogramas de frecuencia del
Anexo A correspondientes a este experimento, es muy probable que se obtenga un

tiempo de ejecucion cercano al promedio y no muy superior a él.

Uy (%) | # iterac. | t (seg.)
50 35.4 9.10~*
59 40.4 1.4-1073
60 1.5-10° 2.4
65 9.8-10" | 2.1-10°
70 1.07-10% | 1.15-10*

Tabla 5.5: Tiempo (en segundos) y nimero de iteraciones (4 procesadores, u; € [0.05,0.2]).

5.1.6. Comparacion de tiempos de los experimentos realiza-

dos con 4 procesadores

En esta seccién se presentan graficas comparativas de los cinco experimentos reali-
zados con 4 procesadores. Segun se puede apreciar, los tiempos de ejecucién aumentan
muy rapidamente a medida que aumenta la cantidad de tareas pequenas en el sistema.
Esto era de esperarse, pues por cada tarea en el sistema, hay m variables en el modelo
matematico, por lo tanto mientras mas tareas hay, con més variables debe trabajar
el algoritmo.

12000

u[0.1,0.7]
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Figura 5.5: Tiempos de respuesta para los cinco experimentos realizados con 4 procesadores.
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La Figura 5.6 muestra la seccién inferior de la Figura 5.5 de manera que se pueda
observar mas claramente la comparacion de los tiempos de ejecucion de los cinco
experimentos realizados. Los tiempos de ejecucion aumentan exponencialmente, y
este crecimiento se ve mas marcado en los experimentos que restringen a las tareas a
tener utilizaciones muy pequenas.
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Figura 5.6: Seccion inferior de la Figura 5.5 con un cambio de escala en el eje Y.

5.2. 6 procesadores

5.2.1. Tareas con utilizaciones entre 0.1 y 0.7

En este experimento, se consideraron 6 procesadores, y se generaron aleatoria-
mente conjuntos de tareas con utilizaciones variando entre 0.1 y 0.7. Se generaron
1000 conjuntos de tareas para cada valor de la utilizacién total del sistema multi-
procesador, variando entre el 50 y el 100 %. La siguiente Figura sugiere que la cota
de utilizacién planificable para que un conjunto de tareas de estas caracteristicas sea
planificable bajo EDF usando esquema particionado en un sistema multiprocesador
es bastante baja, quizds entre el el 65 y el 70 %.
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Figura 5.7: Tasa de planificacién de los conjuntos de tareas (6 procesadores, u; € [0.1,0.7]).

En lo que respecta a los tiempos de ejecuciéon, se mantienen bastante bajos hasta que
se alcanza el 85 % de la utilizacion total. Los histogramas de frecuencia del Anexo A,
correspondientes a este experimento, muestran que es muy probable que se obtengan
tiempos de ejecucién cercanos a los promedios de la siguiente Tabla:

Uy (%) | # iterac. | t (seg.)
50 10.5 8.96-107°
95 14 1.5-107*
60 95.4 1.57-1073
65 156.3 2.4-1073
70 1.76 - 10* 0.28
75 1.06 - 10° 1.83
80 2.67 - 10° 4.48
85 1.01-10° 18.08
90 6.65-10° | 1.16- 102
95 8.3-10" | 1.45-10°
100 1.8-10° 5.2-10*

Tabla 5.6: Tiempo (en segundos) y nimero de iteraciones (6 procesadores, u; € [0.1,0.7]).

5.2.2. Tareas con utilizaciones entre 0.4 y 0.7

En este experimento, se consideraron 6 procesadores, y se generaron aleatoria-
mente conjuntos de tareas que consumen mucho tiempo de CPU, con utilizaciones
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variando entre 0.4 y 0.7. Se generaron 1000 conjuntos de tareas para cada valor de la
utilizacion total del sistema multiprocesador, variando entre el 50 y el 100 %. Segin
se aprecia en la siguiente Figura, la tasa de planificacion decrece rapidamente, pues
como las tareas tienen utilizaciones grandes y no se pueden dividir, a medida que
aumente la utilizacion total del sistema, serd mas dificil poderlas planificar. La cota
de utilizacién planificable para que un conjunto de tareas de estas caracteristicas sea
planificable bajo EDF usando esquema particionado en un sistema multiprocesador
es muy baja, alrededor del 55 %.
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Figura 5.8: Tasa de planificacién de los conjuntos de tareas (6 procesadores, u; € [0.4,0.7]).

Tabla 5.7: Tiempo (en segundos) y nimero de iteraciones (6 procesadores, u; € [0.4,0.7]).

U (%) | # iterac. | t (seg.)
50 1.01 3.5-107°
55 2.2 1.01-107°
60 5.66 3-107°
65 8.08 6.4-107°
70 2.3-10° | 2.2-1072
75 1.07-10% 0.1
80 1.9-10° 1.99
85 1.22-10° 14.3
90 1.58 - 10° 21.59
95 7.25 - 10° 96.5
100 5.3-107 8- 10?
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Los tiempos de ejecucién se mantienen bastante bajos hasta que se alcanza el 90 %
de la utilizacion total. Al igual que en los experimentos anteriores, los histogramas
de frecuencia del Anexo A para los tiempos de ejecucion, correspondientes al 60, 75
y 90 % de la utilizacién total de este experimento muestran la validez de los valores
promedio de la tabla anterior como valores aproximados de los tiempos de ejecucion.

5.2.3. Comparacion de tiempos de los experimentos realiza-
dos con 6 procesadores

A continuacién se muestra la grafica comparativa de los tiempos de ejecucién de los

dos experimentos realizados para 6 procesadores. Los tiempos de ejecucién también

aumentan exponencialmente, y el crecimiento es mayor en el caso que las utilizaciones
de las tareas estan en el intervalo [0.1;0.7].
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Figura 5.9: Tiempos de respuesta para los cuatro experimentos realizados con 6 proce-
sadores.

Aunque no es propésito de este trabajo de tesis realizar una comparacion de algorit-
mos, no estda de mas comentar que en el area de investigacién de operaciones existen
benchmarks clésicos para evaluar el desempeno de algoritmos de planificacién, para
problemas basicos de planificacién, como por ejemplo los benchmarks de Taillard
[Tai93]). Sin embargo, estos benchmarks no se ajustan a los propdsitos de este tra-
bajo, debido a las diferencias entre la planificacion en investigacion de operaciones
y la planificacion de los sistemas de tiempo real. Por ejemplo, en investigacion de
operaciones no existen plazos ni tiempos de activacién para las tareas y usualmente
el objetivo es minimizar el tiempo de ejecucion total. En la planificacién de tiempo
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real, esto no constituye un objetivo, sino que se cumplan los plazos de las tareas. En la
planificacién de tiempo real no existen benchmarks estandares como los de Taillard.
Se usan, en cambio, conjuntos de tareas generados aleatoriamente con ciertas carac-
teristicas estadisticamente apropiadas.
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Conclusiones

La direccion principal de la investigacién en la planificacién multiprocesador de
tiempo real ha sido desarrollar algoritmos heuristicos eficientes que encuentren solu-
ciones aproximadas en tiempo polinomial, y se ha estudiado muy poco la posibilidad
de aplicar técnicas exactas de optimizacion para obtener la planificacién 6ptima en
este tipo de sistemas. Existen algunos trabajos previos que se enfocan en hallar una
solucion 6ptima para la planificacion de un conjunto de tareas bajo el esquema parti-
cionado, pero no hay resultados experimentales disponibles para el modelo de tareas
aqui propuesto.

Para problemas de tamano pequeno propio de muchos sistemas de tiempo real, puede
ser una opcioén factible utilizar algoritmos exactos para encontrar una asignacion 6pti-
ma fuera de linea de un conjunto de tareas en un sistema multiprocesador. Con este
trabajo de tesis, se evalud, con resultados experimentales, la factibilidad de la apli-
cacion de un algoritmo exacto de optimizacién entera para hallar la solucion 6ptima al
problema de la planificacion multiprocesador bajo un determinado modelo de tareas.

Los resultados experimentales que aqui se presentan para cuatro y seis procesadores
son validos. Puesto que el problema de asignaciéon multiprocesador se clasifica como
NP-hard, no se conoce ningun algoritmo de complejidad polinomial que lo resuel-
va. Para aplicaciones embebidas y de tiempo real, cuatro 6 seis procesadores es un
limite practico, debido a los costos, y restricciones de energia y espacio tipicos de las
plataformas de hardware de este tipo de sistemas. Por consiguiente, los resultados
experimentales de este trabajo de tesis proveen evidencias que demuestran que, para
algunas aplicaciones de tiempo real con configuraciones de ntimero de procesadores
de tamano tipico, un algoritmo exacto fuera de linea (como el que se propone), puede
ser usado en vez de un algoritmo aproximado eficiente.

Aplicando la versién simplificada del algoritmo de Balas dada por Geoffrion, con-
juntamente con las modificaciones expuestas en el Capitulo anterior, para adaptar
el algoritmo al problema especifico de planificacién multiprocesador, se obtiene un
mejor desempeno, en comparacion con cualquier algoritmo heuristico, pues el método
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que aqui se propone siempre encuentra la planificacion 6ptima si ésta existe. La tinica
desventaja de este enfoque es que puede tomar mucho tiempo antes de obtenerse la
planificacién 6ptima.

Para los sistemas de tareas que consumen mucho tiempo de CPU (u; € [0.4;0.7] Vi),
para los sistemas que son una mezcla de tareas que consumen mucho y poco tiempo de
CPU (u; € [0.1;0.7] Vi) y para algunos sistemas que consumen poco tiempo de CPU
(u; € [0.1;0.4] Vi) es perfectamente posible utilizar este algoritmo fuera de linea para
hallar la planificacién 6ptima, debido a que los tiempos de ejecucion son bajos tenien-
do en cuenta la complejidad del problema que se esta resolviendo. Para otro tipo de
sistemas donde las tareas tienen utilizaciones mas pequenas (u; € [0.1;0.3] Vi), hasta
el 80 % de la utilizacién total del sistema multiprocesador los tiempos se mantienen
razonablemente bajos. Para el experimento realizado con sistemas de tareas cuyas
utilizaciones son muy pequenas (u; € [0.05;0.2] Vi), los tiempos aumentaron demasia-
do, pues mientras mas pequenas son las utilizaciones de las tareas, mas tareas hay, y
por lo tanto, el algoritmo trabaja con muchas més variables (por cada tarea, hay m
variables). Esto demuestra que para este tipo de sistemas no resulta factible aplicar
un algoritmo exacto, al menos sin modificar el algoritmo para reducir los tiempos de
coOmputo.

Para el experimento realizado con seis procesadores, en el que se consideraron sis-
temas con una mezcla de tareas que consumen mucho y poco tiempo de CPU (u; €
[0.1;0.7] Vi), los tiempos se mantienen bajos hasta que se alcanza el 85% de la uti-
lizacion total. En el caso del experimento realizado con seis procesadores que con-
sidera sistemas de tareas “pesadas”, esto es, que consumen mucho tiempo de CPU,
(u; € [0.4;0.7] Vi), los tiempos se mantienen bajos hasta que se alcanza el 90 % de la
utilizacion total.

Ademas, los histogramas de frecuencias del Anexo A demuestran la validez de los
tiempos promedios de ejecucién como valores aproximados del tiempo de ejecucion
del algoritmo para cada porcentaje de utilizacién total. Aunque no se han realizado
estudios con el objetivo de hallar formalmente la distribucién por la cual se rigen los
tiempos de respuesta, a simple vista se puede decir que muchos de estos histogramas
se asemejan a una distribucién exponencial negativa, que es la que generalmente rige
los tiempos de respuesta de servidores y otros procesos en el tiempo. En este tipo de
distribucion, hay una probabilidad muy alta de que el tiempo de respuesta de una
ejecucion del algoritmo esté préximo al tiempo promedio de respuesta.

6.1. Contribuciones principales

Las contribuciones principales de este trabajo de tesis son las siguientes:

1. Se caracteriza el problema de la planificacion multiprocesador con esquema
particionado bajo el modelo de tareas propuesto, como un problema de progra-
macion lineal entera binaria.
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2. Se realizan modificaciones a un algoritmo clasico de optimizacion entera, usando
conocimiento del problema de la planificacién multiprocesador, para adaptarlo
a éste.

3. Se ofrecen resultados experimentales de la aplicacién de un algoritmo exacto de
optimizacién entera, para hallar la planificacion 6ptima bajo el algoritmo EDF
usando esquema particionado, en un sistema multiprocesador.

4. Se obtienen valores aproximados para las cotas de utilizaciéon para la planifica-
bilidad de un conjunto de tareas! bajo EDF usando esquema particionado.

6.2. Trabajo futuro

El algoritmo propuesto en este trabajo de tesis atin puede ser modificado de varias
maneras para reducir el tiempo de ejecucién. Este es el objetivo principal, pues el al-
goritmo encuentra una planificacién éptima para el modelo de tareas propuesto en la
Seccion 4.1 del Capitulo 4.

Una posible direcciéon de trabajo puede ser la aplicacion de la mejora propuesta por
Geoffrion en [Geo69]. En este articulo, se propone la introduccién de restricciones
de sustitucién, las cuales fueron expuestas en la Seccion 4.7. Estas restricciones en-
capsulan la informacién del problema original de programacién entera y al aplicar
los criterios de sondeo a un menor niimero de restricciones, se aceleraria el proceso
de poda. En problemas de mochila multidimensional, la introduccién de este tipo de
restricciones en cada iteracién del algoritmo de la Figura 4.5, conlleva a tiempos de
ejecucion que parecen incrementarse como la tercera potencia del nimero de variables
[Geo69]. El problema de la asignacién en la planificacién multiprocesador no es un
problema de mochila multidimensional, sino de mochila multiple (esto implica muchas
més restricciones). Por esta razén, restarfa evaluar cudnto reducirfa los tiempos de
ejecucién el uso de estas restricciones aplicando el algoritmo de la Figura 4.6.

Otras posibles modificaciones al algoritmo pueden ser:

= Resolver el problema relajado asociado al problema original, para comenzar con
una solucion inicial que esté dada por los valores enteros més cercanos a la solu-
cién optima de la version continua del problema original. Esta solucién inicial,
(llamada LP-start) ha probado ser efectiva en algunos problemas [Geo69].

» Usar otros criterios de sondeo que sean mas poderosos que el criterio de Balas
para el problema de la asignacién multiprocesador. Algunos criterios de sondeo
se describen en [Pet67] conjuntamente con una comparacién de tiempos de
computo en varios proyectos de investigacion y desarrollo.

'Bajo el modelo de tareas propuesto.

Cinvestav Departamento de Computacion



100 Capitulo 6

Luego que se haya implementado la introduccion de las restricciones de sustitucién,
se puede comparar entre la propuesta original de Geoffrion [Geo69] y las siguientes
modificaciones:

= Introducir las restricciones de sustitucion cada cierto nimero de iteraciones.
Se reportan trabajos donde el tiempo de ejecucion fue menor cuando no se
introducian las restricciones en cada iteracion [Geo69].

» Utilizar un algoritmo de punto interior (e.g. el algoritmo de Mehrotra descrito
en la Seccién 3.4.1 del Capitulo 3) en lugar del método Simplex para resolver
el (LP) necesario para hallar los coeficientes de la restriccién de sustitucion, en
caso que se vaya a trabajar con problemas grandes.

Se podria pensar también en la paralelizacién de los criterios de sondeo del algoritmo,
para acelerar el proceso de poda y asi reducir el tiempo de computo. Ademés, se puede
aumentar el nimero de experimentos y de esta forma, estimar de manera mas exacta
la utilizacion promedio planificable de los conjuntos de tareas con las caracteristicas
descritas en el Capitulo 5, bajo EDF usando esquema particionado en un sistema
multiprocesador.

La desventaja principal del enfoque exacto propuesto en este trabajo de tesis es que
puede tomar mucho tiempo encontrar la planificacién 6ptima. Es por esta razén que
se ha trabajado intensamente en buscar algoritmos heuristicos eficientes que brindan
una “buena ”solucion en tiempo polinomial. Podria pensarse en un enfoque hibrido
entre alguna heuristica (que se utilizaria por ejemplo en hallar una solucién inicial)
y un enfoque exacto como el que aqui se describe. También se pueden estudiar otros
algoritmos de optimizacién entera que pudieran tener mejor desempeno para el pro-
blema especifico de la planificacién multiprocesador, por ejemplo los basados en las
técnicas de los planos cortantes descritas en el Capitulo 3.
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Anexo A

En este apéndice se muestran tres histogramas de frecuencia de los tiempos de
ejecucién para cada experimento realizado, generalmente para el 60, 75 y 90 % de
la utilizacion total. Por razones de espacio solo se muestran tres histogramas, pero
para los demas porcentajes de la utilizacion total, los tiempos de ejecucion siguen
generalmente el mismo comportamiento. El eje X que corresponde a los tiempos
de ejecucion, estda dividido en 10 clases, y el eje Y corresponde a la cantidad de
experimentos que clasificaron en cada clase.

A.1. Experimento 1: 4 procesadores, utilizaciones
entre 0.1 y 0.7

800

| I v[0.1,0.7]= 2.4 (4 proc.}

700 R

600 b

500 b

400

300

Frecuencia de la clase

200

100

1 il l L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
Tiempos de ejecucion (s) x 107

Figura A.1: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.7], Up = 60 %).
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1000
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900

800 B

700 b

600 B

500 b

400 b
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300 b

200 b
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O L | | | L | L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

Tiempos de ejecucion (s)

Figura A.2: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.7], Ur = 75%).
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Figura A.3: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.7], Up =90 %).
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A.2. Experimento 2: 4 procesadores, utilizaciones
entre 0.1 y 0.4

600

T T T T
| I U[0.1:0.4] = 2.4 (4 proc.

500

400

300

200

Frecuencia de la clase

100

| | Il L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tiempos de ejecucion (s) x1073

Figura A.4: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.4], Ur = 60%).
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Figura A.5: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.4], Up = 75%).
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1000 T T T
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Figura A.6: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.4], Upr = 90%).

A.3. Experimento 3: 4 procesadores, utilizaciones
entre 0.1 y 0.3

180
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Figura A.7: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.3], Up = 60 %).
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450
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Figura A.8: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.3], Ur = 75%).
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Figura A.9: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.1,0.3], Up =90 %).
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A.4. Experimento 4: 4 procesadores, utilizaciones
entre 0.4 y 0.7

1000
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900
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Figura A.10: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.4,0.7], Ur = 60%).
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Figura A.11: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.4,0.7], Up = 75%).
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Figura A.12: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.4,0.7], Up = 90 %).

A.5. Experimento 5: 4 procesadores, utilizaciones
entre 0.05 y 0.2
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Figura A.13: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
[0.05,0.2], Up = 50 %).
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Figura A.14: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €
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Figura A.15: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (4 procesadores, u; €

0.05,0.2], Ur = 70%).
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A.6. Experimento 6: 6 procesadores, utilizaciones
entre 0.1 y 0.7
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Figura A.16: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (6 procesadores, u; €
[0.1,0.7], Ur = 60 %).
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Figura A.17: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (6 procesadores, u; €
[0.1,0.7], Up = 75%).
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Figura A.18: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (6 procesadores, u; €
[0.1,0.7], Ur = 90 %).

A.7. Experimento 7: 6 procesadores, utilizaciones
entre 0.4 y 0.7
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Figura A.19: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (6 procesadores, u; €
[0.4,0.7], Up = 60 %).
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Figura A.20: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (6 procesadores, u; €
[0.4,0.7], Up = 75%).
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Figura A.21: Histograma de frecuencias de los tiempos de ejecucién (6 procesadores, u; €
[0.4,0.7], Ur =90 %).
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