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Resumen

En este trabajo de tesis se ha realizado la visualizacion de la superficie de un
fluido. Se utilizé el método de Hidrodindmica Suavizada con Particulas (HSP) para
simular el fluido. Se realizaron dos técnicas de visualizacién, una mediante la técnica
de trazo de rayos y la otra usando aplanados de un fluido moviéndose dentro de un
contenedor en forma de cubo. En un contenedor convencional para HSP, sus super-
ficies estaran formadas por particulas; en este trabajo las superficies del contenedor
estan formadas por superficies poligonales.

La técnica de trazo de rayos permite la mejor visualizacién, pero es altamente
costosa y debe realizarse fuera de linea, por lo que se obtiene un video del fluido
ya simulado. El uso de los aplanados permite una visualizacién interactiva, por lo
que se construyo una interfaz grafica en Qt y OpenGL para la visualizacién en linea
del fluido que esta siendo simulado. Con aplanados se logré una visualizacién a 6.7
cuadros por segundo con 500 particulas.

Ademas se implement un sensor, en la forma de un widget', que permite al usuario
observar la variacién de ciertas cantidades fisicas de interés dentro del fluido como
pueden ser: presién, densidad y rapidez?.

LGadget o artilugio.
2En fisica, se conoce como rapidez a la magnitud de la velocidad, siendo esta tiltima una cantidad
vectorial.
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Abstract

In this work we have done the visualization of a fluid surface. We have used the
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) method to simulate the fluid. We have
implemented two visualization techniques, one by the raytracing technique and the
other using splats of a fluid wich is moving inside a cubic container. In a conventional
SPH container, its surfaces are built by particles; in this work, the container surfaces
are built of polygonal surfaces.

The raytracing technique allows a better visualization, but it is highly expensive
and must be done offline, for which we have to obtain a video of the fluid previously
simulated. The use of splats allows for an interactive visualization, for which we have
built a graphic interface in Qt and OpenGL for the online visualization of the fluid
which is being simulated. With splats we achieved a visualization at 6.7 frames per
second with 500 particles.

Also, we have implemented a sensor, in the form of a widget, that allows the user
to watch the variation of some physical quantities of interest inside the fluid body
such as: pressure, density and speed?®.

3In physics, speed is defined as the magnitude of the velocity, which is a vectorial quantity.
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Capitulo 1

Introduccion

La simulacién de fluidos es requerida para la visualizacion de liquidos y objetos
deformables en una computadora. Por ejemplo, la visualizacion interactiva del corte
de una vena y la sangre fluyendo a través del corte. La simulacién del corte de un
objeto plastico parece que se realiza mas facilmente, computacionalmente hablando,
al simular el objeto plastico como si fuese un fluido. En esta tesis se intenta resolver
el problema de la visualizacién de la superficie de un liquido que se esta simulando
con el método de Hidrodinamica Suavizada con Particulas.

1.1. Motivacion

En el Departamento de Computacién del Cinvestav se realizé la tesis de maes-
tria Sdlido Deformable Inmerso en un Fluido [4] de Fernando Arreguin. En ella se
implementa uno de los métodos de simulaciéon de fluidos mas utilizados en el ambito
de la simulacién en tiempo real: Hidrodinamica Suavizada con Particulas (HSP). Sin
embargo, en dicho trabajo el fluido simulado se visualizé6 mediante pequenas esferas,
lo cual no es 1til para percibir las cualidades y comportamiento del fluido. Se necesita
visualizar el volumen de fluido en toda su extensién. Ademas, la simulacién arroja
un conjunto de datos asociados al fluido: presién, velocidad y densidad, los cuales
necesitan visualizarse.

Surge entonces la necesidad de buscar e implementar métodos de visualizacion
que sean apropiados para ejecutarse en sistemas de moderado poder de procesamien-
to con el fin de aprovechar la infraestructura existente. Para la visualizacién, se han
abordado separadamente dos requerimientos dificiles de conciliar: interactividad y ni-
vel de realismo. En este trabajo se analiza el porqué no es posible alcanzar ambos
requerimientos a la vez usando hardware convencional.



2 Capitulo 1

Figura 1.1: Diagrama del espacio de trabajo bidimensional en el enfoque euleriano.

1.2. Simuladores de fluidos

El problema de simular el comportamiento de los fluidos utilizando computadoras
corresponde al drea de investigacion denominada dinamica de fluidos computacional
(Computational Fluid Dynamics, CFD). Como se afirma en [5], el tema de simulacién
de fluidos es complicado debido a la interaccién que existe entre varios fenomenos ta-
les como conveccion, difusion, turbulencia o tension superficial. Existen dos enfoques
para la simulacién de fluidos, con rejilla (grid) y con particulas (gridless o sin rejilla).
A continuacién se explican ambos brevemente.

En el primer enfoque se simula el fluido dentro de un espacio de trabajo fijo y
usualmente en forma de caja rectangular. Dicho espacio se divide en celdas del mis-
mo tamano, formando una rejilla (ver figura 1.1). El campo escalar correspondiente
a alguna cierta cantidad fisica de interés, por ejemplo la presiéon de un fluido, queda
descrito por sus valores en las esquinas de las celdas. Estas esquinas actiian como
observadores fijos en el espacio que van registrando los valores del campo mientras el
fluido va pasando a través de su respectiva posicion, por esta razén a este enfoque se
le conoce con el nombre de Fuleriano. Una desventaja de este enfoque es que no es
posible realizar la simulacién fuera del dominio establecido por la rejilla.

En cambio, en el enfoque por particulas, el campo escalar esta definido por un
conjunto arbitrario de muestras posiblemente desordenado. Estas muestras corres-
ponden a las particulas que actian como observadores que llevan consigo los valores
del campo en tanto que se van moviendo junto con el fluido (ver figura 1.2). Por
este motivo a este enfoque se le conoce como Lagrangiano. En este enfoque es posible
realizar la simulacién en todo el espacio, no se tiene la restriccion de un dominio de
trabajo como en el caso euleriano.

Cinvestav Departamento de Computacion



Introduccion 3

Figura 1.2: Diagrama de particulas para el enfoque lagrangiano en dos dimensiones.

1.3. Estado del arte

Para la realizacion del presente trabajo de tesis se han consultado diversos articu-
los relacionados con los temas de simulacién y visualizacion de fluidos. En muchos de
los casos, el objetivo de los autores consiste en visualizar una superficie que aproxima
el limite exterior del volumen del fluido, lo cual es también uno de nuestros objeti-
vos. En algunos otros, el tema de visualizaciéon se menciona de manera secundaria o
inclusive se omite totalmente.

A continuaciéon se da un resumen de los diversos trabajos relacionados con nuestro
tema y se muestra en la tabla 1.1 el conjunto de técnicas de visualizacion de fluidos
mas relevantes que se utilizan en ellos.

En [5], Miiller, Charypar y Gross proponen una extensiéon del método HSP utili-
zado previamente para animar objetos altamente deformables, ademas del comporta-
miento de galaxias, similar al de un fluido. Utilizan las ecuaciones de Navier-Stokes
para derivar campos de densidad de fuerza y agregan un término para simular los
efectos de la tensién superficial. También sugieren utilizar dos métodos para rastrear
y visualizar la superficie libre del fluido: aplanamiento y encajamiento de cubos, obte-
niendo despliegues de 15 cps! y 5 cps, respectivamente. Segiin sus autores, el método
de encajamiento de cubos resulta relativamente lento para una aplicacion interactiva,
mientras que el de aplanamiento da resultados plausibles, pero que pueden ser mejo-
rados. Se sugiere utilizar alguna técnica de sobremuestreo en las particulas, es decir,
agregar muestras de particulas de manera artificial para propésitos de despliegue tini-
camente.

En [10], Miiller, Solenthaler, Keiser y Gross proponen una nueva técnica para mo-
delar la interaccién entre dos fluidos distintos (o de propiedades distintas) con base

LCuadros por segundo.

Cinvestav Departamento de Computacién



4 Capitulo 1

Tabla 1.1: Técnicas de visualizacién de fluidos utilizadas en diversos articulos cientificos.

’ Técnica \ Articulos que la emplean ‘
Particulas esféricas* 6], [7], [8]
Aplanamiento* 5], [9]
Encajamiento de cubos* [5], [10], [6], [7], [11], [12], [13], [8], [14]
Encajamiento de mosaicos [15]
Encajamiento de rebanadas [16]
Sprites [11]
Elementos de superficie 9]
Conjuntos de nivel [17], [18]
Conjuntos de nivel con particulas [19]
Semi-implicito con particulas méviles | [18]
Trazo de rayos* [13], [8], [19]
Despliegue volumétrico [20]
Objetos deformables* 2]

Se marcan con un * aquellas relevantes para este trabajo.

en el método HSP. Tanto la superficie envolvente de los fluidos como la superficie que
forma la interfase? entre ellos, se obtienen extrayendo la isosuperficie de un campo
escalar con el algoritmo de encajamiento de cubos, generando una malla de triangulos
que, a su vez, se despliega por medio de trazo de rayos (para esto ultimo ellos utili-
zaron el programa POVray?).

En [6], Miiller, Schirm y Teschner proponen un método interactivo para simular
sangre en cirugia virtual, como un fluido con superficies libres, basado en HSP. Se
presentan dos casos: (a) flujo sanguineo dentro de una arteria formada por una malla
de tetraedros deformables; y (b) sangre que mana de una arteria rota, lo cual implica
encontrar la superficie libre que existe en la interfase entre la sangre y el aire. Para
el caso (a) la sangre se visualiza como pequenas esferas cuyo color viene dado por la
velocidad de las particulas. En el caso (b) se extrae la superficie libre utilizando el
algoritmo de encajamiento de cubos. En este articulo el tema principal es obtener el
mejor desempeno al simular el comportamiento del fluido de una manera fisicamente
plausible, puesto que seria utilizado en sistemas de entrenamiento quirirgico.

En [7], Miiller, Schirm, Teschner, Heidelberger y Gross proponen un método para
modelar la interaccion de fluidos con sélidos deformables. Se basa en el intercambio de

2De acuerdo al diccionario de la Real Academia Espahola, el término interfase se refiere a la
superficie de separacion entre dos fases o partes separables que componen un sistema. Es distinto
al término interfaz que se refiere a la conexidn fisica y funcional entre dos sistemas independientes,
como en el caso de una interfaz de usuario.

3http: / /WWw.povray.org

Cinvestav Departamento de Computaciéon
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momento entre las particulas de un simulador de fluidos lagrangiano, es decir, basado
en particulas, y objetos sélidos representados mediante mallas de poligonos deforma-
bles, utilizando particulas virtuales en la frontera del sélido. Una de las aplicaciones
presentadas en este articulo son los simuladores de cirugia, simulando el fluido con
superficie libre y visualizandolo ya sea con pequenas esferas o extrayendo la superficie
mediante el algoritmo de encajamiento de cubos.

En las notas del curso de simulacién de fluidos de SIGGRAPH 2007 [11], Robert
Bridson y Mattias Miiller dedican solamente cuatro lineas al tema de despliegue del
fluido. En el capitulo 9.4, titulado Rendering, mencionan que uno de los métodos més
simples y répidos es representar cada particula con un sprite*, aplicando un filtro
de suavizado. Otro método es dibujando una isosuperficie del campo de densidad y
triangularla utilizando el algoritmo denominado encajamiento de cubos.

En [12], Miiller presenta un método para rastrear la superficie libre de un flui-
do, aplicando dos pasos a una malla de rectangulos. El primer paso es arrastrar los
vértices de la malla por efecto del campo de velocidades del fluido. El segundo paso
es corregir las partes de la malla que se han intersectado consigo mismas, aplicando
las plantillas del método de encajamiento de cubos. De manera opcional, es posible
aplicar trucos geométricos, aunque no fisicos, para prevenir la pérdida de volumen
contenido en el interior de la malla. Se afirma que la técnica es eficiente, tanto en
computo como en consumo de memoria, para producir simulaciones interactivas a 6
cps en una malla de 40 mil tridngulos en promedio.

En [16], Rosenberg y Birdwell afirman que en los simuladores de fluidos interac-
tivos, frecuentemente el cuello de botella se encuentra en el paso de extraccion de
la superficie. Proponen una nueva aproximacion al problema de poligonalizacion de
superficies creando una variante del algoritmo de encajamiento de cubos denominada
encajamiento de rebanadas (marching slices), en el cual divide el espacio en rebanadas
en lugar de cubos, y lo compara con otros algoritmos existentes. También se muestra
cémo extender el algoritmo para extraer poligonos en orden de atras hacia adelante,
con el fin de desplegar superficies con transparencia.

En [13] , Lenaerts, Adams y Dutré simulan el paso de un fluido a través de un
material poroso y deformable. Se agrega el efecto causado por la ley de Darcy, que
gobierna el flujo en un medio poroso, a un simulador HSP. La superficie de los objetos
rigidos y deformables se define mediante mallas de tridngulos que se animan junto con
las particulas del objeto. Las superficies de los fluidos se extraen usando encajamiento
de cubos y se despliega con trazado de rayos utilizando PO Vray.

4El término sprite corresponde a la técnica empleada para integrar pequefas imége-
nes o animaciones bidimensionales dentro de una escena tridimensional m&s complicada
(http://en.wikipedia.org/wiki/Sprite_(computer_graphics)).
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En [8], Clavet, Beaudoin y Poulin presentan un nuevo método basado en particu-
las para simular fluidos viscosos y elasticos. Como consecuencia de este método sur-
gen efectos de tensién superficial, propiciando la formacién de gotas y filamentos.
Por otra parte, los efectos de plasticidad elastica y no lineal se obtienen agregando
resortes con longitudes de reposo variables, entre particulas. También se simula la in-
teraccion entre el fluido y objetos dindamicos. Para efectos de previsualizacion rapida,
las particulas del fluido se despliegan simplemente como esferas hechas de poligonos.
Para un despliegue de alta calidad, se utiliza una malla de poligonos, extraida de una
isosuperficie de un campo escalar definido por las particulas, mediante el algoritmo
de encajamiento de cubos. La generacion de la imagen se realiza offline con un tra-
zador de rayos llamado Pizie’. Es interesante mencionar, como dato adicional, que
los autores afirman que el método es estable para intervalos de tiempo grandes. Se
reducen significativamente las inestabilidades numéricas, que abundan en las simula-
ciones basadas en leyes fisicas, y se pueden obtener simulaciones rapidas calculando
un solo intervalo de tiempo para cada cuadro de animaciéon. En los resultados se
reporta que cada cuadro de animacién se genera en 2 segundos para un fluido que
consta de 20,000 particulas. Con 1,000 particulas se obtiene una interaccién de 10 cps.

En [2], Yongning Zhu y Robert Bridson presentan un método de simulacién ba-
sada en leyes fisicas, para animar el movimiento de la arena. En vez de realizar la
simulaciéon de arena compuesta por millares de granos diminutos, se la trata como
un continuo cuyo comportamiento es similar al de un fluido. Basicamente se muestra
cémo es posible convertir practicamente cualquier simulador de fluidos en un simula-
dor de arena, con unicamente unas pocas adiciones para tomar en cuenta la friccién,
tanto entre granos como entre grano y frontera. Ademads, proponen un método alter-
nativo de simulacion de fluidos utilizando una nube de particulas que permite simular
el arrastre y rastreo de la superficie, pero también se utiliza una rejilla auxiliar pa-
ra reforzar las condiciones de frontera y la incompresibilidad. Para un despliegue de
alta calidad es posible realizar la reconstruccién de la superficie que envuelve las
particulas utilizando objetos sin forma (blobbies). Sin embargo, con esta técnica es
imposible lograr superficies regulares perfectamente planas o esféricas en situacio-
nes donde se espera que un fluido tome estas formas. Para mejorar esta situacién,
los autores proponen una manera diferente de construir la superficie implicita que
envuelve las particulas, aunque se obtienen gotas espurias en regiones concavas de
tamano pequeno. Proponen también una manera de detectarlas y eliminarlas, sin al-
terar el resto de la superficie. Reportan tiempos de 40 a 50 segundos para generar
cada cuadro de animacién, con 100 particulas en una rejilla de 250° celdas. Para me-
jorar los tiempos, sugieren utilizar una aproximacion de minimos cuadrados moviles
(MLS, Moving Least Squares)[21] para obtener tiempos interactivos.

En [14], Wojtan, Thiirey, Gross y Turk presentan un método para rastrear de
manera precisa el movimiento de la superficie de materiales deformables que efectiie

Shttp://www.renderpixie.com/
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cambios topoldgicos, es decir, que varios objetos se fundan en uno, que uno se separe
en varios o que aparezcan agujeros en el fluido. Utilizan un método lagrangiano de
rastreo de superficie y se representa a la misma mediante una malla de triangulos.
Los cambios de topologia se manejan editando dicha malla. Cuando es necesario crear
nueva geometria®, se extrae de la isosuperficie utilizando el algoritmo de encajamiento
de cubos, el cual se considera en este articulo como el estandar para tales situacio-
nes. Cabe mencionar que en este articulo, la simulacion del fluido se realiza con un
método euleriano, es decir, no mediante particulas. Es la visualizacién la que lleva un
componente lagrangiano.

En [22], Cleary, Pyo, Prakash y Koo presentan un método basado en particulas
para representar fluidos con burbujas y espuma de apariencia realista. No se men-
ciona el método utilizado para extraer la superficie del fluido, pero el despliegue lo
efectia utilizando el software comercial Maya, generando los distintos componentes
(fluido, espuma y burbujas) en capas distintas y luego los compone usado el software
comercial After Effects.

En su tesis de maestria [15], Williams Brent propone otra variante del algoritmo
de encajamiento de cubos, denominada encajamiento de mosaicos (marching tiles),
en la cual utiliza una teselacién del volumen con una figura geométrica basada en
tetraedros, con el fin de reducir el aliasing volumétrico (vozelizacion). Su algoritmo
fue utilizado en las producciones cinematograficas Hellboy II y 10,000 A.C. No se
ejecuta en tiempo real.

En [9], Keiner, Adams, Gasser, Bazzi, Dutré y Gross presentan un marco de tra-
bajo unificado para la animacion, basada en leyes fisicas, de sélidos deformables y
fluidos. Fusionando las ecuaciones de mecédnica de solidos con las de Navier-Stokes,
usando un enfoque lagrangiano basado en particulas, consiguen animar tanto flui-
dos como sélidos deformables, asi como las transiciones de fase entre ellos. Ademas,
proponen un enfoque de generacién de superficie hibrido entre una representacion
implicita y una explicita, que es capaz de soportar cambios topolégicos, al mismo
tiempo que preserva el nivel de detalle a escala fina. En la parte de la representacion
implicita de la malla utilizan muestras puntuales orientadas (surfels o elementos de
superficie), mientras que para la representaciéon explicita mantienen una aproxima-
cion en isosuperficies de campos escalares. Con ambas representaciones, se visualiza
la superficie tanto de objetos sélidos deformables con detalles finos, como de fluidos
en los cuales se pierde el detalle debido a la tensién superficial. En los ejemplos mos-
trados, la simulacion se ejecuta en tiempo interactivo de 0.7 cps, con entre 2,400 y
3,900 particulas. La visualizacién de la superficie obtenida se realiza, durante una eje-
cucion interactiva, con el método de aplanamiento sobre GPUs. Las iméagenes en alta
resolucion y los videos son generados utilizando una versiéon modificada del trazador

SEn este contexto, el término geometria se refiere a la estructura espacial de los componentes de
una malla de poligonos: vértices, aristas y caras.
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de rayos POVray, para trazar superficies compuestas de muestras puntuales.

En [23], Yuksel, House y Keyser proponen un nuevo método para simular, en
tiempo real, ondas en la superficie de un fluido y su interacciéon con objetos flotantes.
La superficie del fluido consiste en un mapa de altitudes y las ondas en su superficie
se simulan con un enfoque orientado a particulas. Utilizan el hardware grafico para
transformar estas ondas-particulas en un mapa de altitud, el cual puede desplegarse
con la tarjeta grafica, sin necesidad de extraer la superficie. Dado que tunicamente
se estan simulando las ondas superficiales con mapas de altitud, no se puede mode-
lar el comportamiento del fluido en el volumen contenido en el interior de la superficie.

En [24], Tirey, Miiller, Schirm y Gross presentan un nuevo método que mejora
las simulaciones de fluidos por mapas de altitud, anadiendo de manera automatiza-
da, la geometria de las olas que rompen, imposibles de representar con unicamente
los mapas de altitud (también conocidos como Shallow Water Simulations). Debido
a la naturaleza bidimensional de este tipo de simulaciones, son muy eficientes para
simular la superficie de un fluido en tiempo real, pero no son de utilidad cuando se
desea simular también lo que ocurre en el interior del fluido.

En [20], Cohen, Tariq y Green describen un sistema interactivo para crear ani-
maciones basadas en simulacion de fluidos, que reaccionan al movimiento de otros
objetos. Consta de un simulador euleriano disenado para ejecutarse eficientemente en
arquitecturas paralelas y cuyo dominio de simulacién se traslada dinamicamente a
la posicién del objeto controlado por el usuario. El movimiento del fluido se visuali-
za mediante el efecto ejercido por su campo de velocidades sobre particulas que no
estan restringidas a permanecer dentro del dominio del simulador. Con ello se elimi-
na el efecto de fluido confinado dentro de una caja (fluid-in-a-box), inherente a los
simuladores eulerianos. Ademas se aplica una técnica de despliegue volumétrico a las
particulas para producir un efecto visual de humo, polvo o niebla.

En [17], Foster y Fedkiw presentan un método general para modelar y animar
liquidos, enfocandose en el volumen del fluido simulado. Para ello, mezclan el para-
digma de particulas con el de evolucién de una superfcie implicita, originando una
modificacién del método conocido como conjuntos de nivel (level sets). Se menciona
que estos métodos tienen, por separado, fortalezas y debilidades complementarias,
pero la manera en que las fusiona permite evitar el efecto de pérdida de volumen in-
herente a los conjuntos de nivel, mientras se mantiene una superficie suave, imposible
de lograr con particulas inicamente. La mayoria de los simuladores de fluidos se limi-
ta unicamente a reproducir el efecto de las leyes fisicas, sin proporcionar mecanismos
de control por parte del usuario (posiblemente por considerarlos como interacciones
no fisicas o no realistas). Los autores otorgan importancia a la necesidad que se tiene
de dichos mecanismos de control en el drea de animacion. Un ejemplo de la capacidad
de control que brinda este enfoque puede apreciarse en la escena de apertura de la
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pelicula Shrek, cuando el personaje animado interactia con un fluido viscoso, llena
su boca con éste para luego expulsarlo, mediante una curva de control.

En [19], Enright, Marschner y Fedkiw presentan un nuevo método para animacion
y despliegue de efectos de agua fotorrealistas. Para obtener un comportamiento fisica-
mente plausible de una superficie de agua, proponen un nuevo enfoque de rastreo de
superficie engrosada (thickened), llamado método de conjuntos de nivel con particulas
(particle level set method). Bésicamente, se genera una superficie implicita que se va
arrastrando por efecto del campo de velocidades. Junto con la superficie se generan
particulas, tanto en el interior como en el exterior del volumen de fluido, hasta cierta
distancia, que se utilizan como marcadores para corregir errores en la evoluciéon de la
superficie. Las particulas internas ayudan a prevenir pérdida de volumen de fluido,
mientras las externas simulan efectos de bolsa de aire atrapado por el agua. Para
desplegar la superficie obtenida, utilizaron un trazador de rayos de tipo Monte Carlo,
con capacidad para generar todos los tipos de iluminaciéon mediante mapas de fotones
y calculo de irradiancia.

En [18], Premoze, Tasdizen, Bigler, Lefohn y Whitaker utilizan un enfoque orien-
tado a particulas para dar al usuario una previsualizaciéon rapida, en baja resolucion,
de la animacién que se esta generando. Posteriormente, se aumenta la resolucién
en el numero de particulas para producir el movimiento final del fluido. El méto-
do utilizado es llamado semi-implicito con particulas mdviles (MPS, Moving Particle
Semi-Implicit) y consiste en realizar el paso de animacién de manera similar al método
HSP, pero eliminando la ligera compresibilidad” mediante la solucién de una ecua-
cién de Poisson, usando el método de gradiente conjugado. En el estado inicial de las
particulas, se construye una superficie implicita que las envuelve y que posteriormen-
te se va evolucionando en cada paso de tiempo sobre una rejilla discreta mediante el
método de conjuntos de nivel.

En [25], Stam propone un modelo de simulacién de fluidos incondicionalmente
estable, que permite tomar pasos de tiempo de mayor longitud, logrando asi anima-
ciones mas rapidas. El autor resalta que, en aplicaciones de ingenieria, se requiere
que la simulacion arroje resultados acotados de manera precisa para las cantidades
fisicas involucradas, siendo de importancia secundaria la forma y apariencia visual
del fluido. Por otra parte, en el area de graficacién y animacion, la forma y compor-
tamiento del fluido son de interés primario, sacrificando en cierta medida la exactitud
de la simulacién, como es el caso de las aplicaciones de entretenimiento y algunos
simuladores. El método propuesto por Stam ofrece estabilidad incondicional, pero el
precio se paga en exactitud y no resulta apto para ciertas aplicaciones de ingenieria,
ya que sufre de disipacion numérica. Se ha utilizado con éxito para simular de manera
interactiva, diversos efectos gaseosos, pero no es posible simular fluidos con superficie
libre, como en el caso del agua. Sélo resta mencionar que este método esta basado en

"HSP simula fluidos compresibles o ligeramente compresibles.
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rejillas, no en particulas.

En el d&mbito de las aplicaciones de animaciéon comerciales podemos mencionar el
caso de Maya. Se trata de una suite de diseno, modelado y animacién tridimensional
que ha estado en la lista de herramientas preferidas por los animadores profesionales
durante anos. Otros ejemplos incluyen Lightwave y 3D Studio Mazx. Como se mencio-
na en el capitulo final del curso de fisica en tiempo real del SIGGRAPH 2008 [26],
Jos Stam desarrollé para la versién 9 de Maya un simulador unificado que simula en
la misma estructura de datos (basada en simplejos) la interaccién entre particulas (0-
dimensionales), cabello y cadenas de aristas (1-dimensionales), ropa (2-dimensional),
fluidos, cuerpos blandos y sélidos (3-dimensionales). Actualmente este simulador se
conoce como nParticles y se utiliza el método HSP para resolver la simulaciéon de
fluidos. Cabe mencionar que Maya también cuenta con un simulador euleriano que
realiza la simulacién sobre una regién acotada del espacio y sin utilizar particulas
pero su visualizacién resulta vozelizada para dominios de baja resolucion.

También existen herramientas de codigo abierto que proporcionan practicamente
las mismas prestaciones que el software propietario. La mas completa y de creciente
aceptacién actualmente es Blender, la cual cuenta desde su versién 2.37% con un simu-
lador que utiliza el algoritmo LBM (Lattice Boltzmann Method), el cual se encuentra
a medio camino entre los métodos con rejilla y los de particulas. Es interesante men-
cionar que el creador y administrador de este modulo de fluidos en Blender es Nils
Thiirey, autor en [14], [24], [26], [27], entre otros. El médulo estd basado en su tesis
doctoral y fué implementado en el ano 2005.

Ahora bien, desde la versién 2.57, Blender incorpora HSPY para la simulacién
de fluidos entre los sistemas de particulas disponibles. Sin embargo, como afirma
Thiirey en su wiki, Blender no cuenta con visualizacién volumétrica. De manera que
el fluido simulado por el método HSP, se visualiza en forma de particulas. En una
publicacién del blog de desarrolladores de Blender!’, del 18 de Febrero de 2011, se
afirma que actualmente se encuentra en desarrollo la implementacion de un maédulo
para la extraccién de superficie del fluido. Uno de los objetivos de este trabajo de
tesis es implementar un modulo de software con esta misma funcionalidad.

1.4. Planteamiento del problema

En esta tesis se resolverd el problema de visualizacién de fluidos simulados por el
método HSP. Se proponen dos soluciones, como se muestra en la figura 1.3:

8http://wiki.blender.org/index.php/Doc:Manual /Physics/Fluids y
http://wiki.blender.org/index.php/User:N_t /SummerOfCode2005/Fluid_Animation/Development
9http://wiki.blender.org/index.php/Doc:2.5/Manual /Physics /Particles /Physics /Fluid y

http://blenderdiplom.com/index.php/en/tutorials/item /30-tutorial-introduction-to-fluid-particles
Ohttp://code.blender.org/index.php/2011/02 /particle-fluids-refactoring-under-way /
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Visualizacién
por
trazo de rayos

Simulador
HSP

Solucién no interactiva, fuera de linea

Interfaz grafica en Qt

Visualizacién
con OpenGL

Simulador N\
HSP

Solucién interactiva, en linea

Figura 1.3: Esquema de soluciones.

1. El simulador HSP generara archivos de salida que seran la entrada para un vi-
sualizador por trazo de rayos. Se usard el programa POVray!! para esta tltima
tarea. Esta solucién es, por supuesto, fuera de linea y no interactiva: todo el
proceso tiene que volver a realizarse si se cambian los parametros de la simula-
cién y la visualizacion tiene que volver a realizarse si se observa la escena desde
otra posicién diferente.

2. Otra solucién serd construir una interfaz grafica en Qt'? en la que estard inmerso

el simulador HSP y al mismo tiempo de la simulacién podra visualizarse usando
OpenGL'3. Se podrd cambiar el punto de vista de la escena usando el ratén y
podra inicializarse otra simulacién en cualquier momento.

Dadas las limitaciones en OpenGL para realizar efectos avanzados de visualizacion
(como las cdusticas [28]), se tendrd la mejor visualizacién con la propuesta no inter-
activa; sin embargo, una visualizacién rapida general del comportamiento del fluido
simulado podria conseguirse con la segunda solucion interactiva.

Uhttp: / /www.povray.org
2http://qt.nokia.com/products/
Bhttp://www.opengl.org
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1.5. Organizacién de la tesis

En el capitulo 2 se profundiza teéricamente en el funcionamiento del método HSP.
También se detallan las técnicas empleadas para la etapa de visualizacion.

En el capitulo 3 se explica tanto el disenio del contenedor para realizar las simu-
laciones de esta tesis, como también las modificaciones realizadas al simulador HSP
para acelerar su tiempo de ejecucion. Ademads, se muestran los resultados obtenidos
con esta realizacion.

En el capitulo 4 se explican los detalles de implementacion de las técnicas de
visualizacién empleadas y se mencionan las ventajas y desventajas de cada una de
ellas. También se describe la arquitectura de la solucién presentada en este trabajo,
la cual consiste en dos médulos: uno para simulacién y el otro para visualizacién. Al
final del capitulo se presentan los resultados obtenidos con el modulo de visualizacion.

En el capitulo 5 se dan las conclusiones y observaciones obtenidas durante la
elaboracion de la tesis. Finalmente, se mencionan algunas ideas para el trabajo a
futuro.
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Capitulo 2

Teoria

En este capitulo se presentan brevemente los conceptos tedricos necesarios para la
realizacion de esta tesis. La teoria utilizada para la simulacion del fluido se presenta
en la seccion 2.1. Una descripcién de las técnicas empleadas en la visualizacion se da
en la seccion 2.2.

2.1. Hidrodinamica suavizada con particulas

La etapa de simulacion se realiza con el método de hidrodindmica suavizada con
particulas. Se trata de un método de interpolacién en el cual, a partir de un conjunto
finito de particulas, se interpolan las cantidades fisicas en cualquier posicién del es-
pacio.

Como se explica en [29], la interpolacion se basa en la teoria de interpolantes
integrales usando algin nicleo, ventana o kernel de interpolacién, el cual aproxima
a una funcién delta de Dirac. Una cierta cantidad A se interpola en la posicién r
mediante la expresion

A(r) = ij;l—jW(r —1;,h) (2.1)

donde m; es la masa de la particula j, p; es su densidad, r; es su posicion y W es
la ventana de suavizado de radio h. La ventana W es una funcién par pues cumple
W (r,h) = W(—r,h) y estd normalizado, esto es, [ W(r)dr = 1.

Los interpolantes son funciones analiticas que se pueden derivar sin la necesidad
de utilizar una rejilla. De este modo es posible calcular el gradiente de la cantidad
V A, asi como su laplaciano V2A, con las siguientes expresiones.

VAr) = ijﬁ—jVW(r—rj,h) (2.2)
VZA(r) = ij;l—jVQW(r—rj,h) (2.3)

J
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Ha sido empleado con éxito en simulacion de problemas en astrofisica, como por
ejemplo colisiones entre galaxias y dindmica de formacién estelar pero es lo suficien-
temente general para ser usado en cualquier clase de simulacién de fluidos [5].

2.1.1. Modelado de fluidos

En este caso el fluido se modela mediante un conjunto finito de particulas que se
mueven bajo la influencia de ciertas fuerzas, por ejemplo la gravitacional y las hidro-
dinamicas. Esto se logra mediante la aplicacién de las ecuaciones de Navier-Stokes,
que se dan a continuacion.

La ecuacién de conservacién del momento:
ov 9
p E%—V-Vv = —Vp+pg+uVv (2.4)

donde p es la densidad del fuido, p es la presién, v es la velocidad, g es la aceleracion
gravitacional y p es un factor de viscosidad.
La ecuacién de conservacion de la masa:
op

5 +V-(pv)=0 (2.5)

La conservacion de la energia se obtiene a través de la ecuacion de estado de un
gas ideal:

p=kp (2.6)

donde la constante k depende de la temperatura. En [8] se utiliza una variante de
la ecuacién de estado a la que llama pseudo-presion y a la constante k se le llama
pardmetro de rigidez (stiffness).

Estas ecuaciones se utilizan en todas las simulaciones de fluidos, tanto eulerianas
como lagrangianas. Sin embargo, como se explica en [5], debido a que en el enfoque
lagrangiano se puede utilizar un nimero fijo de particulas y cada una de ellas posee
una masa constante, podemos omitir completamente la ecuacion de conservacion de
masa (2.5) y asi reducir la cantidad de cdlculos. Dicho de otra manera, la masa se
conserva de manera automaética y no es necesario aplicar la ecuacion.

También, debido a que las particulas se mueven junto con el fluido, se tiene que el

término convectivo v - Vv de la ecuacién de conservaciéon del momento (2.4) es cero,
lo cual simplifica la ecuacion:

5
p (5—:) =-Vp+pg+1, (2.7)
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En la ecuacién (2.7) se puede apreciar que las particulas se mueven bajo el efecto
de tres tipos de fuerza volumétrica': la fuerza interna debida al gradiente de presién
—Vp, la fuerza debida a la gravedad g y la fuerza debida a la viscosidad del fluido f,,
que en la ecuacién (2.4) queda descrita por la expresion uV>2v.

2.1.2. Viscosidad

En [29], Monaghan calcula la fuerza de viscosidad f, ejercida sobre la particula i
mediante una expresion denominada viscosidad artificial.

fv = — ijpjﬂijVW(ri — Iy, ]’L) (28)

J

donde IIj; es de la forma:

—aicij i B .
— s vy < 0
Hij = Pij ’ y 1
0, S1 Vij - Ty 2 0
con
hVi' - Iy
i = —u "y
1] 2 2
ri + 1

donde Monaghan utiliza, para cada cantidad A, la notacién A; = A; — A;

y Ay = (A + 4)/2.

Las constantes v y 3 se eligen de acuerdo a la simulacién particular; en su trabajo
se utilizan valores de 0.01 y 0.00, respectivamente. La constante c¢ es la velocidad del
sonido. Esta es la aproximacién implementada en [4].

Sin embargo, para este trabajo, hemos puesto a prueba la aproximacién de Miiller [5],
que resulta méas sencilla y es consistente con el uso de las ventanas de suavizado. La
fuerza de viscosidad ejercida en la particula i es:

f, = pVv(r;) = uZmJ%VWV(ri —rj,h) (2.9)
j J

Es posible agregar al modelo otras fuerzas asociadas a fenénemos tales como la
tensién superficial®>. Sin embargo, en el presente trabajo se ha decidido no imple-
mentarlas para reducir los calculos y debido también a que no se requieren para los
objetivos de esta tesis, que esta orientada a la etapa de visualizacion.

'En la formulacién presentada, los términos que aparecen del lado derecho de la ecuacién (2.7)
corresponden a fuerzas aplicadas por unidad de volumen, por ello les llamamos volumétricas. En
algunos trabajos se les denomina densidades de fuerza. En adelante nos referiremos a ellas simple-
mente como fuerzas, quedando claro en el contexto si se trata de fuerzas totales o por unidad de
volumen.

ZPara un tratamiento de la tensién superficial ver [5].
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Figura 2.1: Particulas dentro de la celda Cj; y sus celdas contiguas en dos dimensiones. Se
muestra el radio de soporte h de la ventana W para tres particulas.

Premoze [18] afirma que HSP es un método flexible pero tinicamente funciona para
fluidos compresibles. Esto representa un problema debido a que algunos de los fluidos
que son de interés practico, por ejemplo el agua, son incompresibles. Sin embargo, se
han hecho varias propuestas que permiten utilizar el método para que trabaje con
fluidos ligeramente compresibles. En este trabajo no se ha implementado alguna de
dichas modificaciones y se le permite al fluido que se comprima en cierto grado, en
tanto no resulta notorio en la etapa de visualizacién.

2.1.3. Bisqueda eficiente de vecinos

El cuello de botella durante la simulacion con HSP es la busqueda de vecinos
que contribuyen para cada particula. La manera ingenua de realizar esta busqueda
es mediante fuerza bruta, verificando cada uno de los n — 1 posibles vecinos para
cada una de las n particulas. Este tipo de busqueda tiene una complejidad de orden
O(n?). Dado que la ventana de suavizado tiene un soporte® finito h, la manera comin
para hacer més eficiente la biisqueda es dividir el espacio de trabajo en una rejilla de
celdas de tamano h, mediante alguna estructura de datos apropiada. De esta manera,
los vecinos que pueden interactuar con una particula deben estar en su misma celda
o en las celdas contiguas, solamente. Este hecho se muestra en la figura 2.1. Segin
Miiller [5], la complejidad de esta busqueda de vecinos se reduce a O(mn), donde m
es el numero promedio de particulas dentro de una celda. Esta idea también se utiliza
en [4].

3El soporte de la ventana es el radio de su 4rea de influencia.
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Figura 2.2: Esquema de la estructura de datos implementada: un arreglo de celdas con una
lista ligada en cada una.

En este trabajo se usé un arreglo de tamano fijo para representar las celdas, tanto
en dos como en tres dimensiones, debido a que el espacio de trabajo es un cubo
unitario que no cambia. Asi mismo, para llevar el control de las particulas que se
encuentran dentro de cada celda, se implementd en cada una de ellas una lista ligada.
El esquema de esta estructura de datos se muestra en la figura 2.2.

Es interesante mencionar lo que se puede lograr utilizando una estructura de datos
distinta, por ejemplo, en [8] se simula el fluido en un espacio de trabajo arbitrario,
asi que los autores utilizan una tabla hash para almacenar las celdas que contienen
particulas, permitiéndoles realizar la animacién en un espacio de trabajo virtualmente
infinito. En nuestro caso, el espacio de trabajo es fijo y el nimero de celdas que
utilizamos no es muy elevado, son entre 11% = 1331 y 213 = 9261 celdas, por lo cual
resulta mas eficiente y simple utilizar un arreglo no dindmico.

2.1.4. Modelado de la superficie del fluido

Cuando se trata de visualizar un fluido constituido por particulas, la primera
solucién que surge a la mente es utilizar objetos sin forma* para modelar una superficie
suave que envuelva las particulas. Por otra parte, en [5] Miiller propone una manera
de modelar la superficie del fluido que va en consonancia con el método HSP, ya que
se emplea la misma ventana de suavizado. Se utiliza un campo escalar tal que tiene
un valor de uno en la posicién de las particulas y tiende a cero al alejarse de ellas. A
este campo se le llama campo de color (color field) en la literatura. El campo de color
suavizado se define como:

c(r) = ijpijW(r —r;,h) (2.10)

De esta manera, la superficie del fluido se define como una isosuperficie® del campo de
color, es decir, el conjunto de puntos tales que el campo de color tiene cierto un valor
de umbral. También es importante mencionar que para cada punto de la superficie,
se puede calcular el vector Ve el cual es perpendicular a la misma y se utiliza en los
algoritmos de extraccion de superficie de las secciones 4.3 y 4.4.

4La técnica de objetos sin forma se explica en la seccién 2.2.2.
5El concepto de isosuperficie de un campo escalar se explica en la seccién 2.2.2.
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2.2. Métodos de visualizacion de fluidos

Para visualizar fluidos se han utilizado diversos métodos. Aquellos que hemos
identificado como los més utilizados son: trazo de rayos (raytracing), objetos sin forma
(blobby objects), aplanamiento (splatting) y encajamiento de cubo (marching cubes).
A continuacion se describe brevemente cada uno de ellos.

2.2.1. Trazo de rayos

En el curso del SIGGRAPH de 2007 [30] sobre despliegue de alta calidad se da el
algoritmo de trazo de rayos. El algoritmo basico es muy simple y elegante. Es capaz
de calcular fenémenos visuales muy dificiles de obtener por cualquier otro método.
Por este motivo es la técnica mas empleada en animacién. Su principal ventaja es
que se pueden obtener resultados de la mayor calidad, pero puede ser muy costosa
en términos de tiempo y consumo de memoria. El despliegue o renderizado consiste
en calcular el color de cada punto de una imagen. Esto se consigue al proyectar los
puntos desde una escena tridimensional hacia una imagen bidimensional. Basicamente
se realizan dos operaciones en cada pirel’: (a) encontrar el punto de colisién de un
rayo con la superficie mas cercana al observador y (b) decidir el color que debe llevar
el pixel.

i

«< /744 f::/@
Observador\%\:::::
Rayos  RI-W Fes
\ Objeto A
Pantalla

Figura 2.3: Diagrama de rayos lanzados a una escena desde el observador y ejemplo de
renderizado en Blender (recursién desactivada).

La técnica de trazo de rayos consiste en simular que se dispara un rayo de luz por
cada pixel de la pantalla. Se verifica si la linea del rayo se interseca con algin objeto
de la escena que se desea visualizar. De ser asi se calcula el angulo de incidencia y las
condiciones de iluminacion de dicho punto, asi como el material de que esta hecho el
objeto, v se determina el color que debe lucir el pixel correspondiente. El proceso se
ilustra en la figura 2.3 izquierda.

6Contraccién del término picture element (elemento de imagen).
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Caso simple

En el caso mas sencillo, el algoritmo de trazo de rayos no toma en cuenta reflejos
o transparencia y se le conoce como lanzamiento de rayos (raycasting), dejando el
término trazo de rayos (raytracing) para el caso recursivo, el cual se explicard més
adelante. En la figura 2.4 se da el pseudocddigo para lanzamiento de rayos.

Procedimiento trazoRayosSimple
inicio
para cada pixel haz
calcula el rayo correspondiente al pixel
para cada objeto en la escena haz
si el rayo intersecta el objeto y es el més cercano hasta ahora entonces
almacena la distancia de interseccién y el color del objeto
finsi
finpara
si el rayo intersecté algin objeto entonces
asigna al pixel el color del objeto méas cercano
en otro caso
asigna al pixel el color del fondo
finsi
finpara
fin

Figura 2.4: Pseudocdédigo del algoritmo simple de lanzamiento de rayos.

Caso recursivo

La técnica recursiva de trazo de rayos es similar a la de lanzamiento de rayos,
aqui también se dispara un rayo de luz por cada pixel de la pantalla y se verifica si se

Objeto
reflectante

—
H ' Objeto \) |
1 transparente,
0 > -
T
Objeto
opaco

Rayos transmitidos
Observador 7=~ =] Y

Rayos iniciales KNqH

Pantalla

Figura 2.5: Diagrama de trazo de rayos en una escena desde el observador y ejemplo de
renderizado en Blender (recursién activada).
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intersecta con algin objeto y se determina el color para ese pixel. La diferencia radica
en que, segin el material de que se trate, se calculan de manera recursiva un nuevo rayo
de luz reflejado y uno transmitido. Al seguir estos rayos se generan los efectos de reflejo
y transparencia en la escena, obteniendo imagenes fotorrealistas, es decir, similares
a las obtenidas con una camara fotografica. La cantidad de rayos necesarios para
generar cada imagen depende de la escena particular, y se suele requerir una enorme
cantidad de calculos, lo que lleva mucho tiempo de procesamiento y no resulta factible
para renderizar las escenas de manera interactiva. En la figura 2.5 a la izquierda se
esquematiza este proceso recursivo, y en la figura 2.6 se muestra el pseudocédigo dado
en [31] para este algoritmo.

Procedimiento trazoRayosRecursivo
inicio
para cada pixel haz
calcula el rayo correspondiente al pixel
color_pixel = trazaRayo(rayo, 1)
finpara
fin

Funcién trazaRayo
ENTRADA: un rayo y un valor entero que indica la profundidad de recursion
SALIDA: el color calculado para el pixel
inicio
para cada objeto en la escena haz
si el rayo intersecta el objeto y es el més cercano hasta ahora entonces
almacena la distancia de interseccién y el color del objeto
finsi
finpara
si el rayo intersect6 algin objeto entonces
devuelve sombra _rec(objeto, rayo, intersecciéon, normal, profundidad)
en otro caso
devuelve el color del fondo
finsi
fin

Figura 2.6: Pseudocddigo del algoritmo recursivo de trazo de rayos. Utiliza la funcion des-
crita en la figura 2.7.

Existe una gran variedad de programas, tanto comerciales como gratuitos y de
cédigo abierto, que efectian trazado de rayos de gran calidad. Entre ellos podemos
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Funcién sombra_rec
ENTRADA: un objeto, un rayo, el punto de interseccién entre ellos,
la normal en ese punto y la profundidad de recursion
SALIDA: el color calculado para el pixel
inicio
color « color_ambiente
para cada luz en la escena haz
rayo_s «— rayo desde interseccién a la luz
si normal-rayo_s es positivo entonces
calcular cuanta luz es bloqueada por superficies opacas
y transparentes, y usarla para escalar las componentes difusas
y especulares antes de anadirlas al color
finsi
finpara
si profundidad < profundidad méaxima entonces
si el objeto es reflejante entonces
rayo_r «— rayo en la direccién de reflexién desde interseccion
color_r « trazaRayo(rayo_r, profundidad + 1)
escalar color_r por el coeficiente especular y anadir al color
finsi
si el objeto es transparente entonces
rayo_t «— rayo en la direccién de refraccién desde interseccion
si no ocurre reflexion total interna entonces
color_t « trazaRayo(rayo_t, profundidad + 1)
escalar color_t por el coeficiente de transmisiéon y anadir al color
finsi
finsi
finsi
devuelve color
fin

Figura 2.7: Pseudocédigo de la funcion para el calculo de sombras, reflejos y transparencias.
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mencionar aplicaciones que ofrecen esta funcionalidad como Blender”, Maya® y Light-
wave’ | o bien, programas que realizan especificamente el trazo de rayos como PO Vray
(Persistence of Vision Raytracer)'® y YafaRay"'.

Entre la comunidad cientifica dedicada a los graficos por computadora existe ma-
yor familiaridad con el programa POVray, mientras que es mas bien la comunidad
de disenadores y artistas quienes estan familiarizados con los otros programas que
hemos mencionado. Debido a dicha familiaridad hemos elegido utilizar POVray pa-
ra la realizacién de este trabajo. Mediante la técnica de trazo de rayos se obtienen
resultados de gran calidad pero se requiere una enorme cantidad de calculos y esto
significa mucho tiempo para el renderizado. Es por ello que existe una extensa y activa
investigacion para crear implementaciones de trazo de rayos que funcionen en tiempo
real. Como ejemplo citamos el trabajo [32] que acelera el trazo de rayos en GPU utili-
zando aritmética afin y de intervalos. También estd el trabajo [33] que efectiia el trazo
de rayos de superficies implicitas formadas por funciones C'-continuas acotadas. El
autor afirma que su método es rapido, robusto y numéricamente estable debido a que
utiliza inicamente métodos analiticos. No corresponde al presente trabajo la imple-
mentacién del trazador de rayos, sino que utilizamos POVray, disponible de manera
gratuita y de amplia aceptacion.

2.2.2. Objetos sin forma

En el area de graficacion por computadora se han desarrollado varias técnicas para
modelar objetos deformables. Entre estos objetos podemos mencionar la forma de los
musculos de los animales y de las estructuras moleculares, de los fluidos como el agua
u objetos que se funden como el acero y la lava. Una de las técnicas mas populares
para modelar este tipo de objetos se denomina objetos sin forma'?, en la cual se define
la forma del objeto como una isosuperficie de un campo escalar.

Isosuperficie de un campo escalar

Un campo escalar (en este contexto también se le ha llamado campo de potencial
o funcién de densidad) es una funcién implicita ¢ : R™ — R.

"http://www.blender.org
8http:/ /usa.autodesk.com/maya/
9http://www.newtek.com/lightwave /
Ohttp://www.povray.org
Uhttp://www.yafaray.org
121,05 blobby objects o metaballs son traducidos como objetos sin forma en [34], son llamados objetos
suaves (soft objects) en [35] y gotitas (blobbies) en [2]. Por otra parte, blob es la voz inglesa para
gota, que viene del latin stilla (del cual procede destilar), de manera que podemos utilizar el término
estiliforme, que indica algo con forma de gota. En este trabajo utilizaremos blob, que es como se le
llama en POVray.
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Figura 2.8: Ejemplo de isosuperficies en un campo escalar bidimensional.

Una isosuperficie de un campo escalar es el conjunto de puntos p del espacio
n-dimensional que cumplen ¢(p) = k, donde k es algtin valor real dado. Podemos
elegir, sin pérdida de generalidad, £ = 0. En este trabajo nos interesan los casos
donde n € {2,3}. En la figura 2.8 se muestra un ejemplo para el caso bidimensional
(n = 2), en el cual se observa una montana que tiene una altura asociada a cada
coordenada bidimensional. En este caso las isosuperficies constituyen las curvas de
nivel que se muestran en la parte inferior.

Campo escalar para superficies moleculares

En el trabajo de Blinn [1] se utilizé por primera vez este método para modelar
superficies moleculares. Para esta aplicacién particular, resulta ideal la definicién de ¢
que Blinn ofrece. Utiliza una combinacién de varias funciones gaussianas como sigue:

6(p) =D Bie ™ T (2.11)

con
ri = |p — pil
donde p; es la posicién de la i-ésima funcion gaussiana que corresponde a un atomo
de la molécula que se desea modelar, los parametros «; y [3; son, respectivamente,
la desviacion estandar de la gaussiana y el peso que se le da. El pardmetro T es
un umbral (threshold) que define la isosuperficie que se elige visualizar. El principio
fisico que rige la densidad de electrones en cada atomo indica que el factor r; en la
ecuacion (2.11) no aparezca elevado al cuadrado, sin embargo, Blinn lo ha puesto de
esta manera para ahorrar el calculo de una raiz cuadrada y asi optimizar el tiempo
de cémputo, sin degradar visiblemente el resultado final. En la figura 2.9 se muestran
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Figura 2.9: Ejemplos de moléculas modeladas con objetos sin forma por Blinn [1].

algunos ejemplos de moléculas modeladas con esta técnica.

Debido a que las superficies obtenidas por esta técnica se asemejan a gotas que
se fusionan y se separan, ha sido la eleccién natural por muchos investigadores que
necesitan visualizar fluidos de cualquier tipo. Para el caso de modelar la superficie de
un fluido se considera que éste esta compuesto de particulas de fluido, en analogia
con los atomos que componen las moléculas. De esta manera la superficie obtenida
envuelve a las particulas de fluido, como se requiere.

Entre las ventajas de esta técnica destaca su sencillez, que la superficie obtenida es
suave y que soporta de manera elegante los cambios de topologia necesarios para los
objetos fluidos'?, es decir: que un cuerpo se separe en muchos y que muchos se puedan
fusionar en uno. Tiene la desventaja de que su eficiencia se reduce considerablemente
cuando se incrementa el nimero de elementos que componen el campo escalar.

Campo escalar para superficies de fluido

Otra desventaja importante, de acuerdo a Zhu y Bridson [2], es que resulta précti-
camente imposible modelar superficies de fluido perfectamente planas, conicas o esféri-
cas a partir de una gran cantidad de particulas de fluido colocadas de manera irregular.
Siempre resultan visibles ciertas protuberancias que hacen parecer granuloso al fluido,
evidenciando la posicién de las particulas. Para remediar esto, proponen un campo
escalar distinto ¢ con el cual se reconstruye exactamente el campo de distancia con
signo:

13Para una exposicién de los cambios de topologia en fluidos y su implementacién en mallas
deformables, consulte [14].
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con

P= Z w;Pp;

k- ml/R)
" X k(p—pil/R)
donde k es una funciéon de ventana apropiada que tiende a cero suavemente y R es el
radio de la vecindad alrededor de la posicion p. En su trabajo utilizaron la ventana
k(s) = max(0, (1 — s*)3) para evitar la necesidad de calcular raices cuadradas. En la
figura 2.10 se muestra la diferencia de resultados entre los dos campos escalares vistos.

Por su naturaleza implicita, el método de visualizaciéon de trazo de rayos se puede
aplicar de manera directa a los objetos sin forma, sin un paso intermedio como ocurre
con otros métodos en los que es necesario extraer primero una superficie formada por
poligonos. Aqui es interesante mencionar el trabajo de Gourmel et. al. [35] en el cual
realizan una implementacion que balancea la carga entre el CPU y el GPU usando
CUDA y una estructura de datos de aceleracién basada en jerarquias de volumen
de acotamiento (Bounding Volume Hierarchies, BVH) y arboles k-dimensionales (kd-
trees), para el trazo de rayos eficiente de una gran cantidad de objetos sin forma.

Hemos utilizado el programa POVray para el trazado de rayos y aprovechamos la
implementacion de objetos sin forma que éste incluye. Cabe aclarar que no modifica-
mos la implementacion del trazador de rayos, ni tampoco implementamos los objetos
sin forma. Se utilizé el entorno blob de povray aplicado sobre primitivas esféricas de
radio h que corresponde al radio de soporte empleado en las ventanas del simuador
HSP.

Figura 2.10: Comparacién presentada en [2] para el modelado de una forma circular en el
caso bidimensional. En azul se muestran las particulas, la curva roja fue obtenida con blobs
y la curva negra con el campo escalar de Zhu y Bridson.
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Figura 2.11: Ejemplos de aplanados opacos y difusos.

2.2.3. Aplanamiento

De acuerdo a lo expuesto en la tesis de maestria de Maria del Rosario Martinez [36],
la técnica de aplanamiento (splatting) linealiza por trozos la superficie del objeto
que se desea visualizar, utilizando una primitiva geométrica, denominada aplanado
(splat), y orientada de acuerdo a la normal que tenga la superficie en el punto corres-
pondiente. El aplanado consiste en una figura poligonal plana. En dicho trabajo se
implementé con forma de triangulo, cuadrado y circulo. Cada uno tiene las siguientes
caracteristicas: posicion, orientacion, area y color. En el caso del aplanado circular su
area viene dada por su radio. En cuanto a su color, el aplanado puede ser opaco o difu-
so. En este tltimo, el color se va degradando del centro hacia afuera, permitiendo que
la superficie luzca mas suave al mezclarse los colores de los aplanados que se traslapen.
En la figura 2.11 se muestran ejemplos de aplanado circular opaco y difuso. La técnica
se utiliza frecuentemente para la visualizacién de grandes cantidades de datos obteni-
dos mediante el uso de escaneres médicos, como es el caso de los tomdgrafos de rayos
X. Es una técnica muy rapida y puede ser acelerada por hardware, pero requiere una
gran cantidad de puntos para lucir convincente. Por este motivo, para este trabajo se
ha tomado una aproximacién ligeramente diferente, no orientada a grandes conjuntos
de datos obtenidos en rebanadas, sino cantidades menores de datos disconexos y po-
siblemente desordenados. Nuestra aproximacion se explica en detalle en la seccion 4.3.

El aplanado resulta similar al concepto de elemento de superficie (surface element
o surfel ') dado en la literatura de topologia discreta y cuya definicién se cita en [37]
como un objeto (n — 1)-dimensional orientado en R™ y, debemos agregar, de tamano
finito. Con n = 3 podemos considerarlo como un cuadrado unitario orientado y puede
ser asociado con la cara visible de un vozel unitario, suponiendo que el objeto viene
aproximado por un conjunto de estos voxeles orientados.

14Por analogia con el término pizel se construyen los términos surfel v vdozel que denotan elemento
de superficie y elemento de volumen, respectivamente.
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Rebanada k+1

VA

— J
— ‘; Rebanada k

Figura 2.12: Un cubo definido entre dos rebanadas.

2.2.4. Encajamiento de cubos

El algoritmo de encajamiento de cubos (marching cubes) fué introducido por Lo-
rensen y Cline [38] para visualizar superficies tridimensionales a partir de los datos
volumétricos obtenidos por escaneres médicos tales como tomégrafos de rayos X y de
resonancia magnética.

La idea bésica es ir descubriendo la manera en que la superficie buscada intersecta
un cubo que se va desplazando a lo largo y ancho del volumen comprendido entre
dos rebanadas adyacentes de datos. Recordemos que los datos médicos suelen venir
dados en rebanadas y por ello resulta adecuado utilizar la idea de un cubo que se
va desplazando entre rebanadas, como se ilustra en la figura 2.12, y a su paso va
construyendo la superficie.

Hemos mencionado en la seccién 1.3, paginas 5 y 7, un par de variantes de este
algoritmo, las cuales utilizan otras primitivas capaces de teselar el volumen de datos,
que se van desplazando para construir la superficie. También es posible utilizar tetra-
edros'®, ademds de rebanadas [16] y mosaicos poligonales [15]. Para un estudio acerca
de esta técnica, sus variantes y estrategias de optimizacion, consulte [3].

Método estandar

Volvamos ahora a la descripcion del método estandar dado por Lorensen y Cli-
ne [38]. Ya se mencioné que introdujeron la idea de ir desplazando un cubo a través
del volumen de datos para determinar la superficie correspondiente a una cierta in-
tensidad del valor escalar. Para cada posicién del cubo, se verifica el valor escalar
medido en sus ocho esquinas. Segin su valor, la esquina se halla fuera, dentro o sobre
la superficie buscada. Existen 256 posibles configuraciones para las ocho esquinas. Sin
embargo, algunos casos son reflejos, rotaciones o inversiones de otros y, descontando
las repeticiones, se reducen los casos a sélo 15.Cabe mencionar que con estos casos
surgen problemas de ambigiiedad que son resueltos en otros trabajos utilizando mas
de 15 casos.

5http:/ /paulbourke.net /geometry /polygonise/
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Figura 2.13: Superficie extraida a partir los datos de una langosta con el algoritmo de
encajamiento de cubos de Lorensen y Cline. Imagen presentada en [3].

Con ayuda de una tabla de consulta (look-up table) es posible determinar de mane-
ra eficiente cudl es la configuracion para alguna posicién del cubo. Con cada iteracion,
se agrega a la superficie un conjunto de poligonos, por ejemplo tridngulos, a partir de
una plantilla predefinida y al terminar se tiene una reconstrucciéon poligonal aproxi-
mada de dicha superficie. En la figura 2.13 se muestra un ejemplo de una superficie
extraida mediante esta técnica.

En general, el algoritmo es eficiente y es el mas popular para recostruccién de
superficies en tiempo real. Por ejemplo, ha sido empleado para extraer la isosuperficie
de un campo escalar de manera mas rapida que al utilizar otras técnicas como el trazo
de rayos. Una desventaja es que su eficiencia depende de la cantidad y resolucion de
los datos, es decir, para cubos muy pequenos y espacios de trabajo muy grandes, el
algoritmo toma un tiempo de procesamiento mayor. Sin embargo, es posible parale-
lizar la evaluacion de las esquinas y realizar el cdlculo de muchas posiciones a la vez.
Existe gran cantidad de trabajos dedicados a optimizar esta técnica para cantidades
de datos enormes, como es el caso de [39] que utiliza el conjunto de instrucciones
SIMD (Single Instruction Multiple Data, una instruccién con multiples datos) de los
equipos x86 recientes.

Otra desventaja es la apariencia vozelizada que es caracteristica de esta técnica,
que resulta evidente en superficies creadas con datos de baja resolucién, como en los
ejemplos mostrados del lado izquierdo de la figura 2.14. Este efecto es causado por el
hecho de que al aplicar las plantillas de creacion de tridngulos, éstos son fijos con sus
esquinas ubicadas siempre a la mitad de una arista del cubo. Para resolver esto'®, es
posible utilizar la interseccién de la superficie con la arista en lugar del punto medio.
Los resultados de esta aproximaciéon se muestran del lado derecho de la figura 2.14.

Yhttp: / /www.quantum-physics.polytechnique.fr /physix /wiki/index.php/
Marching_Square_and _Marching_Cube_algorithms
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Resoluciéon 2 x 2 x 2

Resolucién 4 x 4 x 4

Resolucién 8 x 8 x 8

Resolucién 16 x 16 x 16

Resolucién 32 x 32 x 22

Resolucién 64 x 64 x 64

Imégenes de
http://www.quantum-physics.polytechnique.fr /physix /wiki/index.php/
Marching _Square_and_Marching_Cube_algorithms

Figura 2.14: A la izquierda se muestran resultados obtenidos para extraer la superficie de
un hiperboloide con el algoritmo estandar. A la derecha se muestran los resultados de usar
la interseccion de la superficie con las aristas del cubo en lugar de los puntos medios.
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Capitulo 3

Modificaciones al simulador

Para la implementacion del médulo de simulacién de nuestra aplicacion, se tomo co-
mo punto de partida un simulador HSP dado en el trabajo [4]. Este mddulo realiza
la simulacién independientemente de la manera en que se van a visualizar los resulta-
dos; simplemente va generando los estados del fluido como se ilustra en la figura 3.1.
Se modificé el modelo de colision entre las particulas de fluido y las superficies del
contenedor. Ademads, se estructurd el cédigo en funciones que permitan modificar-
lo de manera sencilla para satisfacer los nuevos requerimientos de este trabajo. Los
requerimientos que se establecieron para la realizacion de este proyecto son:

Utilizar un contenedor con forma de cubo unitario y de esquinas redondeadas.

Que la colisién del fluido contra el contenedor sea usando su superficie, y no
mediante particulas de frontera.

Que se inicialice el fluido en una forma esférica al centro del contenedor y luego
se deje caer bajo el efecto de la gravedad.

Que el contenedor pueda girar sobre un eje y el contenido simulado fluya por
efecto de la gravedad.

En las secciones siguientes se explica como se realizaron las modificaciones pertinentes.
Fue posible disminuir de forma notable el tiempo de simulacién gracias principalmen-
te a dos mecanismos: uno fue acelerar la busqueda de vecinos mediante la estructura
de datos descrita en la seccién 2.1.3 (en la pag. 16), el otro fue cambiar la ventana de

ﬁ
Modulo de Estado ]
Simulacion del fluido

Figura 3.1: Esquema del médulo de simulacién.

31



32 Capitulo 3

suavizado por otros més eficientes, lo cual se detalla en la seccién 3.1 (en la pag. 32).
El diseno del contenedor se detalla en la seccién 3.2 (en la pag. 37). El cambio que
se realizd en el modelo de la colision de las particulas de fluido con el contenedor se
describe en la seccién 3.3 (en la pag. 52). Finalmente, los ultimos dos requerimientos
fueron resueltos mediante la animaciéon de fuerzas externas al fluido. El caso de la
formacién de una bola de fluido se encuentra en la seccién 3.4 (en la pag. 56) y la
rotacién de la caja en la seccién 3.5 (en la pag. 59).

Adicionalmente, para obtener una simulacién interactiva, se agregd un mecanismo
de limitacién de la velocidad de las particulas con el fin de incrementar la estabilidad
de la simulacién cuando se utilizan pasos de tiempo mayores. A este mecanismo lo
llamamos velocidad terminal artificial y se explica en la seccién 3.6 (en la pag. 60).

3.1. Ventanas

Como hemos mencionado en la seccién 2.1 sobre hidrodindmica suavizada con
particulas, se utiliza una ventana de suavizado W, para la interpolacién, que cumple
las condiciones de ser par y normalizada. De acuerdo a Monaghan [29], estas dos
propiedades bastan para que el método funcione, y en general cada uno es libre
de elegir el tipo de ventana que mejor satisfaga las necesidades particulares de la
aplicacion. Para realizar simulaciones en astrofisica, generalmente no se requiere de
interaccién por parte del usuario y es mas importante la exactitud. Para estos casos,
en la literatura usualmente se utiliza el B-Spline propuesto por Monaghan y Lattanzio,
empleado y definido en [4] como:

1-3¢24+23¢% si 0<q<1
W(r,h) =C<g 1(2—q)% sio 1<qg<?2 (3.1)
0; de lo contrario

donde ¢ = |ih‘, Ir| es la distancia al centro de la particula suavizada y h es el radio de

soporte de la ventana. El valor de la constante C' depende de la dimensién en la que
se efectia la simulacién. En una dimensién C' = 3%, en dos dimensiones C' = 7% y
para tres dimensiones C' = # En la figura 3.2 se muestra la grafica de la ventana

W : R? — R, para un corte transversal de tal ventana.

Sin embargo, Miiller [5] afirma que la eleccién de la ventana afecta la exactitud,
velocidad y estabilidad de la implementacién. Agrega también la propiedad de que,
tanto la ventana W como su gradiente VIV, tiendan a cero cuando nos alejamos a una
distancia h, pues esto favorece la estabilidad del algortimo. A Miiller le interesan las
aplicaciones de animacién interactiva de fluidos, a expensas de algin nivel de exacti-
tud en la simulacion. Lo importante es que los fluidos simulados resulten fisicamente
plausibles, sin necesidad de lograr predicciones exactas acerca de su comportamiento.
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Ventana de Monaghan
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W
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Distancia

Figura 3.2: Gréfica de la ventana B-Spline de Monaghan en linea delgada, la magnitud del
gradiente en linea gruesa y el Laplaciano en linea punteada.

Para ello propone tres ventanas disenadas con el fin de acelerar el algoritmo,
definidas como sigue:

_ (0 = [eP) si 0 < e <h
WpolyG(r, h) = Cholyé { 0; de lo contrario (3:2)
| B . (h—1r|)? st 0<r|<h
Wsplky(ra h) = Csplky { 0; de lo contrario (3.3)
—@—Fﬁ—ki—l‘ si 0<’I“<h
inscosity (ra h) = Cviscosity 2h? h? 2lr| ’ B . (34)
0; de lo contrario

El valor de las constantes Cpolys, Cospiky ¥ Chuiscosity, depende de la dimensién en la
que se efectia la simulacién. Los valores se dan en la tabla 3.1. En las figuras 3.3,
3.4 y 3.5 se muestran las graficas de las tres ventanas de Miiller: Wioiye, Wepiky ¥
Wiiscosity, Tespectivamente.

La primera diferencia, entre las ventanas de Miiller y la de Monaghan, es que
las primeras tienden a cero a medida que nos alejamos a una distancia h, mientras
que la segunda lo hace a una distancia 2h. Esto se ilustra en la figura 3.6, donde se
indica, para la particula roja, el drea de influencia de radio h en verde y el area de
influencia de radio 2h en azul. Podemos observar en este diagrama que, dada una
cierta configuracién de particulas ubicadas en las inmediaciones de la particula ro-
ja, se encuentran menos particulas en la zona verde de radio h que en la zona azul
de radio 2h. Por lo tanto, se reduce el nimero de particulas en la bisqueda de vecinos.
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Ventana Wiolye

Distancia

Figura 3.3: Graficas de la ventana poly6 de Miiller en el caso tridimensonal, a través de un
eje que pasa por el centro. Se muestra la ventana en linea delgada, la magnitud del gradiente
en linea gruesa y el Laplaciano en linea punteada.

Ventana Wpiiy

25

1.5

0.5 [

-0.5 L \ \ \ -"\
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Distancia

Figura 3.4: Graficas de la ventana spiky de Miiller en el caso tridimensonal, a través de un
eje que pasa por el centro. Se muestra la ventana en linea delgada, la magnitud del gradiente
en linea gruesa y el Laplaciano en linea punteada.
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Ventana Wiscosity

Distancia

Figura 3.5: Graficas de la ventana wviscosity de Miiller en el caso tridimensonal, a través
de un eje que pasa por el centro. Se muestra la ventana en linea delgada, la magnitud del
gradiente en linea gruesa y el Laplaciano en linea punteada.
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Figura 3.6: Diagrama de alcance desde la particula roja, para un radio de soporte h en
comparacién con un radio 2h.
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Tabla 3.1: Valores para las constantes Cpolys, Copiky ¥ Cuiscosity €n dos y tres dimensiones.

Espacio ‘ Crolys ‘ Copiky ‘ Ciscosity ‘

4 10 10

2D Th8 Th® 3mh?
315 15 15

3D 64mh9 wh6 2mh3

La ventana Wy, definida en la ecuacion (3.2), es mas eficiente porque es muy
simple y la distancia |r| sélo aparece elevada al cuadrado, esto significa que puede
evaluarse sin necesidad de calcular la raiz cuadrada, la cual es una operacion costosa.
Esta ventana es utilizado en todos los calculos excepto en dos casos, para los cuales
se disenaron las otras dos ventanas.

Si se utiliza la ventana W,.1y6 para el calculo de las fuerzas de presion, de acuerdo
a Miiller, las particulas forman clusters cuando se encuentran a muy alta presién.
Esto es debido a que, cuando las particulas se encuentran muy juntas, la fuerza de re-
pulsion entre ellas se desvanece pues el gradiente de la ventana tiende a cero cerca de
la particula, como se aprecia en la figura 3.3. Miiller resuelve el problema utilizando
para el célculo de presién, la ventana Wik, (ecuacién (3.3)) propuesto por Desbrun,
cuyo gradiente no se desvanece cerca del centro y genera la fuerza de repulsién nece-
saria para separar las particulas que llegan a juntarse demasiado.

El otro caso en que no se pueden utilizar las ventanas estandar es el cédlculo de
la viscosidad. Como se menciona en la seccién 2.1.2; ecuacion (2.9), la fuerza de vis-
cosidad es calculada por Miiller utilizando el Laplaciano de la ventana. El problema
radica en que cuando las particulas llegan a acercarse demasiado unas a otras, el
Laplaciano se vuelve negativo, ocasionando que las particulas se aceleren en lugar de
frenarse y se produce un efecto opuesto al viscoso. Es posible que éste sea el motivo
por el cual Monaghan introduce la viscosidad artificial (ecuacién (2.8)). Este efecto se
observa en aplicaciones interactivas, donde el nimero de particulas es relativamente
bajo y resulta en problemas de estabilidad. Para resolver este problema se disené la
ventana Wiiscosity (€cuacion (3.4)) con el cual se mejora considerablemente la estabili-
dad de la simulacién. Nétese en la figura 3.5 que el Laplaciano de Wiiscosity €8 positivo
y aumenta al centro.

En la aplicacion creada en el presente trabajo de tesis se puede realizar la simu-
lacién de las dos maneras descritas:

= utilizando la ventana B-Spline y la viscosidad de Monaghan, o bien,

» utilizando las tres ventanas de Miiller y calculando la viscosidad mediante el
Laplaciano de la ventana Wiiscosity -
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Sin embargo, se recomienda utilizar la segunda opcién si se desea una simulacion
interactiva.

3.2. Diseno del contenedor

En la simulacién es necesario un contenedor que confine las particulas de fluido
dentro de un espacio de trabajo dado. En este trabajo se ha realizado una abstraccién
del contenedor en la forma de una funcién que detecta si una particula determinada
se sale del mismo, verificando si hace colision con alguna de las superficies que lo
conforman.

A la funcién se le proporciona como entrada un segmento de recta ab, definido por
los puntos inicial y final del desplazamiento de una particula durante un intervalo de
tiempo. También se le proporciona informacion sobre la forma del contenedor deseado.
Con ello, el algoritmo determina si el segmento interseca alguna de las superficies que
conforman al contenedor. Si ocurre la interseccién, se devuelve el punto de contacto
p’ v un vector n normal a la superficie en dicho punto. Esta informacién es suficiente
para manejar la reaccion a la colision. En este trabajo se ha modelado la reaccién a
la colision de la manera expuesta en la seccién 3.3.

Funcion dentroContenedor

ENTRADA: Un segmento de recta ab, la forma del contenedor definida bajo ciertos pardmetros.
SALIDA: Un valor booleano que indica si hubo contacto entre el segmento y la forma, y si lo hubo,
regresa el punto de contacto p’ = (2/,y’) y el vector normal n a la superficie en dicho punto.

Las implementaciones de esta funcién deben cumplir las siguientes condiciones:

= Que el punto inicial a se encuentre siempre dentro o sobre la superficie del
contenedor.

= Que el punto b pueda estar en cualquier parte, incluyendo la posicion de a, esto
ocurre cuando la particula no se mueve.

= Que el punto de contacto obtenido p’ siempre esté sobre la superficie del con-
tenedor.

= Que el vector normal n se encuentre definido en todos los puntos de la superficie
del contenedor.

Se implement6 el contenedor con forma de caja unitaria con esquinas redondeadas’
para cumplir con esta tultima condicién, y se hizo para dos y tres dimensiones. A
continuacion se detallan los algoritmos disenados para estos dos casos.

'Nos referiremos a ella de manera corta como caja redondeada.
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3.2.1. Diseno de un contenedor bidimensional

Para la simulacion de fluidos por medio de particulas se necesita disenar un conte-
nedor en el que se encuentre confinado el fluido que se desea simular. Dicho contenedor
tiene la forma de una caja con las esquinas redondeadas como se muestra en la figu-
ra 3.7 para el caso bidimensional:

—r — ( )
® Kmax> Ymax
‘

min > Ymin) ®

Figura 3.7: Caja redondeada en dos dimensiones.

En este caso, el problema reside en poder detectar cuando una particula cruza el
contenedor (para de esta forma devolverla dentro de él). Una particula estard dentro
de la caja en un tiempo t y hay que detectar si la misma particula cruza el contenedor
en el tiempo t+ 1. La posicion de la particula sera pg en el tiempo ¢ y p; en el tiempo
t + 1, por lo que el problema es detectar cuando el punto p; esta fuera de la caja, y
si esta fuera, calcular el punto de interseccion del borde del contenedor con la linea
Pop1.

Se considerard una prueba bésica: un punto p = (x,y) esta dentro de una caja,
como la mostrada en la figura 3.8, si:

Lmin S x S Tmax & Ymin S Yy S Ymax

(xmax ’ ymax)

(xmin > ymin)

Figura 3.8: Una caja definida por dos puntos.

Entonces, el problema se puede resolver por medio de un algoritmo con tres pasos.

Paso 1 Si p; = (21,y1) estd dentro de la caja de la figura 3.9 izquierda, esto es,
dentro de la caja definida por los puntos (Zmin +7, Ymin) ¥ (Tmax — T Ymax ), €l algoritmo
termina, regresando el valor de FALSO, indicando que no hubo interseccién con el
contenedor.
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iy Yonint 1)

Figura 3.9: Diagramas para el paso 1, 2 y 3.

Si (Y1 > Ymax) Se recorta con linea y = Yyayx, mediante ' = xg + (1 — 7o) (Ymax —
Y0)/(¥1 = Y0)s ¥ = Ymax-

Si (Tmin + 7 < ' < Tyax — 1) €l algoritmo termina, regresando el valor de VER-
DADERQ, indicando que hubo interseccién con el contenedor. El vector n unitario
normal a la caja en el punto (2/,y) serd n = (0, 1).

Si (y1 < Ymin) Se recorta con linea y = yuin, mediante *’ = xo + (r1 — o) (Ymin —
Y0)/ (Y1 — Y0), ¥ = Ymin-

Si (Tmin + 7 < ' < Tyax — 1) €l algoritmo termina, regresando el valor de VER-
DADERQO, indicando que hubo interseccién con el contenedor. El vector n unitario
normal a la caja en el punto (2/,y) serd n = (0, —1).

Paso 2 Si el punto p; = (71,91)? estd dentro de la caja de la figura 3.9 cen-
tral, definida por los puntos (Zmin, Ymin + 7) ¥ (Tmax, Ymax — 7), €l algoritmo termina,
regresando el valor de FALSO.

Si (21 > Tyax) Se recorta con linea & = Zyay, mediante ¥ = yo + (Y1 — Yo)(Tmax —
x0)/(x1 — x0), ' = Tmax.

Si (Ymin +7 < Y < Ymax — ) €l algoritmo termina, regresando el valor de VER-
DADERO. El vector n unitario normal a la caja en el punto (z/,y) serd n = (1,0).

Si (21 < Tmi) se recorta con linea x = xyy,, mediante ¥’ = yo + (y1 — Yo) (Tmin —
x0)/(x1 — x0), ' = Tmin-

Si (Ymin + 7 < Y < Ymax — 1) €l algoritmo termina, regresando el valor de VER-
DADERQO. El vector n unitario normal a la caja en el punto (2/,7') serd n = (—1,0).

Paso 3 En este punto, sélo falta checar la posicién del punto p} = (2/,%’) recor-
tado, lo que nos resulta en los cuatro casos mostrados en la figura 3.9 derecha.

Caso (i) El punto p} = (2/,9/) estd en la esquina superior izquierda, esto es
cumple:

< Tom+7r & Y > Ynax — 7T

y se debe recortar la linea pop respecto al cuarto de circulo superior izquierdo.
Caso (ii) El punto p} = (2/,4') se halla en la esquina superior derecha, esto es,
cumple
x/>xmax_r & y/>ymax_7a

2que puede ya estar recortado por la aplicacién del paso 1
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e =(x

min* ™+ Ymax~ )

Figura 3.10: Diagrama para el caso (i).

y se debe recortar la linea pop respecto al cuarto del circulo superior derecho.
Caso (iii) El punto p} = (2/,3') cumple

< Tpin 7 & Y <Ymin+T

y se debe recortar la linea pop respecto al cuarto del circulo inferior izquierdo.
Caso (iv) El punto p} = (2/,¢') cumple

CC/>xmax_7n & y,<ymiﬂ+r

y hay que recortar la linea pop) respecto al cuarto del circulo inferior derecho.
Para las intersecciones pop} con el cuarto de circulo, el punto pg esta dentro de
la caja redondeada, pero no necesariamente dentro de la zona del cuarto de circulo.
El punto de interseccion p! serd p! = p} + s, donde s es una de las soluciones

Po—P] _ )
||po—p'1|\ y Cc= (wmln + r, ymax - T)-

Esta ecuacién la podemos escribir (ver [40], pp. 177-178) en la forma:

s1, S92 de la ecuacién ||p] + su—c|| =7 con u =

s*(u-u) +2s(m-u)+m-m—7r*=0

_ /
donde m = p} —c.
Se calcula:
d=(m-u)?—-m-m— 7’
Si d es negativo, se concluye que no existen soluciones reales para la ecuacion, algo que
no sucede dado que p) estd en alguna de las esquinas. Si d es positivo, las soluciones
seran:

slz—m-u—\/g & 52:—m~u+\/3

Si una de las soluciones es negativa, p esta dentro de la caja redondeada, entonces
el algoritmo termina regresando el valor de FALSO. Si las dos soluciones son positivas,
el punto p) estd fuera del cuarto de circulo de la esquina redondeada, y se escogera la
solucién més cercana al punto pj, esto es, la menor de ellas®, como se muestra para
el caso (i) en la figura 3.10. El algoritmo regresarda VERDADERQO y se debe calcular

el vector unitario n = ﬁ.
1
El algoritmo en pseudocddigo quedara como en la figura 3.11.

30bservemos que cuando d > 0, se tiene s; < s9, por lo que s = s;.

Cinvestav Departamento de Computaciéon



Modificaciones al simulador 41

Algoritmo dentroCajaRedondeada2D
ENTRADA: Los puntos pg = (zo,%0) & p1 = (21, 1) del segmento pop1,
la esquina inferior izquierda A = (Zmin, Ymin), 1a esquina superior derecha B = (Zmax, Ymax)
de la caja redondeada y el radio r de la esquina.
SALIDA: Un valor booleano que indica si hubo contacto, y si lo hubo,
regresa el punto de contacto p’ = (z,y’) del segmento pop1 con la caja redondeada
y el vector normal n de la caja en el punto p’.
begin
codigo «— codigo2D (pP1, (Tmin + 7y Ymin), (Tmax — 7, Ymax)) // PASO 1
if (!codigo) return FALSO
else if (codigo & ARRIBA)
IL’/ — 2o + (1'1 - xO)%? yl < Ymax, P1 < p,
if (xmin +r S {I?/ S Tmax — 7")
n— (0,1)
return (p’, n, VERDADERO)
endif
else if (codigo & ABAJO)
o’ — xo + (21 — mo) ey — yin, P1— P/
if (Tmin +7 <2/ < XTmax —7)

n« (0,-1)
return (p’, n, VERDADERO)
endif

endif
codigo « codigo2D (P1, (Tmin, Ymin + ), (Tmax, Ymax — 7)) // PASO 2
if (lcodigo) return FALSO
else if (codigo & DERECHA)
yl — Yo + (yl - yo)z‘;r“f%;f“, x — Tmax, P1 < p/
if (ymin +r < y/ < Ymax — T)
n < (1,0)
return (p’, n, VERDADERO)
endif
else if (codigo & IZQUIERDA)
Y —yo+ (Y1 — yo)Bme=te gz, p1o— P

if (ymin +r S yl S ymlax i T)
n « (—1,0)
return (p’, n, VERDADERO)
endif
endif

codigo «— codigo2D (p1, (Tmin + 7 Ymin + 7)s (Tmax — 7 Ymax — 7)) // PASO 3
Cg < Tmin + 7T, Cy < Ymin + 7 // € = (cg,¢y) esquina inferior derecha
if (codigo & ARRIBA)

Cy < Cy + Ymax — Ymin — 27" // mover a esquina superior
endif
if (codigo & DERECHA)

Cx < Cgp + Tmax — Tmin — 27 // mover a esquina derecha
endif
u — _Po—p

[lPo—p’[|
return intersecaRayoCirculo (p1, p’, 7, ¢, u, n)
end

Figura 3.11: Algoritmo dentroCajaRedondeada2D.
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El algoritmo anterior utiliza las siguientes funciones:

Funcioén intersecaRayoClirculo
ENTRADA: Un rayo definido por el punto p y el vector unitario u,
el circulo definido por el punto central p. y el radio r.
SALIDA: Un valor booleano que indica si hubo contacto, y si lo hubo,
devuelve el primer punto de contacto p’ del rayo con el circulo
v el vector normal n en dicho punto.
begin
m <P —Pc
b+—m-u
c—m-m—r?
d—b—c
if (d < 0)
print “ERROR: Esto no puede ser!”
exit
else
s——b—+d
if (s <0)
return FALSO
endif
p' < p+su
n « P =Pe
[P’ —pel|
endif
return (p’, n, VERDADERO)
end

Funcién codigo2D
ENTRADA: El punto p = (z,y), la esquina inferior izquierda A = (Zmin, Ymin),
la esquina superior derecha B = (Zmax, Ymax) de una caja.
SALIDA: El cédigo de region de cuatro bits.
ARRIBA = 0x01, ABAJO = 0x02,
DERECHA = 0x04, IZQUIERDA = 0x08
begin
codigo < 0
if (¥ > Ymax)
codigo | = ARRIBA
else if (y > Ymin)
codigo | = ABAJO
endif
if (I > Imax)
codigo | = DERECHA
else if (z > xmin)
codigo | = IZQUIERDA
endif
return codigo
end
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3.2.2. Diseno de un contenedor tridimensional

En esta seccién trataremos el caso del diseno del contenedor tridimensional, el

cual tiene la forma de una caja con las esquinas redondeadas como se muestra en la
figura 3.12:

Figura 3.12: Caja redondeada en tres dimensiones.

El problema reside en poder detectar cuando una particula cruza el contenedor
(para de esta forma devolverla dentro de él). Una particula estard dentro de la caja
en un tiempo t y hay que detectar si la misma particula cruza el contenedor en el
tiempo t + 1. La posicion de la particula serd py en el tiempo ¢ y p; en el tiempo
t + 1, por lo que el problema es detectar cuando el punto p; esta fuera de la caja, y
si esta fuera, calcular el punto de interseccion del borde del contenedor con la linea
Pop1.

La caja de la figura 3.13 estd representada por los puntos (Zmin, Ymin, Zmin) &

(Zmax, Ymax, Zmax)- Para verificar si un punto p = (z,y, z) estd dentro de esta caja, se
debe cumplir que:

Lmin S x S Lmax ) Ymin S ) S Ymax & Zmin S z S Zmax

Figura 3.13: Una caja definida por dos puntos.

Entonces, nuestro problema consiste en verificar si un punto p; esta dentro de un
contenedor redondeado, y si esta fuera, encontrar el punto de interseccién entre la
linea pop: y la envoltura del contenedor redondeado.
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Figura 3.14: Divisi6n de la caja redondeada para la deteccién de colisiones. (a) Muestra las
tres zonas, (b) solo los planos en las caras, (c) las secciones cilindricas y (d) la zona esférica.

Se puede resolver el problema en tres pasos (figura 3.14): en el primer paso se
verifica el punto recortado respecto a las caras (b), en el segundo paso se verifica el
punto recortado respecto a las secciones de cilindro (c) que constituyen las aristas re-
dondeadas de la caja; finalmente se verifica el punto recortado respecto a las secciones
de esfera (d) en las esquinas redondeadas.

r @ r / N\ (i) r o N\ (iii)
N -
—_—
¥y \\”""”"7/ y ¥y y
(I g I .

Figura 3.15: Diagrama de los tres casos del paso 1.

Paso 1. La caja correspondiente a la figura 3.15 inciso (i), estd definida por los
puntos (Zmin + 7, Ymin + 7, Zmin) ¥ (Tmax — 7 Ymax — 7> Zmax)- 91 P1 = (21, y1) estd dentro
de esta caja el algoritmo termina, devolviendo el valor de FALSO, lo cual indica que
no hubo interseccién con el contenedor.

Si 2 < Zmin 0 2 > Zmax, se encuentra el punto de interseccién (ver [40], pp. 175-176)
de la linea pop1 con el plano z = zyin 6 2 = 2Zmax, respectivamente. Llamemos a este
punto p’ = (2/, v/, 2').

Si Zpin +7 < 2 < Zpax — 7 & Ymin + 7 < ¥ < Ymax — 7 €l algoritmo termina,
devuelve el valor VERDADERO, junto con el punto p’ y el vector unitarion = (0,0, 1)
6 n=(0,0,—1), respectivamente.

La caja correspondiente a la figura 3.15 inciso (ii), estd definida por los puntos
(Zmins Ymin +75 Zmin +7) ¥ (Zmaxs Ymax — 7 Zmax — 7). S1 P1 = (1, y1) se encuentra dentro
de esta caja el algoritmo termina y devuelve FALSO.

Siz < Tyin 0 > Tmayx, Se encuentra el punto de interseccion de la linea pop; con
el plano o = Zpin 6 T = Tyax, respectivamente. Si el punto calculado p’ = (2, 1/, 2/)
cumple Ypin +7 < ¥ < Ymax — 7 & Znin + 7 < 2/ < zpax — 7, €l algoritmo termina,
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devuelve VERDADERO con el punto p’ y el vector unitario n = (1,0,0) 6 n =
(—1,0,0), respectivamente.

La caja correspondiente a la figura 3.15 inciso (iii), estd definida por los puntos
(Tmin +75 Ymins Zmin+7) ¥ (Zmax — s Ymax, Zmax —T)- S1 P1 = (21, y1) se encuentra dentro
de esta caja el algoritmo termina regresando FALSO.

Si 4y < Ymin O ¥ > Ymax, s€ calcula el punto de interseccién de la linea pop; con el
plano ¥ = Ymin 6 ¥ = Ymax, segin corresponda. Si el punto calculado es p’ = (2/, v/, 2/),
verificamos si Zmin+7 < &' < Tax—7 & Zmin+7 < 2" < Znax—7, en tal caso el algoritmo
termina, devuelve VERDADERO con el punto p’ y el vector unitario n = (0,1,0)
6 n=(0,—1,0), respectivamente.

Si tuviésemos una caja unitaria, su volumen serfa igual a 1 (100 %). El volumen
verificado en el paso 1(i) es v1; = I(I — 2r)% En el paso 1(ii) y 1(iii) el volumen
verificado es: vyy = 2r(l — 2r)2. Si 1=1.0 y r=0.05, v1;=0.81 y v1,=0.081.

El paso 1(i) verifica el 81 % del volumen, y los pasos 1(ii) y 1(iii) verifican cada uno
el 8.1%; en total, se verifica el 97.2%. En este estado del algoritmo se tiene el punto
recortado p = (z,v, z) contra la caja que envuelve al contenedor. En el segundo paso
vamos a verificar si dicho punto se encuentra en alguna de las regiones sombreadas

de la figura 3.16.

Ny

7]

z

Figura 3.16: Diagrama de los tres casos del paso 2.

Paso 2. Consideremos el caso de la figura 3.16 inciso (i). Un punto p = (z,v, 2) se
encuentra dentro de la region sombreada si zpi, +7 < 2 < Zpax — 7'y ademés cumple
alguno de los siguientes casos:

Caso (a): Stz < Tyin +7 & Y < Ymin + 7

Caso (b): Si & < Tyin +7 & Y > Ymax — T

Caso (¢): Six > Tyax — T & Y < Ymin + 7

Caso (d): Si x> Tyax — 7 & Y > Ymax — T

En cada uno de estos casos vamos a recortar la linea pgp; con respecto a un cilindro
con eje paralelo al eje Z. Por ejemplo, para el caso (d) ilustrado en la figura 3.17,
recortamos respecto al cilindro cuyo eje es la recta © = Tyax — 7 & Y = Ymax — 7. Para
calcular el punto de recorte podemos utilizar la funcién intersecaRayoCirculo() para
encontrar la interseccién, sobre el plano XY, de la proyeccion en dos dimensiones de la
linea Ppop1 vy el circulo de radio r y centro en (Zmax —7, Ymax —7). Con ello obtenemos las
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P P

Figura 3.17: Recorte respecto a un cilindro en el paso 2(i), caso (d).

coordenadas (z’, ') del punto de interseccién p’ y sélo queda calcular la coordenada 2’
a partir de la semejanza de los tridngulos mostrados en linea punteada en el diagrama
derecho de la figura 3.17, mediante la siguiente formula:

P1z — Doz
)—

2= pos + (Y — poy
ply - pOy

Finalmente verificamos si el punto recortado p’ se encuentra sobre la caja redondeada,
es decir, si 2z + 7 < 2’ < Zpax — 1, €l algoritmo termina devolviendo VERADERO
junto con el punto p’ y el vector unitario normal a la superficie del cilindro n =
(ng, ny,n,) donde (ng,n,) se calcula en la funcién intersecaRayoCirculo() y n, = 0.
Para los casos (a), (b) y (¢), el cdlculo del punto de interseccién es similar.

Ahora bien, para la situacién de la figura 3.16 inciso (ii), recortaremos la linea
Pop1 contra un cilindro con eje paralelo al eje X, si Zpin +7 < 21 < Tmax — 7 v ademas
cumple con:

Caso (a): ST Y1 < Ymin + 7 & 21 < Zmin + 7

Caso (b): Siy1 < Ymin +7 & 21 > Zmax — T

Caso (¢): S Y1 > Ymax — 7 & 21 < Zmin + 7.

Caso (d): ST Y1 > Ymax — T & 21 > Zmax — T

Para resolver estos casos, adoptamos la misma estrategia descrita anteriormente,
utilizando la funcién intersecaRayoCirculo(), pero utilizando la proyeccién de la linea
Pop1 sobre el plano YZ.

Andlogamente, para la figura 3.16 inciso (iii), la linea pop; sera recortada respecto
a un cilindro con eje paralelo al eje Y, si Ymin +7 < Y1 < Ymax — 7 ¥ tendremos casos
similares:

Caso (a): Si x1 < Tpin +7 & 21 < Zmin + 7

Caso (b): Si x1 < Tyin + 7 & 21 > Zmax — T

Caso (¢): Si x1 > Tpax — T & 21 < Zmin + 7

Caso (d): Si 1y > Typax — 7 & 21 > Zmax — T

Que se resolveran proyectando ahora sobre el plano XZ.

Paso 3. En este punto del algoritmo solo falta checar la posicién del punto recor-
tado p’ para averiguar en cudl de las ocho esquinas, que no se han verificado atin, se
encuentra su posible interseccion.

Los ocho casos posibles son:
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Figura 3.18: Diagrama del caso (d). Se muestra la vista de la seccién de esfera y los segmentos
de linea tridimensionales, proyectados sobre el plano definido por los puntos pg, p} y c.

Caso (a): Si 2/ < Tmin +7, ¥V < Yin + 7 & 2/ < Zigin + 7.

Caso (b): Si ' < Tpin +7, Y < Ymin +7 & 2 > Zipax — 7

Caso (¢): Si ' < xpin +7, Y < Ymax — 7 & 2/ < Zpin + 7.

Caso (d): Si 2’ < Tpin +7, Y < Ymax — T & 2/ > Zimax — 7

Caso (€): Si 2" < Tmax — 7, Y < Ymin +7 & 2/ < zpin + 7.

Caso (f): 812" < Tax — 7, ¥ < Ymin +7 & 2 > Zipax — 7

Caso (9): Si 2" < Tpax — 7, Y < Ymax — T & 2 < Zpin + 7

Caso (h): Si 7' < Tyax — T, Y < Ymax — 7 & 2/ > Zpax — 7

Para calcular la interseccién de la linea po—p’1 con el octavo de esfera correspon-
diente, debemos recordar que el punto pg esta dentro de la caja redondeada, pero no
necesariamente dentro de la zona del octavo de esfera.

El punto de interseccion p/ serd p] = p}+su, donde s es una de las soluciones sy, sy
de la ecuacién ||p] +su—c|| =r con u = Hgg:g%\\ V €= (Tmin + 7, Ymax — s Zmin + 7).

Esta ecuacién la podemos escribir (ver [40], pp. 177-178) en la forma:
s’ (u-u) +2s(m-u) + m-m —r?> = 0, donde m = p} — c. Se calcula: d = (m -
u)? —m-m — r% Si d es negativo, se concluye que no existen soluciones reales para
la ecuacién, algo que no sucede dado que p) estd en alguna de las esquinas. Si d es
positivo, las soluciones seran:

slz—m-u—\/a & 32:—m-u+\/a

Si una de las soluciones es negativa, p) esta dentro de la caja redondeada, entonces
el algoritmo termina regresando el valor de FALSO. Si las dos soluciones son positivas,
el punto p] estd fuera del octavo de esfera de la esquina redondeada, y se escogera la
solucién m4s cercana al punto p}, esto es, la menor de ellas®, como se muestra para
el caso (d) en la figura 3.18. El algoritmo regresarda VERDADEROQO y se debe calcular
HE%—:ZH. El algoritmo en pseudocddigo quedara como en las
figuras 3.19 y 3.20. Utiliza las funciones dadas en las figuras 3.21 y 3.22.

el vector unitario n =

40bservemos que cuando d > 0, se tiene s; < s9, por lo que s = s;.
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Algoritmo dentroCajaRedondeada3D
ENTRADA: Los puntos pg = (%o, %0, 20) & p1 = (1,41, 21) del segmento pop1,
la esquina inferior izquierda A = (Zmin, Ymin, Zmin), la esquina superior derecha B = (Zmax, Ymaxs Zmax)
de la caja redondeada y el radio r de la esquina.
SALIDA: Un valor booleano que indica si hubo contacto, y si lo hubo,
regresa el punto de contacto p’ = (2,1, 2) del segmento Pop; con la caja redondeada
y el vector normal n de la caja en el punto p’.
begin
codigo < codigo3D (p1, (Tmin + s Ymin + 7, Zmin)s (Tmax — Ts Ymax — T Zmax)) // PASO 1(i)
if (Icodigo) return FALSO
else if (codigo & FRENTE)
p’ « intersecaPlano(pg,p1,(0,0, 2max), (0,0,1)), p1 < p’
if (Tmin +7 <2 < Trax =7 & Ymin +7 <Y < Ymax — )
n < (0,0,1)
return (p’, n, VERDADERO)
endif
else if (codigo & ATRAS)
p’ < intersecaPlano(pg,p1,(0,0, Zmin), (0,0,—1)), p1 < p’
if (xmin +7r S 1'/ S Tmax — T & Ymin +r S y/ S Ymax — T)

n < (0,0,-1)
return (p’, n, VERDADERO)
endif
endif

codigo «— codigo3D (pP1, (Tmin, Ymin + 7 Zmin + 7)s (Tmax, Ymax — 7 Zmax + 7)) // PASO 1(ii)
if (Icodigo) return FALSO
else if (codigo & DERECHA)
p’ < intersecaPlano(pg,p1,(Zmax, 0,0), (1,0,0)), p1 — p’
if(ymin"'r < y/ Symax_r & Zmin + 7 < -4 < Zmax_r)
n < (1,0,0)
return (p’, n, VERDADERO)
endif
else if (codigo & IZQUIERDA)
p’ < intersecaPlano(pg,p1,(%min,0,0), (—1,0,0)), p1 < p’
if (Ymin +7 <Y < Ymax — 7 & Zmin +7 <2 < Zpax — 1)

n <« (_1a 07 O)
return (p’, n, VERDADERO)
endif
endif

COdigO — COdigO‘?D (p17 (xmin + 7, Ymin, Zmin + ’I"), (xmax — Ty Ymax;s Pmax + T)) // PASO 1(111)
if (Icodigo) return FALSO
else if (codigo & TOP)
p’ < intersecaPlano(pg,p1,(0, Ymax,0), (0,1,0)), p1 « p’
if(xmin"_'r S!l?/ S Tmax — T & Zmin+7n S Z/ S Zmax_r)
n < (0,1,0), return (p’, n, VERDADERO)
endif
else if (codigo & BOTTOM)
p’ « intersecaPlano(po,p1,(0, Ymin, 0), (0,—1,0)), p1 « p’
if(mmin"_'r SSIJ/ S Tmax — T & Zmin + T S Z/ S Zmax_r)
n < (0,—1,0), return (p’, n, VERDADERO)
endif

Figura 3.19: Algoritmo dentroCajaRedondeada3D (paso 1).

Cinvestav Departamento de Computaciéon



Modificaciones al simulador 49

Algoritmo dentroCajaRedondeada3D (continta)

endif
COdigO — COdigO‘?D (pla (xmin + 7, Ymin + 7, Zmin + 7")7 (xmax — Ty Ymax — Ty Zmax — T))
Cz < Tmin T 75 Cy < Ymin + 75 C2 < Zmin + 7 // esquina inferior trasera derecha
if (codigo & ARRIBA)
Cy “ Cy + Ymax — Ymin — 27 // mover a esquina superior
endif
if (codigo & DERECHA)
Cz “— Cy + Tmax — Tmin — 27 // mover a esquina derecha
endif
if (codigo & FRENTE)
Cy < Cy + Zmax — Zmin — 27 // mover a esquina frontal
endif
if (!(codigo & FRENTE) & !(codigo & ATRAS)) // PASO 2 (i)
(Pox,Poy) = (P1x,P1y)

[ (Po»Poy ) — (P12 5P1y) ]
resultado = intersecaRayoCirculo ((p1z,p1y), (&', y'), 7, (czs¢y), W, (Nz,ny))

if (Iresultado) return FALSE
2 =poz+ (¥ —poy) pimps

P1y —Poy

if (Zmin +r S Z/ S Zmax — T)

n, < 0, return (p’, n, VERADERO)

endif
endif
if (!(codigo & IZQUIERDA) & !(codigo & DERECHA)) // PASO 2 (ii)

(Poy,Poz)—(P1y,P12)

[[(Poy,Po=)—(P1y,p12)ll
resultado = intersecaRayoCirculo ((p1y, p12), (', 2'), 7, (¢cy,¢2), U, (ny,n2))

if (Iresultado) return FALSE
= Poxz + (y/ - poy)pu*pow

P1y—Poy
if (‘rmin +r S LC, S Tmax — ’I")
ng < 0, return (p’, n, VERADERO)

endif
endif
if (!(codigo & ARRIBA) & !(codigo & ABAJO)) // PASO 2 (iii)

(Poz,POw)*(Plz,Plx)

[[(Poz:pox)—(P12,P1)]]
resultado = intersecaRayoCirculo ((p12,p1z), (2',2), 7, (¢z,¢), 0, (ny,nz))

if (Iresultado) return FALSE

Y = poy + (& — pos) =
if (ymin +r S y/ g Ymax — T')
ny < 0, return (p’, n, VERADERO)
endif
endif
// PASO 3
(Poz ,P0y ,P0z) — (P12,P1y,P12)
[1(Pox»Poy »P0z) —(P1a,P1yP12)]]
return intersecaRayoEsfera (p1z,P1y, P12), (2,9, 2"), 7, (Czycy.C2), U, (Mg, Ny, nz))

end

u <«

u <«

u <«

u «—

Figura 3.20: Algoritmo dentroCajaRedondeada3D (pasos 2y 3).
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Funcién intersecaRayoFEsfera
ENTRADA: Un rayo definido por el punto p
y el vector unitario u, el circulo definido
por el punto central p. y el radio r.
SALIDA: Un valor booleano que indica si hubo
contacto, y si lo hubo, devuelve el primer punto
de contacto p’ del rayo con el circulo
y el vector normal n en dicho punto.
begin
m < p — P,
b—m-u

c—m-m—7r?

Funcién codigo3D
ENTRADA: El punto p = (z,v, 2), la esquina
inferior izquierda A = (Zmin, Ymin, Zmin ), 12
esquina superior derecha B = (Zmax, Ymax, Zmax)
de una caja.
SALIDA: El cédigo de region de seis bits.

ARRIBA = 0x01, ABAJO = 0x02,

DERECHA = 0x04, IZQUIERDA = 0x08,

FRENTE = 0x10, ATRAS = 0x20
begin

codigo « 0

if (¥ > Ymax)

codigo | = ARRIBA

d+—b*—c else if (y > ymin)
if (d <0) codigo | = ABAJO
print “ERROR: Esto no puede ser!” endif
exit if (x> Tmax)
else codigo | = DERECHA
s——b—+/d else if (z > Zmin)
if (s <0) codigo | = IZQUIERDA
return FALSO endif
endif if (z > Zmax)
p'—p+su codigo | = FRENTE
n— HgtigZH else if (z > zmin)
endif codigo | = ATRAS
return (p’, n, VERDADERO) endif
end return codigo
end
Figura 3.21: Funciones intersecaRayoEsfera y codigo3D.
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Funcién intersecaRayoCirculo

ENTRADA: Un rayo definido por el punto p

y el vector unitario u, el circulo definido por

el punto central p. y el radio r.

SALIDA: Un valor booleano que indica si hubo

contacto, y si lo hubo, devuelve el primer punto Funcién intersecaPlano

de contacto p’ del rayo con el circulo
y el vector normal n en dicho punto.

ENTRADA: Un segmento definido por los puntos
Po, P1, ¥y un plano definido por

begin un punto p y un vector unitario n.

m <« p—Pc SALIDA: Un valor booleano que indica si hubo
b—m-u contacto, y si lo hubo, devuelve el punto
c—m-m—7? de contacto p’ del segmento con el plano.
d—b—c begin
if (d <0) u < p1 —Po

print “ERROR: Esto no puede ser!” t— (p-n—po-n)/(u-n)

exit if (0<t<1)
else p’ — po + tu

s——b—Vd return (p’, VERDADERO)

if (s < 0) endif

return FALSO return FALSO

endif end

p'—p+su

n< P ~Pc

I’ —pell
endif
return (p’, n, VERDADERO)
end
Figura 3.22: Funciones intersecaRayoCirculo e intersecaPlano.
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3.3. Modelo de la colision

Una vez que se ha detectado que ocurrié una colisién entre la trayectoria ab de
la particula y el contenedor, y se ha calculado el punto de contacto p’ junto con la
normal n de la superficie, es necesario manejar la reaccién que tendra la particula ante
la colision. Usualmente la reaccion es hacer que la particula rebote contra la superficie,
como si fuese una pelota que choca contra una pared. Para que ocurra el rebote, uno u
otro de los objetos involucrados debe ser elastico, es decir, comportarse como si fuera
un resorte. Es conveniente considerar que es la superficie la que se comporta como
un resorte con un elevado coeficiente de restitucién k y que cuenta también con una
constante de amortiguamiento® b. De esta manera, lo indicado es utilizar el modelo
matematico del resorte amortiguado, el cual se describe a continuacion.

Resorte amortiguado

Se tiene una masa m sujeta a un resorte ideal sin masa que posee una constante de
restitucién k y sujeto a un efecto de amortiguamiento cuantificado por la constante b.
Por la ley de Hooke, cuando la masa se desplaza una distancia x, el resorte ejerce sobre
ésta una fuerza de restitucién de magnitud Flegtitucion = k¢ v de direccion opuesta al
desplazamiento. Asi mismo, se ha comprobado experimentalmente que la fuerza de
amortiguamiento es de magnitud proporcional a la velocidad® de la masa v = 4 y en
direccién opuesta al movimiento: Fynortiguamiento = 0. Finalmente, el movimiento de
la masa viene dado por la ley de Newton: Fi.. = ma = mi. Para nuestro resorte
amortiguado, la fuerza total es: Figtal = —Frestitucion — Famortiguamiento- ISto nos da la
siguiente ecuacion diferencial:

mi + bi + kz = 0 (3.5)

donde x es el desplazamiento de la masa m, b es la constante de viscosidad dada en
kg/s y k es la constante de restitucién dada en kg/s?.

Resolviendo la ecuacion (3.5) se tienen tres casos, segun el valor del determinante
b — dmk:

1. Si b* —4mk > 0: se trata de un movimiento sobreamortiguado.
La solucioén es:

z(t) = c1e™" + cpe™ (3.6)
donde
—b— Vb? — dmk
o= 2m
I —b+ Vb? — dmk
y =
2m

°En [4], cap. 3.2, se utiliza esta misma aproximacién pero a la constante de amortiguamiento se le
llama disipacién viscosa de la superficie. En el presente trabajo se prefiere la primera denominacién

para mantenernos en el contexto del modelo del resorte amortiguado.

d

6Utilizamos la notacién: & = HTY T = C‘li?:r.
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Lpadbi g ddm

O Particula

Figura 3.23: Secuencia de diagramas que ilustra el modelo de colisién de una particula
contra una superficie eldstica, la cual actiia como un resorte amortiguado.

2. Si b? — 4mk = 0: se trata de un movimiento con amortiguamiento critico.
La solucién es:

z(t) = e " (cy + cot) (3.7)
donde
b
r = —
2m

3. Si b? — 4mk < 0: se trata de un movimiento subamortiguado.
La solucioén es:

z(t) = e " (c; cos(wt) + cysen(wt)) (3.8)
donde
b
- 2m
L - Vamk — b2
B 2m

en todos los casos ¢; v ¢ son constantes que dependen de las condiciones iniciales del
movimiento.

Como se menciona en [4], en los casos sobreamortiguado y criticamente amorti-
guado la particula eventualmente quedara adherida a la superficie, lo cual no es lo que
se quiere simular. Estamos buscando un movimiento subamortiguado, por lo tanto es
necesario que la constante b cumpla la expresién b?> — 4mk < 0, esto nos lleva a elegir
b < 2¢v/mk. Recordemos que b se define positivo, entonces, lo anterior escrito de otra
manera queda:

b=2¢vmk (3.9)
con 0 < ¢ < 1. Cuando £ = 0 se tiene una colisiéon perfectamente eldstica, mientras
que cuando tiende a 1 el choque resulta cada vez més amortiguado.

Colisiéon entre particula y superficie

Ahora nos encontramos en condiciones de resolver el problema de la particula que
choca contra la superficie elastica con velocidad vy = /(o) # 0 en el momento ¢ty = 0
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y ubicada en la posicién xy = z(ty) = 0 (ver figura 3.23). Hasta aqui el modelo coin-
cide con el de [4]. La diferencia radica en la manera de resolver la ecuacién diferencial
para este problema. En la version previa del simulador se adopta una aproximacién
numérica para calcular la fuerza que la superficie ejerce sobre la particula. Entonces
el rebote se resuelve en el siguiente paso de la simulacion. Para pasos de integracion
mayores, como los utilizados en nuestro trabajo, se acumulan los errores numéricos y
la particula gana velocidad en lugar de perderla, ocasionando problemas de inestabi-
lidad.

Para nuestra aplicacion, utilizamos la solucién exacta de la ecuacion diferencial
para garantizar que la particula no gane velocidad. Se calcula exactamente la velo-
cidad con la que la particula abandona la superficie, aunque no la hacemos rebotar
en el momento exacto. De hecho, de acuerdo al desarrollo dado mas adelante, si el
rebote comienza en el tiempo ¢ty = 0, el momento exacto en que la particula abandona
la superficie es ty = m/w = 2rm/v/4mk — b?, sin embargo, la devolvemos antes, en el
momento ty. Pero esto no genera inestabilidades numéricas porque la particula nunca
gana velocidad y, ademads, para constantes k£ muy grandes, la diferencia de tiempo
At =ty — ty es muy pequena.

Procedamos ahora a encontrar la solucién exacta a nuestro problema. Aplicando
la condicién inicial zp = 0 a la ecuacién (3.8), se tiene:

rg = e (¢ cos(wty) + cosen(wty))
= 1 14+¢c-0)=¢ =0

Entonces,
x(t) = cpe” " sen(wt)

Luego, la velocidad es:
v(t) = 2/(t) = coe” " (w cos(wt) — rsen(wt))

Ahora bien, como condicion inicial tenemos un valor de vy # 0:

v = coe " (wcos(wty) — rsen(wty))
= e’(w-1—7-0) = cow
Yo
= Cy = —
w

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de la particula son:

z(t) = %e’”sen(wt) (3.10)
u(t) = %e’”(wcos(wt}—rsen(wt}) (3.11)
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Posicién y velocidad del resorte amortiguado
10

0.02

0.01 |

Posicién 0 0 Velocidad

-0.01 |
0.0 5
0.02F
\ \ \ \ L1 10
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Tiempo
Trayectorias de la particula y la superficie elastica
T T T T
0.02 Fto=0 tr=23 Particula -
Superficie ——
0.01 |

Posicién 0

-0.01 |

-0.02 |

0 0.005 0.01 0.015
Tiempo

Figura 3.24: Gréafica de z(t) y v(t) de la superficie elastica (superior) y trayectoria de la
particula (inferior). Se indica el tiempo ¢ en que termina la colisién.
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En la figura 3.24, parte superior, se muestran las graficas que corresponden a la
posicién z(t) y la velocidad v(t) = 2/(t) de la superficie eldstica actuando como un re-
sorte amortiguado. En la parte inferior se muestra la posicién de la superficie elastica
en linea gruesa y la trayectoria de la particula en linea delgada. También se indica el
primer momento ¢y en que el resorte regresa a la posicién = 0, que corresponde al
momento en que termina la colision y la particula abandona la superficie para con-
tinuar con su trayectoria rectilinea. El tiempo ¢; es tal que wt; = 7. Luego el valor
buscado es t; = 7/w.

Entonces la velocidad con la que la particula abandona la superficie es:

Vo

v(ty) = ;e‘”f(wcos(wtf)—rsen(wtf))
= @e’%(u} cos(m) — rsen(m))
w
Vo _rm Vg _rm
= e T (w(=1)—7r-0)= —we"5
e (w(=1) —7r-0) w—e
— —er_%

Es decir, la velocidad de la particula vy al comenzar la colisién, ve reducida su magni-
_rm . ., . . e .

tud en un factor e« y su direccion es opuesta al movimiento inicial, esto es, rebota

con una velocidad menor o igual a la que llevaba inicialmente.

El factor de reduccién de la velocidad depende de la constante de amortiguamien-

. _rm __br . .
to de la superficie b. Recordemos que r = %, entonces e« = e 2mw. Si no existe
. . _ _brm . .
amortiguamiento, b = 0, entonces v(t;) = —vge 2me = —vpe’ = —vy. Esto significa

que la particula rebota con la misma magnitud de velocidad con que lleg6 a la super-
ficie.

El analisis anterior ocurre en una dimensiéon, de hecho en la direccion n normal
a la superficie. Para resolver la colisién en dos y tres dimensiones, descomponemos
la velocidad vq de la particula en los componentes normal v y tangencial v a la
superficie en el punto de contacto p’. Es decir vog = v + v, tal que v - v, =0y
v -n = 0. De esta manera, la velocidad de la particula al terminar la colision es:

T

Vi=V|—¢e vV, (3.12)

donde el factor e” & es el mismo para todas las particulas de masa m y para todos los
puntos de la superficie del contenedor. Su valor se precalcula al inicio de la simulacion
una sola vez, permitiendo que el manejo de la colision sea eficiente.

3.4. Creacion de la bola de fluido

Para agrupar las N particulas en una bola de fluido hemos adoptado una aproxi-
macion dinamica en la cual utilizamos el propio simulador y una técnica sencilla de
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control mediante la aplicacion de un campo de fuerzas. La idea béasica es agregar un
campo de fuerzas de atraccion central que atraiga las particulas hacia un punto en
el centro del contenedor. Como las particulas son desplazadas por el simulador HSP,
éstas tienden a agruparse alrededor del punto central, pero sin traslaparse debido a la
repulsion de unas sobre otras. Para entender mejor esta idea, podemos imaginarla con
un comportamiento semejante a la formacién de un planeta en un punto de atraccion
gravitatoria, en el cual se va acumulando la materia en una forma esferoide.

La formacién de la bola de fluido se logré exitosamente mediante la aplicacion del
siguiente campo de fuerzas central. Definimos el campo vectorial fopira : R — R”,
con n € {2,3}, de la siguiente manera:

0; si O0<|r||<e
fcentral(p) = F”_;‘Hv si €< HrH < R
0; si R<||r||
donde r = peentro — P €8 la direccion desde la particula ubicada en p hacia el centro
de atraccién ubicado en Peentro, € €S Un valor muy pequeno pero suficiente para evitar
una division por cero en el calculo de la direccion de la fuerza HrTH’ F' es la magnitud
de la fuerza aplicada y R es el radio maximo de influencia del campo de fuerzas. El
campo se muestra en la figura 3.25. Como queremos que todo el fluido sea atraido
hacia el centro, hacemos R lo suficientemente grande para que abarque toda la caja. Si
quisiéramos atraer solo una fracciéon de las particulas, simplemente debemos reducir

el radio de influencia R.

No se utilizo la fuerza de atraccion de Newton f = G*=13*2, donde G es la constante
de gravitacion universal y r es la posicién de la masa my respecto a la masa msy, o
viceversa. Esto fue con el propésito de evitar la singularidad que se forma en el centro
(r = 0), donde se encontraria la hipotética masa puntual my, causante de la atraccion.
Dicho de otra manera, la particula que se acerque demasiado al centro de atraccién
sufriria una aceleracion enorme. Eventualmente, se produciria una divisién por cero
al llegar al centro, o bien, saldria disparada por el lado opuesto golpeando las demas
particulas. La singularidad se muestra en la figura 3.26. Se grafica la magnitud de la
fuerza gravitacional que ejercen dos masas puntuales m; y mso que se acercan entre
si.

Este método presenta un inconveniente cuando la viscosidad del fluido es muy ba-
ja: las particulas continian orbitando alrededor del centro y chocando entre si (como
si se tratase de estrellas en una galaxia) durante un largo tiempo antes de perder
impetu y finalmente detenerse. Cuando la viscosidad es mayor no ocurre el proble-
ma, las particulas van perdiendo velocidad por si mismas en un tiempo razonable.
Para resover este problema con viscosidades bajas, implementamos un mecanismo de
reduccién de la velocidad por friccion artificial. Simplemente multiplicamos, en cada
iteracion, la velocidad de las particulas que se encuentran dentro del radio de influen-
cia R por un factor iy menor que 1. En nuestro caso, un valor de 0.001 da buenos
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Figura 3.25: Diagrama del campo de fuerza utilizado. El area sombreada tiene asignados
vectores de magnitud F'.

Fuerza de atraccion gravitacional de Newton

Fuerza /= G singularidad
= G™H52 f— 00
1 - !
04 -0.2 0 0.2 0.4
Posicion

Figura 3.26: Gréfica de la singularidad que ocurre entre dos masas puntuales muy cercanas.
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Caja
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g9

Gira la caja Gira la gravedad

Figura 3.27: La caja gira respecto a la aceleracién gravitacional y viceversa.

resultados. Un factor puy mayor provoca que no se llegue a formar la bola de fluido y
un valor menor aumenta el tiempo en que pierden velocidad las particulas.

Durante la simulacién, damos a F' un valor constante de 10 Newtons durante los
primeros 10 segundos, en los cuales la fuerza de gravedad esta desactivada. Después,
cuando queremos dejar caer la bola de fluido, activamos la gravedad (ver seccién 3.5)
y desactivamos la fuerza central, asi como la friccion artificial.

3.5. Animacion de la gravedad

Se requiere que el contenedor pueda girar sobre un eje alrededor de su centro y
que su contenido fluya en su interior en reaccion a dicho movimiento. Sin embargo,
al girar el contenedor sus superficies, se van a desplazar al tiempo que van girando
y van a impulsar las particulas de fluido de una manera distinta al caso en que el
contenedor esta inmévil. Hemos descrito en la seccion 3.3 el modelo de colisién desa-
rrollado en este proyecto y no esta disenado para manejar el caso en que la superficie
del contenedor se mueve y gira.

Con el fin de utilizar nuestro modelo de colisién, hemos resuelto el giro del con-
tenedor desde un punto de vista relativo, como se ilustra en la figura 3.27. Al girar
el contenedor en una direccion respecto a un cierto eje, el fluido recibe la aceleracién
gravitacional girada el mismo angulo pero en sentido opuesto respecto al mismo eje de
rotacién. Podemos reproducir la situacién, de manera aproximada, considerando que
es la aceleracion gravitacional la que gira en el sentido opuesto, respecto al contenedor
que permanece inmévil. De esta manera, las particulas fluyen siguiendo la aceleracion
gravitacional que va girando. Finalmente, al momento de visualizar la escena con el
contenedor y las particulas de fluido, la escena completa se gira de manera que la
aceleracion gravitacional quede apuntando en la direccion correcta. Para el usuario,
la aceleracion gravitacional parece inmovil y es el contenedor el que esta girando.
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Con esta estrategia, se han obtenido resultados fisicamente plausibles, al tiempo
que se ahorran los calculos correspondientes al impulso impartido al fluido por las
superficies del contenedor al girar.

3.6. Velocidad terminal artificial

Se hicieron varios intentos para efectuar la simulacion de manera interactiva en
equipos de moderado poder de computo. Dentro del contexto del simulador, con el
término interaccién nos referimos concretamente a que el usuario pueda manipular el
giro del contenedor. Adicionalmente, queremos dar al usuario la habilidad de activar
y desactivar la aceleracion gravitatoria y la fuerza central, de manera que pueda ma-
nipular en tiempo real el movimiento del fluido simulado. Esto es independiente de
la interactividad en la visualizacién. Para lograr este nivel de interaccién, es necesa-
rio que los pasos de integraciéon sean relativamente grandes. Con ello se logra que el
simulador reduzca el nimero de operaciones necesarias para animar un intervalo de
tiempo dado.

Sin embargo, al aumentar el tamano del paso de tiempo, se incrementan los erro-
res numéricos y la simulacién se vuelve inestable. Observando los distintos resultados
obtenidos, notamos que en los casos estables las particulas no se aceleran demasiado,
mientras que en las inestables si lo hacen. Esto sugiere una posible solucion al pro-
blema, que se explica a continuacion.

Es bien sabido en dinamica de fluidos que un cuerpo desplazandose dentro de un
fluido bajo la accién de una aceleracién constante no alcanza velocidades arbitraria-
mente altas debido, principalmente, a la fuerza de fricciéon o rozamiento del cuerpo
con el fluido, la cual se incrementa en proporcion a la velocidad del cuerpo. Existe un
limite de velocidad que los cuerpos pueden alcanzar dentro de un fluido dado. A esta
velocidad se le conoce como velocidad limite o velocidad terminal’ .

F

friccion

mg

Figura 3.28: La fuerza de friccién iguala la gravitacional.

"http://es.wikipedia.org/Velocidad_ limite
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Tabla 3.2: Informacién del equipo utilizado.

Nombre del modelo: MacBook Pro
Identificador del modelo:  MacBookPro5,5
Nombre del procesador: Intel Core 2 Duo

Velocidad del procesador: 2.53 GHz
Numero de procesadores: 1
Ntmero total de nicleos: 2

Caché de nivel 2: 3 MB
Memoria: 4 GB
Velocidad del bus: 1.07 GHz

Algo similar ocurre cuando la simulacién se realiza con pasos de tiempo suficien-
temente pequenos, las particulas no se aceleran demasiado a causa de su interaccion
con las demas, lo cual limita su velocidad de manera correcta. Sin embargo, cuando
se acumulan los errores de integracién con pasos de tiempo mayores, las particulas se
aceleran cuando no deberian hacerlo. Al agregar artificialmente un limite de velocidad
para las particulas, fue posible reducir significativamente las inestabilidades causadas
y se logré acelerar la simulacion lo suficiente para brindar interactividad al usuario.
El valor de este limite artificial de velocidad se establecié empiricamente en 10 m/s,
mediante pruebas directas con el simulador. Adicionalmente, se tiene que al estable-
cer un limite de velocidad fijo, no se tienen que realizar calculos que disminuyan la
velocidad de ejecucion del simulador.

Dado un vector v, éste se limita a una vy,,, dada usando la siguiente expresion:

/
V = Vmax

vl

3.7. Resultados de la simulacion

Se ha puesto a prueba el simulador, tanto en dos como en tres dimensiones, en
un equipo comercial portatil con las caracteristicas listadas en la tabla 3.2. Se imple-
mento el movimiento del fluido descrito al inicio de este capitulo, primero se forma
una bola de fluido que posteriormente se deja caer por efecto de la gravedad. Luego se
gira la caja sobre el eje Z a un angulo de 45° y se regresa a su orientacion inicial. Se
repite este giro pero ahora a un dngulo de 90° y finalmente a 180°. La bola de fluido
se forma mediante la aplicacion del campo de fuerzas de la secciéon 3.4, en donde la
magnitud de la fuerza F' se aplica durante los primeros 10 segundos, lo suficiente para
formar la bola, y luego desaparece. Esta fuerza se define en funcién del tiempo de
simulacién:

5Nw; si  t<10s
F(t)_{ONw; si t>10s
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Curva de animacion del angulo de giro
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Figura 3.29: Curva de animacion del giro de la gravedad.

Al principio la gravedad estd desactivada y se activa a los 10 segundos. La mag-
nitud de la gravedad g se define como sigue:

(1) = 0%; st t<10s
TW= 9812 si t>10s

La animacion del giro se implementé mediante interpolacion lineal y se muestra
su grafica en la figura 3.29. Los pardmetros de simulacién que son comunes a los casos
2D y 3D, se muestran en la tabla 3.3.

Tabla 3.3: Parametros de simulacién comunes a los casos 2D y 3D.

’ Parametro ‘ Variable ‘ Valor
Magnitud de la gravedad G 9.81
Lado de la caja L 1
Constante de restitucion K 500000
Masa de cada particula m 2
Cantidad de amortiguamiento 13 0.2
Constante de amortiguamiento b 26vmK
Coeficiente de viscosidad Iviscosidad | 0-001
Velocidad terminal artificial Vinax 10
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Tabla 3.4: Parametros de simulacién para 2D.

Parametro Variable | Valor
Radio de soporte de la ventana h 0.05
Numero de celdas por lado kel 20
Nimero maximo de particulas N, 300
Incremento de tiempo ot 0.0005

Tabla 3.5: Tabla de mediciones de tiempo en el simulador 2D.

Nimero de | Tiempo || Nimero de | Tiempo

Particulas (s) Particulas (s)
300 172 290 164
280 158 270 152
260 146 250 139
240 133 230 126
220 119 210 112
200 106 190 101
180 94 170 90
160 83 150 77
140 70 130 64
120 57 110 52
100 46 90 41
80 36 70 30
60 26 50 19
40 14 30 9
20 6 10 3

Caso bidimensional

Los pardmetros de simulacion para el caso bidimensional, se muestran en la ta-
bla 3.4. Con estos parametros de realizaron 30 simulaciones de 90 segundos cada una,
para diferentes cantidades de particulas de fluido y se midi6 su tiempo de ejecucién
en segundos. Los tiempos obtenidos se muestran en la tabla 3.5 y en la figura 3.30

(pag. 64) se grafican estos tiempos junto con el ajuste calculado mediante el programa
GNUplot.

Observaciones

Los datos se aproximan a una recta. Se ha ajustado a una parabola T'= aN? +
BN+, donde T es el tiempo y N es el niimero de particulas. Los valores «, 5y v, son
arrojados por GNUplot en la forma z + Az, donde x es la aproximacion final y Az es

Cinvestav Departamento de Computaciéon



64 Capitulo 3

Tiempo de simulacién 2D contra nimero de particulas

180 i T \ T | ,
160+ T =aN?+ 3N+~
140 - o = 0.0003 £ 3.044 x 1075
120 L £ = 0.4865 %= 0.0056
v = —4.9049 + 0.9937
. 100 i
Tiempo
60 Datos e *
40 Ajuste .y
20 f
O | | | |
0 50 100 150 200 250 300

Ntumero de particulas

Figura 3.30: Gréfica de tiempos del simulador en 2D.

el error asintotico estandar. Se observa que el coeficiente o del término cuadratico es
muy pequeno respecto a los demas, de manera que el ajuste se aproxima a una recta
en el intervalo en que se efectuaron las mediciones. Segtin Miiller en [5], la simulacién
es de orden O(mn) donde n es el nimero de celdas (que en nuestro caso es 20? = 400
y es constante) y m es el promedio de particulas dentro de una celda. Este nimero m
depende del ntimero de particulas N dentro del contenedor, en la proporciéon mostrada
en la grafica. Dado que se abarcan 90 segundos de simulacién, notemos que con 170
particulas se ejecuta la simulacion en tiempo real. Con 300 particulas la simulacién
se efectia a la mitad de la velocidad real, como en cdmara lenta.

Caso tridimensional

Los parametros de simulacion para el caso tridimensional, se muestran en la ta-
bla 3.6 (pag. 65). Para este caso se realizaron 50 simulaciones de 90 segundos cada
una, con distinto nimero de particulas de fluido, midiendo su tiempo de ejecucién
en segundos. Los tiempos obtenidos se muestran en la tabla 3.7 (pdg. 65) y en la
figura 3.31 (pdg. 66) se da la grafica y el ajuste calculado con GNUplot.

Observaciones

También se ha ajustado a una parabola T = aN? + 3N ++, donde T es el tiempo
y N es el nimero de particulas. Los valores o, 3y 7, son arrojados por GNUplot en
la forma x4+ Az, donde x es la aproximacién final y Az es el error asintético estandar.
Ocurre también, que el coeficiente a del término cuadratico es muy pequeno respecto
a los demas, como en el caso bidimensional, pero en esta ocasion los datos exhiben
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Tabla 3.6: Pardametros de simulacién para 3D.

’ Parametro Variable ‘ Valor ‘
Radio de soporte de la ventana h 0.1
Ntumero de celdas por lado Ecel 10
Ntmero maximo de particulas N, 500
Incremento de tiempo ot 0.001

Tabla 3.7: Tabla de mediciones de tiempo en el simulador 3D.

Numero de | Tiempo || Numero de | Tiempo

Particulas (s) Particulas (s)
500 358 490 348
480 340 470 328
460 313 450 301
440 298 430 291
420 281 410 268
400 260 390 253
380 244 370 231
360 221 350 214
340 201 330 196
320 184 310 179
300 165 290 160
280 151 270 144
260 137 250 128
240 120 230 111
220 105 210 97
200 89 190 83
180 7 170 69
160 63 150 58
140 52 130 46
120 41 110 37
100 33 90 29
80 25 70 21
60 18 50 14
40 12 30 9
20 6 10 5
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Figura 3.31: Grafica de tiempos del simulador en 3D.

un comportamiento marcadamente mas parabdlico. Con 200 particulas se simulan los
90 segundos en tiempo real y con 310 particulas se tiene un efecto de cdmara lenta,
a la mitad de la velocidad real.
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Implementacion del médulo de
visualizacion

Como hemos mencionado anteriormente, el modulo de visualizaciéon de nuestra
aplicacion nos permite visualizar un conjunto de datos, ya sea previamente simulados
o en tiempo real durante el proceso de simulacién. Estos datos los podemos desplegar
interactivamente y en tiempo real de varias maneras, como se indica en las seccio-
nes 4.3 y 4.4. O bien, podemos generar una animacién de alta calidad de la superficie
del fluido, lo cual no es interactivo y se describe a continuacion en la seccién 4.2. En
este punto aclaramos que, en el contexto del visualizador, con el término interaccion
nos estamos refiriendo a la habilidad del usuario de elegir la manera en que se visuali-
za el fluido, asi como rotar el punto de vista, mientras se despliega la simulacion. Esto
es independiente de la interactividad en la simulacién. En la figura 4.1 se muestra un
diagrama que describe la etapa de visualizacion de la aplicacién.

4.1. Arquitectura de la solucién

En este trabajo de tesis se ha implementado una aplicacién de software para si-
mular y visualizar un fluido, utilizando una computadora personal de caracteristicas
comunes. La aplicacion fue creada utilizando las bibliotecas Qt y OpenGL permi-
tiéndole ser compilada en varias plataformas. Dado que no se utilizé algin tipo de
paralelismo, puede ser ejecutada en cualquier computadora comercial. Basicamente

pa— S

Estado Modulo de

: Despliegue
del fluido| || Visualizacion piee

Figura 4.1: Diagrama del médulo de visualizacién.
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Figura 4.2: Metéafora del modelo de sincronizacién.

la aplicacion se compone de dos médulos o etapas principales: simulacion y visualiza-
ciéon. En un principio se implementaron dos programas separados, que realizaban una
de estas tareas cada uno. Sin embargo, posteriormente fue posible efectuar la simu-
lacién en tiempos interactivos y se opté por unir ambas implementaciones, logrando
asi visualizar el fluido mientras se estda simulando. La unién de ambos mddulos se
realizé de manera directa. Basicamente se requiere ejecutar dos tareas y naturalmen-
te son realizadas en dos hilos distintos. En la actualidad, la mayoria de los equipos
tienen dos o mas nucleos en el procesador, en esas condiciones no existe algin retraso
entre los hilos.

Modelo de sincronizacion

El modelo de sincronizacién de los hilos se basa en exclusion mutua (mutual ex-
clussion, muter) utilizando las clases QThread y QMutex de la biblioteca Qt. Por
tratarse de inicamente dos hilos, es muy sencillo sincronizar el uso del tinico recurso
compartido, esto es, el estado de las particulas. Es similar a una situacién en la que
varios actores se encuentran en un escenario actuando alguna obra y deben ser retra-
tados en ciertos momentos por un pintor. Los actores deben seguir el guién hasta que
el pintor les solicita que se queden quietos para pintarlos, el pintor tardara un tiempo
determinado (y deseablemente breve) en completar el retrato y les informa que ha
terminado, entonces los actores continian la obra. Ahora supongamos que los actores
estan realizando un desplazamiento en el momento que hay que pintarlos, entonces
el pintor debe esperar un poco a que todos lleguen a la posicién designada, antes de
comenzar el retrato correspondiente. Este comportamiento, ilustrado metaféricamen-
te en la figura 4.2, se implementé con el uso de un solo candado de tipo mutex. En
la figura 4.3 se muestra un diagrama de la arquitectura de la solucién, mostrando los
dos médulos y el flujo de datos entre ellos y hacia el despliegue que recibe el usuario.

Velocidad ws. precision

Es oportuno mencionar que, tanto en la etapa de simulaciéon como en la de vi-
sualizaciéon, debemos establecer un compromiso entre la velocidad de ejecucion y la
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\

Despliegue
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Modulo de Estado Modulo de
del fluido| []

Simulacion Visualizacion

Figura 4.3: Diagrama de la arquitectura de la soluciéon propuesta.

precision de la aproximacion obtenida. Debemos estar conscientes del hecho de que
en todas las simulaciones numéricas, el resultado es una aproximacion a la realidad
fisica. Mientras mayor sea la precision de la simulacién obtenida, se requiere de un
mayor tiempo de procesamiento. Asimismo, en la etapa de visualizacion, la superficie
que se desea visualizar no se puede dibujar en la pantalla de la computadora con una
precision infinita. Se debe generar una aproximacion finita y mientras mayor sea el
nivel de detalle buscado, mayor es el tiempo de procesamiento requerido. Con esto
en mente, se disené cada modulo de manera que es posible para el usuario elegir
entre una ejecucion interactiva del modulo u obtener resultados no interactivos pero
mas precisos. Los modulos son independientes en su capacidad de interaccion, uno
respecto al otro. La aplicacion soporta las cuatro modalidades mostradas en la tabla
de configuraciones 4.1.

Tabla 4.1: Posibles configuraciones de la aplicacion.

Simulador interactivo | Simulador no interactivo

Visualizador interactivo Soportado Soportado

Visualizador no interactivo Soportado Soportado

En linea vs. fuera de linea

En el médulo de simulacion, la precision de la aproximacion viene dada en propor-
cién inversa al tamano del paso de tiempo del integrador (ver apéndice A). Ademds,
con ayuda de un valor booleano, se puede elegir si el usuario puede o no interactuar
con el fluido y la manera en que se van a generar los datos. En el caso no interactivo,
los datos se guardan en archivos de texto de manera que pueden ser utilizados en otro
momento para una reproduccién continua y posiblemente interactiva. Para el caso
interactivo, el hilo de visualizacién obtiene los datos directamente de la estructura de
datos que contiene las particulas (ver seccién 2.1.3).

De manera similar, en el médulo de visualizacion se puede elegir el origen de datos,
ya sea desde archivos de texto o directo del simulador. Los datos obtenidos se pueden
visualizar de manera interactiva utilizando pequenas esferas o el método de extraccion
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de superficie que se describira en la seccién 4.4. También se implementé un sencillo
mecanismo, en la forma de un widget, para mostrar de manera grafica e interactiva los
valores de las cantidades escalares que arroja el simulador. Este mecanismo se explica
en la seccion 4.4.1. Si ademds se quiere obtener una visualizacion de mayor calidad y
de manera no interactiva, se genera un conjunto de archivos de descripciéon de escenas
para el trazador de rayos POVray. En un paso posterior, se utiliza este trazador de
rayos para generar la animaciéon no interactiva y de alta calidad. La descripcién de
las escenas de POVray se encuentra en la seccién 4.2.

4.2. Visualizacion no interactiva

Primero presentamos el caso mas sencillo, el caso no interactivo. Para generar una
animacion de alta calidad de la superficie del fluido utilizamos la técnica de trazo
de rayos (seccién 2.2.1, en la pédg. 18) para renderizar un conjunto de objetos sin
forma (seccién 2.2.2, en la pag. 22). El trazo de rayos es la mejor técnica para gene-
rar iméagenes de alta calidad y, de hecho, es la tnica que permite generar reflejos y
transparencias fisicamente realistas.

Basicamente, el visualizador carga los datos de la simulaciéon desde la fuente de
datos elegida, es decir, desde archivos de texto previamente creados o directamente
de la estructura de datos del simulador. Se genera el conjunto de datos de manera
que se conoce el estado de las particulas en un momento dado, para 24 instantes en
cada segundo, es decir, se genera la simulacién con una frecuencia de 24 estados por
segundo. Para cada estado de la simulacién, se genera un archivo de descripcién de
escenas para el trazador de rayos POVray.

Estructura de la escena

La escena contiene los siguientes objetos para ser desplegados por el trazador de
rayos: las particulas de fluido representadas como pequenas esferas de radio 0.2h de
color verde, la superficie del fluido definida mediante objetos deformables creados a
partir de formas esféricas de radio h con color ligeramente azul y un material que
asemeja agua, el contenedor con forma de caja redondeada con un material semejante
al vidrio y un plano de fondo con textura que permita observar los efectos de transpa-
rencia y reflejos en los objetos principales. Si no se coloca algin objeto de fondo, tanto
el contenedor como el fluido dificilmente se pueden ver. Ademés de estos objetos, que
son los que de hecho se veran en la escena, es necesario colocar una cadmara que define
el punto de vista que tendra el proceso de renderizado y una lampara que ilumine la
escena.

Descripcion del contenedor

Para describir en POVray la superficie del contenedor utilizamos la diferencia boo-
leana de dos primitivas con forma de caja redondeada, uno ligeramente mas pequeno

Cinvestav Departamento de Computaciéon



Implementacion del modulo de visualizacion 71

que el otro. Esto es con el fin de darle a la caja un cierto grosor, para que el efecto
de refraccién de los rayos de luz sea realista al llegar al fluido en su interior. POVray
cuenta con una primitiva para modelar una caja con esquinas redondeadas. Viene
definida como una isosuperficie de una funcién escalar llamada f rounded_box, a la
cual se le asigna un tamano en cada una de las tres direcciones y el radio de la esqui-
na. Se utiliza el objeto isosurface para definir la isosuperficie de la funcion escalar.
En la figura 4.4 se muestra el contenedor renderizado con POVray. No se muestra
con fluido en su interior. Notese los efectos de reflejo y transparencia obtenidos. Para
mayor claridad, presentamos a continuacion la descripcion de una caja redondeada:

isosurface {
function {
f-rounded_bozx ( z, y, 2z, radio, semi_lado_x, semi_lado_y, semi_lado_z )
}

maz_gradient 1 contained_by {
sphere { 0, RAD }
¥

}

Figura 4.4: Contenedor renderizado con POVray.

Descripcién de la superficie del fluido

Para describir la superficie del fluido, se utiliza el objeto blob de POVray, en el cual
se especifican las primitivas que definen el campo escalar (en este caso son N esferas) y
el valor de umbral que define la isosuperficie, mediante la palabra reservada threshold,
como se muestra en la figura 4.5 (izquierda). Sin embargo, como el simulador detecta
la colisién de las particulas exactamente sobre la superficie del contenedor, el objeto
sin forma (blob) generado se sale del mismo. Un ejemplo de esto se muestra en la
figura 4.5 (derecha), se grafica en azul la isosuperficie del campo escalar generado
por las particulas contenidas dentro de la caja. Para mantener la superficie del fluido
dentro del contenedor, definimos al fluido como la interseccién de la forma interior de
la caja redondeada con el objeto deformable, de la siguiente manera:
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blob {
threshold 0.9
sphere { < x1,y1,21 >, h 1}
sphere { < x9,y2,20 >, h 1}

sphere { < zn,yn,2n >, h 1} " ;'.C_’: T '.-_-‘

} R PR

Figura 4.5: El objeto blob (definido a la izquierda) se sale de la caja redondeada (esquema
bidimensional a la derecha).

11.04 seg

Figura 4.6: Superficie del fluido renderizada con blob de POVray. A la izquierda con material
sélido y a la derecha con material transparente.

intersection {
object { CAJA_REDONEADA _INTERIOR }
blob {
threshold 0.9
sphere { < x1,y1,21 >, h 1}
sphere { < x9,y2,22 >, h 1}

sphere { < xn,yn, 2y >, h 1}

scale .99
pigment { color COLOR_AGUA }
interior { ior 1.3 }

}

Notemos que el objeto que hemos modelado como superficie del fluido simulado,
se escala ligeramente por un factor de 0.99. Esto se hace con el fin de evitar un error
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de ambigiiedad que ocurre cuando se intenta trazar rayos que pasan a través de dos
o mas superficies coincidentes, es decir, que ocupan el mismo lugar. La solucién de
escalar imperceptiblemente uno de los objetos coincidentes se sugiere en el manual de
POVray!. La superficie de fluido obtenida con este método se muestra en la figura 4.6.
No se muestra la caja redondeada para apreciar mejor su forma. En la figura 4.7 apa-
recen juntos la caja redondeada y el fluido. Observe los efectos de transparencia y
reflejos simulados por el trazado de rayos.

Otro problema que es necesario mencionar tiene que ver con la profundidad de
recursiéon en el algoritmo de trazo de rayos. En POVray, por defecto se tiene una pro-
fundidad de recursion de 6. Este valor es suficiente para la mayoria de las aplicaciones
usuales del programa. Sin embargo, cuando colocamos dos o mas objetos transparen-
tes anidados unos dentro de otros, los objetos interiores se renderizan completamente
negros, como se puede apreciar en la figura 4.7 del lado izquierdo, debido a que el nivel
de recursién no es suficiente para decidir su color. Esto se puede resolver facilmente
aumentando el nivel de recursién de la siguiente manera:

global settings { maz_trace_level 15 } |

Debemos considerar que aumentar el nivel de recursion inevitablemente incremen-
tard el tiempo de renderizado. Se obtiene la imagen del lado derecho de la figura 4.7.

11.04 seg 11.04 seg

Figura 4.7: Caja redondeada y fluido juntos. A la izquierda se tiene el nivel de recursién
por defecto. A la derecha se ha incrementado a un valor de 15.

Renderizado

Una vez que se han generado los archivos de descripcién de escena, se procede a
renderizar las imagenes correspondientes, utilizando POVray. Esta etapa se automa-
tiza mediante un programa creado en lenguaje C. La velocidad de generacién de las

thttp://www.povray.org/documentation /view/3.6.0/146/
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imédgenes depende completamente de la implementacion de POVray y el equipo que se
esté utilizando. Ademas, el tiempo que se tarda el renderizado de cada una, aumenta
con el nimero de particulas y el nivel de recursion elegido. Finalmente, se genera un
video con las imagenes creadas utilizando el programa mencoder. Dicho video se crea
para reproducirse a 24 fps, de manera que la animacion resultante se reproduce en el
tiempo correcto de la simulacién. Un ejemplo de uso del programa menconder es:

-ovc lavc -lavcopts vcodec=wmv2

En el primer argumento se indica la secuencia de imagenes en formato PNG que
fueron creadas con POVray, las cuales tienen por nombre fluido, seguido de un ntime-
ro de secuencia de 4 digitos, seguido de la extensién. También se indica el formato
de las imégenes PNG y la frecuencia de reproduccién del video a 24 cuadros por
segundo. Luego se indica el nombre del archivo de salida y otras opciones del video
que sera generado utilizando el codec wmv2, que corresponde al formato de video wmu.

Existen trabajos en la literatura que de hecho modifican la implementacion de
POVray (como es el caso de [9] en donde se modifica para trazar superficies compues-
tas por muestras puntuales), mientras que otros abordan el problema de implementar
un trazador de rayos propio. Esto queda fuera del propésito del presente trabajo, en
vez de ello nos hemos enfocado al tema de visualizacién interactiva.

4.3. Visualizacion interactiva bidimensional

Como hemos mencionado en la seccién 2.2.3, para la visualizacién interactiva uti-
lizamos el método de aplanamiento. Se construye una aproximacion a la isosuperficie
n-dimensional del campo de color definido en 2.1.4, linealizandola mediante elementos
de superficie (n-1)-dimensionales.

En el caso concreto de visualizacién de la superficie en dos dimensiones, n = 2,
la isosuperficie del campo escalar se conoce como curva de nivel, pues es de dimen-
sion uno. A esta curva la aproximamos mediante un conjunto de segmentos de linea
orientados de tal manera que van delineando el contorno de la curva. En nuestro al-
goritmo, utilizamos la cantidad N,.s como una medida de la resolucién, la cual indica
que se divide el espacio de trabajo en N, X N, celdas. Para construir la curva, se
evalia el campo de color ¢(p) en las (N, + 1)? esquinas. Si el valor obtenido para
una cierta esquina p se encuentra dentro del intervalo [MINgjor, MAXo10r], € dibuja
en esa esquina un segmento de linea orientado de manera perpendicular al gradiente
del campo de color Ve(p) en ese punto. La longitud del segmento es el doble de la
longitud del lado de una celda, con el fin de que los segmentos se cierren y la curva no
quede dibujada como con linea punteada. En la figura 4.8 se muestra un ejemplo de
la curva delineada mediante segmentos de linea. También se muestra la ubicacion de
las particulas mediante pequenas cajas. En la aplicaciéon también es posible visualizar
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Figura 4.8: Ejemplos de curva de nivel, aproximada mediante segmentos de linea orientados
en resolucién baja (1162) y alta (2002).

las particulas como esferas de radio h. El algoritmo se muestra a continuacion:

Procedimiento CurvaNivel
Entrada: Numero de celdas de la caja, definido por el nimero de pixeles PIX que mide ésta
por lado y un incremento INC que restringe la resolucién con que se efectiian las evaluaciones.
Resultado: Se dibuja con lineas el contorno de la curva de nivel formada por los puntos cuyo
valor en el campo de color se encuentre en el intervalo [MINco1or, MAXcolor]-
begin
/* Para cada pixel a una resolucién de N,os = PIX / INC */
para y de 0 a PIX con incremento INC
para x de 0 a PIX con incremento INC
/* Calcula el punto p correspondiente dentro de la caja */
p < ( x/PIX, y/PIX )
/* Evalda el campo de color en p */
color — ¢(p)
si MIN olor < color < MAX olor
Aplica al pixel (x, y) la transformacién que corresponda para ubicarlo en pantalla

Dibuja una linea de largo 2-INC y orientada perpendicularmente a Ve(p)
finsi

finpara
finpara
end

Este algoritmo es de orden O(N?2.) y para valores muy grandes de N, el algo-
ritmo resulta ineficiente. Sin embargo, para el caso bidimensional utilizamos rejillas
con resoluciones desde 100? = 10000 celdas y hasta 400% = 160000 celdas, obteniendo
resultados interactivos. Pero cuando se implemento este algoritmo para el caso tridi-
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mensional, que es de orden O(N2,), ya no fue posible obtener interaccién por parte
del usuario. Estamos hablando de rejillas de minimo 1003, esto es, un millén de celdas.
Para tres dimensiones el algoritmo resulta demasiado lento y por ello fue necesario
disenar un nuevo algoritmo, el cual se explica en la seccién 4.4, a continuacion.

4.4. Visualizacion interactiva tridimensional

Para visualizar de manera interactiva el fluido en el caso tridimensional, creamos
un algoritmo de reconstruccion de superficie, al que hemos denominado encajamiento
de esferas (marching spheres). La construccién de este algoritmo surge de la combi-
nacién de ideas presentes en dos de los algoritmos de reconstruccion de superficie mas
populares: aplanamiento (seccién 2.2.3) y encajamiento de cubos (seccién 2.2.4). De
hecho, esta fuertemente basado en el primero, implementado en la manera que hemos
descrito en la seccion 4.3. Tiene en comun con éste, el que la superficie n-dimensional,
ahora con n = 3, se reconstruye mediante elementos de superficie (n-1)-dimensionales
orientados de manera perpendicular al gradiente del campo escalar. Igualmente, se
tiene que no es necesaria mayor informacién acerca de la conectividad entre dichos
elementos y tampoco necesitan estar ordenados.

Difiere del método de aplanamiento en la manera en que se buscan los puntos
del dominio suficientemente proximos a la isosuperficie buscada, es decir, los puntos
superficiales. Hemos visto, en el caso bidimensional, que el método de aplanamiento
busca los puntos candidatos a ser superficiales sobre una rejilla de N3 celdas, lo
cual para el caso tridimensional es ineficiente. Para reducir la cantidad de calculos,
hemos restringido la bisqueda de candidatos s6lo a puntos ubicados en la vecindad de
las particulas de fluido, pues evidentemente es en estas regiones donde realmente se
pueden encontrar puntos superficiales. Esto puede verificarse a partir de la definicion
del campo escalar empleado, es decir, el campo de color que se define en la seccién 2.1.4
de la siguiente manera:

“(p) = 3 my W (p ;. 1)

Y cuyo gradiante es:
1
Ve(p) = ij;VW(P —1;,h)
j J

De acuerdo a Miiller en [5], un punto p que es superficial cumple con la condicién de
que la magnitud del gradiente en ese punto es mayor que un cierto umbral [ pequeno

y positivo, esto es:
IVe(p)|l > 1 (4.1)

También se tiene que el vector unitario normal a la superficie es

__ Vep)
n(P) = ~ (o)l
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Figura 4.9: Ejemplo del campo de color bidimensional con curva de nivel en azul y zonas
de influencia en verde.

debido a que el gradiente del campo escalar apunta en la direcciéon en la que el valor
del campo aumenta, esto es, apunta hacia el interior de la isosuperficie.

Veamos porqué los puntos superficiales no pueden estar alejados de las particulas.
Sea un punto arbitrario q, tal que se encuentra fuera del radio de influencia de todas
las particulas. El gradiente en ese punto es Ve(q) = 0, entonces por la condicién
(4.1), q no es superficial. Por lo tanto, todos los puntos superficiales se encuentran
dentro del radio de influencia h de alguna particula.

Ahora bien, ;qué tan cerca se encuentran los puntos superficiales respecto al centro
de las particulas? En la figura 4.9 se muestra la grafica del campo de color bidimen-
sional para N = 300 particulas, asi como las zonas de influencia de las particulas, con
radio h. Se observa que los puntos de la curva de nivel, correspondiente a un valor de
color cercano a cero, se encuentran a una distancia aproximada ligeramente menor
que el radio de influencia h. Esto nos indica que los puntos superficiales del campo
de color no se encuentran demasiado cerca del centro de las particulas, sino mas bien
cerca del borde de sus zonas de influencia.

Con esta observacién en mente, se ha disenado el algoritmo cuya idea basica es
semejante a la que que yace detras del método de encajamiento de cubos, en el cual
se va desplazando una plantilla ciibica a través del espacio de trabajo, evaluando el
campo en sus esquinas y, de acuerdo al resultado, se va construyendo la isosuperficie
agregando poligonos. En nuestro algoritmo se va desplazando una plantilla esférica,
formada por k puntos equidistantes del centro (ver figura 4.10), a distancia 0.85h. En
cada uno de ellos se evalia el campo escalar y se verifica si el resultado se encuentra
dentro de cierto rango, en cuyo caso se agrega un elemento de superficie orientado de
manera perpendicular al gradiente del campo en ese punto (ver figura 4.12).
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Figura 4.10: Diagrama que muestra los puntos que forman la plantilla esférica desde dos
perspectivas distintas. El circulo azul indica el radio de influencia de la particula.

Opcionalmente, se puede refinar el resultado acercando el punto a la isosuperficie
mediante algin método de minimizacién, antes de calcular su orientacién. En nuestra
implementacion se puede elegir la aplicacion de tres iteraciones del método de descen-
so por gradiente (MDG)?, para acercar atin més el punto superficial a la isosuperficie
de color cero, agregando una pequena cantidad de calculos a la visualizacion. En la
figura 4.13 se compara la superficie extraida con y sin el uso del MDG. Notese como
los elementos de superficie se acercan a la superficie de las esferas que indican el limite
de la zona de influencia de las particulas. El algoritmo se muestra en la figura 4.11.

La complejidad de este algoritmo es O(kN), donde N corresponde al nimero de
particulas y k£ al nimero de puntos que forman cada plantilla esférica. En nuestra
implementacién hemos usado £ = 96 puntos en cada esfera y hasta 500 particulas, lo
que nos da 48000 evaluaciones del campo de color, sin usar MDG. Esto contrasta con
el millén de evaluaciones que seria necesario efectuar con el método de aplanamiento
de la seccion 4.3.

4.4.1. Diseno del widget sensor

Uno de los objetivos de la tesis es diseniar un mecanismo que muestre al usuario,
de manera grafica, las cantidades fisicas que se estan simulando al interior del fluido.
Para el caso tridimensional proponemos un widget grafico que muestre las cantidades
escalares dentro del fluido, mostrando una rebanada a la vez. Lo hacemos asi debido
a que si intentamos mostrar todo un volumen de datos, no es posible ver aquellos
datos que se encuentren obstruidos por otros més cercanos al observador, es decir,
sOlo se verian los datos en la superficie del volumen y quedarian ocultos los que estén
ubicados detras de éstos.

El sensor se puede mover de manera interactiva, permitiendo al usuario observar
las cantidades escalares en distintas regiones de interés, dentro del espacio de trabajo.

2Presentamos una breve descripcién del MDG en el apéndice B
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Procedimiento MarchingSpheres
Entrada: El conjunto de N particulas Py
el conjunto de k puntos E que forman la plantilla esférica.
Resultado: Se dibuja en la escena tridimensional un conjunto de elementos de superficie
que delinean la isosuperficie del campo de color definida en un intervalo cercano a cero.
begin
para cadap € P
para cadae € FE
/* Calcula el punto p’ correspondiente dentro de la caja */
pP—p+te
si p’ estd dentro de la caja
/* Evalda el campo de color en p’ */
color — ¢(p’)
si e < color < MAX olor
si se va a usar MDG
repite 3 veces
p/ - p/ —a- vc(p/)
finrepite
finsi
/* Calcular gradiente en el nuevo punto p’ */
n = Ve(p')
Dibuja un elemento de superficie ubicado en el punto p’
y orientado perpendicularmente a n
finsi
finsi
finpara
finpara
end

El valor de € es muy pequeno pero positivo y suficiente para garantizar que se pueda
calcular el gradiente en p’. El valor de MAX jor €s de 0.1. El valor de « es de 0.01.

Figura 4.11: Pseudocddigo del algoritmo de encajamiento de esferas.

PR IO T
o ‘o o o b4 PN \
o @ o o 4 @ @
‘ ‘.o . ‘ N A

Coaeteg et — I Ny (N

//. .\\ /‘7/ \<(\
- @ 4 @
\® o X A
Ceee® }%?\\ T <X

Figura 4.12: Esquema bidimensional que ilustra el resultado del algoritmo para tres particu-
las. Se muestran sus radios de soporte, los puntos candidatos a superficiales en negro (iz-
quierda) y los elementos de superficie obtenidos (derecha).
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Figura 4.13: Comparacién del resultado sin MDG (columna izquierda) y con MDG (columna

derecha). En el renglén inferior se destaca la diferencia indicando la zona de influencia de
las particulas mediante esferas verdes de radio h.

®
®

Figura 4.14: Esquema del sensor formado por k% = 64 celdas. Se muestran las esquinas de
las celdas con su color asociado.
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Figura 4.15: Esquema de una tira de cuadrildteros de OpenGL.

El usuario puede visualizar, en rebanadas, la cantidad en todo el volumen de fluido.
En este prototipo del sensor, se pueden visualizar cantidades escalares, tales como
la presion y la densidad, mostrando su valor en una escala de colores. No se puede
visualizar una cantidad vectorial, como la velocidad o la aceleracién del fluido, pero
se puede visualizar el campo de magnitudes de estas cantidades.

En nuestra aplicacién se tiene implementado el sensor para valores de presion,
pero es muy sencillo modificarlo para mostrar densidad, rapidez o magnitud de la
aceleracion. Para realizar el cdlculo de la presion p en un punto arbitrario del espacio
q aplicaremos la interpolacién utilizada en el simulador HSP, capitulo 2.1:

pla) = > my P Wla — . h)

j J

donde j itera sobre las particulas, W es la misma ventana empleada en el simulador,
m; es la masa de la particula j, q; es su posicion, p; su densidad y p; es su presion.
Hemos elegido mostrar los valores en escala de color cian, para promover el contraste
y visibilidad respecto a los otros colores presentes en la escena: particulas en color
verde y superficie en color azul. También es posible modificar la escala de colores o el
rango de la cantidad que corresponde a cada color.

Concretamente, el sensor es un cuadrado unitario, dividido en k celdas por lado,
es decir, es una malla poligonal formada por k? pequefios cuadrados. Se muestra el
sensor esquematicamente en la figura 4.14. A cada una de sus (k + 1)? esquinas se le
asigna un color, en funcién del valor que tome la cantidad en ese punto. Si el valor de
k es suficientemente grande, se obtiene una imagen a color que representa los valores
de la cantidad escalar sobre el cuadrado. Dado que la visualizacién, tanto en 2D co-
mo en 3D, la realiza la aplicacion utilizando una escena tridimensional creada con la
biblioteca OpenGL, hemos construido el sensor cuadrado mediante una serie de tiras
de cuadrildteros, llamadas GL_QUAD_STRIP en OpenGL.

Una tira de cuadrilateros de OpenGL, como la mostrada en la figura 4.15, se
construye agregando los vértices de los cuadros en el orden dado, de la siguiente
manera:
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glBegin (GL_.QUAD_STRIP);
glMaterialfv (GL_.FRONT_AND_BACK, GL_AMBIENT_AND_DIFFUSE, color;);
glVertex3f (vig, v1y, V1);
glMaterialfv (GL.FRONT_AND_BACK, GL_AMBIENT_AND _DIFFUSE, colors);
glVertex3f (vaz, Vay, V22);

glMaterialfv (GL.FRONT_AND_BACK, GL_.AMBIENT_AND _DIFFUSE, color,,);
glVertex3f (Vma, Vmys Umz);
glEnd ();

donde la tira esta formada por m vértices coplanares v;, cada uno del color que
corresponda. En la aplicacién se dibujan k£ de estas tiras con k cuadrados cada una,
calculando para cada esquina el color que le corresponde. Podemos utilizar una reso-
lucion del sensor k relativamente menor que si se dibujara la imagen pixel por pixel.
Esto es debido a que si cada esquina de un cuadrilatero en OpenGL tiene un color
distinto, se interpola linealmente el color de los puntos interiores (ver figura 4.16).
Debido a esta interpolacion, la imagen se genera con una resolucién mayor a la dada
por el nimero de vértices del sensor.

Figura 4.16: Ejemplo de interpolacién de color en un cuadrildtero con vértices de distinto
color.

Este algoritmo es de orden k2, donde k es la resolucién del cuadro sensor. Ob-
tenemos resultados interactivos para resoluciones de 1002 = 10000 celdas y en la
figura 4.17 se muestra un ejemplo de la ejecucién del widget mostrando valores de
presion.

El pseudocddigo del algoritmo se muestra a continuacion:
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Figura 4.17: Ejemplo del sensor de presién con 100? celdas. Se muestran las particulas en
verde.

Procedimiento dibujaSensorPresién
Entrada: La coordenada z del sensor cuadrado perpendicular a dicho eje.
Resultado: Se dibuja el cuadrado poligonal coloreado en funcién de
los valores de la cantidad escalar en su posicién.
begin
para cada renglén del sensor
Comienza la tira de cuadrilateros
para cada columna del sensor més uno
Calcula el color de la esquina inferior izquierda
Agrega a la tira un vértice en la posicién de la esquina inferior izquierda
con el color calculado
Calcula €l color de la esquina superior izquierda
Agrega a la tira un vértice en la posicién de la esquina superior izquierda
con el color calculado
finpara
Termina la tira de cuadrilateros
finpara
end

4.5. Resultados de visualizacion

Las pruebas del médulo de visualizaciéon, para dos y tres dimensiones, se realizaron
en el mismo equipo cuyas caracteristas se listaron en la tabla 3.2 (pag. 61).

Caso bidimensional

Para realizar las mediciones de tiempo de visualizacion en dos dimensiones, se
ejecuté el algoritmo de la seccién 4.3 (pag 74) con los datos de 100 particulas para
diferentes resoluciones, que van de 50 a 500 celdas por lado.
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Tabla 4.2: Tabla de mediciones del tiempo de visualizacién en 2D.

Celdas cps Tiempo Celdas cps Tiempo
por lado (s) por lado (s)
500 15.0602 0.0664 490 15.6740 0.0638
480 16.3399 0.0612 470 17.0648 0.0586
460 17.7305 0.0564 450 18.5185 0.0540
440 19.3798 0.0516 430 20.2429 0.0494
420 21.2766 0.0470 410 22.3214 0.0448
400 23.4742 0.0426 390 24.7525 0.0404
380 25.9067 0.0386 370 27.3224 0.0366
360 28.9017 0.0346 350 30.4878 0.0328
340 32.2581 0.031 330 34.2466 0.0292
320 36.2319 0.0276 310 39.0625 0.0256
300 41.3223 0.0242 290 44.2478 0.0226
280 47.6190 0.021 270 51.0204 0.0196
260 54.9451 0.0182 250 59.5238 0.0168
240 64.1026 0.0156 230 69.4444 0.0144
220 76.9231 0.013 210 83.3333 0.012
200 90.9091 0.011 190 102.0408 | 0.0098
180 113.6364 | 0.0088 170 125 0.008
160 142.8571 0.007 150 161.2903 | 0.0062
140 185.1852 | 0.0054 130 217.3913 | 0.0046
120 250 0.004 110 294.1176 | 0.0034
100 357.1429 | 0.0028 90 454.5455 | 0.0022
80 555.5556 | 0.0018 70 714.2857 | 0.0014
60 1000 0.001 50 1250 0.0008

Se mide el tiempo necesario para dibujar la curva de nivel, el cual se reporta (en
segundos) en la tercera y sexta columnas de la tabla 4.2. El nimero de veces que se
puede dibujar la curva de nivel en un segundo es el reciproco de este tiempo, y se
reporta en la segunda y quinta columnas de la misma tabla (en cuadros por segundo,
cps). En las figuras 4.18 y 4.19 (pag. 85) se muestran, respectivamente, las graficas
de tiempo y frecuencia de visualizacion, en funcién de la resolucién utilizada.

Observaciones

Como hemos mencionado en la la seccién 4.3 (pag 74), se espera un comportamien-
to cuadratico en la medicién de tiempos de visualizacion en funcién de la cantidad
de celdas por lado, lo cual se confirma experimentalmente en el ajuste realizado con
GNUplot para la gréfica de la figura 4.18 (pag. 85). Se ajust6 a una pardbola de la
forma T = aN?+ 3N, +~, donde N, es el ntimero de celdas por lado y T es el tiempo
en segundos. Los valores o, 3 y 7, son arrojados por GNUplot en la forma x + Ax,
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Tiempos de visualizacion 2D

01 T T T T T T T
T =aN?+ N.+~
0.08 - i
a=2.6112 x 1077 £7.368 x 1071
0.06 0 =2.3695 x 1075 4+£4.145 x 1077 q
. ’ v = —4.8722 x 107° £ 5.039 x 10~°
Tiempo
0.04 - i
0.02 Datos e .
Ajuste
0 « | | | | | | |
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Resolucién (celdas por lado)
Figura 4.18: Grafica de tiempos de visualizacion en 2D.
Frecuencia de visualizacién 2D
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Figura 4.19: Gréfica de frecuencia de visualizacién en cuadros por segundo (cps) para dos

dimensiones.
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donde x es la aproximacion final y Az es el error asintético estandar.

De la gréfica de la figura 4.19 (pag. 85) y la tabla 4.2 (pag. 84) obsérvese que para
todas las resoluciones utilizadas se obtuvo una visualizacion interactiva de al menos
15 cuadros por segundo®. Ahora bien, dado que la longitud del paso de tiempo 6t del
simulador se eligié para realizar 24 pasos de simulacién en un segundo, obtendremos
la visualizacion en tiempo real, esto es a 24 cps, con una resolucion de alrededor de
390 celdas por lado.

Caso tridimensional

En el caso de medicién de tiempos de visualizacion en tres dimensiones, se puso a
prueba el algoritmo de la seccién 4.4 (pag 76), utilizando una plantilla esférica com-
puesta de 96 puntos y variando el nimero de particulas en un rango que va desde 40
hasta 800 particulas.

Se mide el tiempo necesario para construir la superficie envolvente del fluido, el
cual se reporta (en segundos) en la tercera y sexta columnas de la tabla 4.3 (pag. 87).
El niimero de veces que se puede dibujar la superficie en un segundo es el reciproco
de este tiempo, y se reporta en la segunda y quinta columnas de la misma tabla (en
cuadros por segundo, cps). En las figuras 4.20 (pdg. 87) y 4.21 (pag. 88) se muestran,
respectivamente, las graficas de tiempo y frecuencia de visualizacién, en funcion del
nimero de particulas.

Observaciones

Se comprueba experimentalmente que el algoritmo tiene una complejidad tempo-
ral lineal, en funcion del nimero de particulas. Se ajusto a una linea recta de la forma
T = aN, + 3, donde N, es el nimero de particulas y T" es el tiempo en segundos.
Los valores v y 3, son arrojados por GNUplot en la forma z + Az, donde z es la
aproximacién final y Az es el error asintético estandar.

Como se observa en la tabla 4.2 (pag 84), para visualizar la simulacién a 15 cps
0 mas, es necesario tener 250 particulas o menos. También, dado que la longitud del
paso de tiempo ot del simulador se eligié para realizar 24 pasos de simulacién en
un segundo, si queremos una frecuencia de 24 cps, debemos usar alrededor de 110
particulas.

Tener frecuencias de al menos 15 cps es una recomendacion frecuente para reali-
zar animaciones. Sin embargo, para visualizacién de fluidos en 3D, los autores suelen
reportar frecuencias menores a 15 cps. Por ejemplo, en [5] y [12], Miiller reporta

3Recordemos que para percibir el movimiento de una animacién, se debe mostrar al usuario con
una frecuencia de al menos 10 cps.
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Tabla 4.3: Tabla de mediciones del tiempo de visualizacién en 3D.

Numero de cps Tiempo || Numero de cps Tiempo

particulas (s) particulas (s)
800 4.0377 0.2477 700 4.6325 0.2159
600 5.4085 0.1849 500 6.6820 0.1497
480 6.8235 0.1466 460 7.1782 0.1393
440 7.6139 0.1313 420 8 0.125
400 8.3609 0.1196 380 9.2176 0.1085
360 9.4478 0.1058 340 9.6649 0.1035
320 10.9296 | 0.0915 300 11.6065 | 0.0862
280 11.7943 | 0.0848 260 14.096 0.0709
240 15.2545 | 0.0656 220 15.5102 | 0.0645
200 15.5882 | 0.0642 180 18.1944 | 0.0550
160 20.6393 | 0.0485 140 22.26 0.0449
120 23.075 0.0433 100 25.3125 | 0.0395
80 35.5217 | 0.0282 60 37.6667 | 0.0265
40 48.7273 | 0.0205

Tiempos de visualizaciéon 3D

0.25 T T \ \ T T

02 T=aMth

a = 0.0003 4+ 4.845 x 1076
0.15+ (£ =0.00240.0018 _
Tiempo

0.1r _

0.05 Datos e =
° Ajuste
0 | | | | | | |

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Numero de particulas

Figura 4.20: Gréfica de tiempos de visualizacién en 3D.
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Frecuencia de visualizacién 3D
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Figura 4.21: Gréfica de frecuencia de visualizacién en cuadros por segundo (cps) para tres
dimensiones.

Tabla 4.4: Tabla de mediciones del tiempo de visualizacién en 3D con mas particulas.

Niumero de | cps | Tiempo
particulas (s)
1000 2.32 0.43
2500 0.95 1.05
5000 0.47 2.13

frecuencias de 5 cps con aplanados, y de 6 c¢ps con encajamiento de cubos, respectiva-
mente. Inclusive en [9] se reporta una frecuencia de 0.7 c¢ps con 2400 a 3900 particulas,
usando aplanamiento.

Entre nuestros resultados resaltamos, para 90 segundos de simulacion: 6.7 cps
para 500 particulas y 4 cps para 800 particulas. Con el fin de comparar con los
trabajos mencionados, se midio el desempeno del algoritmo para un mayor nimero de
particulas y, por limitaciones de tiempo, para 10 segundos de simulacion, obteniéndose
los resultados de la tabla 4.4. Con todo esto, consideramos que nuestros resultados
son competitivos, respecto a los trabajos mencionados en el estado del arte.
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Conclusiones

El objetivo principal de la tesis fue implementar el médulo de visualizacion, en
linea y fuera de linea, para un simulador HSP. En dos dimensiones se visualiza la cur-
va envolvente del fluido en tiempo real, es decir, conforme se va simulando el fluido,
utilizando aplanados lineales.

En tres dimensiones se produjo una contribucién original, se trata de la propuesta
del método de encajamiento de esferas, que se explica en la seccién 4.4, pag. 76. Hasta
donde sabemos, este método no existe en la literatura de visualizacion de fluidos. No
se habia planeado en un principio desarrollar esta contribucion, pero la idea surgié al
momento de pasar de un algoritmo de orden O(n?) en 2D a uno de orden O(n?) para
3D, como se explica al final de la seccién 4.3, pag. 74. Este método esta disenado
para visualizar una superficie envolvente a partir de un conjunto no muy numeroso
de particulas, por lo cual es eficiente y de complejidad lineal. Sin embargo, no es asi en
otras aplicaciones como, por ejemplo, la visualizaciéon de datos médicos, en la cual se
tienen enormes cantidades de datos por visualizar y los métodos de encajamiento de
cubos y de aplanamiento son los indicados.

Se realizé también la visualizacién de alta calidad y fuera de linea, utilizando trazo
de rayos y generando un video que muestra la animacion del fluido con 5000 particulas.

En el planteamiento del problema dado en la seccién 1.4 (pag. 10) se requiere que
la solucion implementada sea capaz de simular el fluido y que se pueda generar la
visualizacién, ambos en linea o fuera de linea. En un principio se planteé el problema
de esta manera, pero al unificar los médulos de simulacién y visualizaciéon en la mis-
ma aplicacién (seccién 4.1, pag. 67) se abrieron las otras dos posibilidades: simulacién
fuera de linea con visualizacion en linea y simulacién en linea con visualizacion fuera
de linea.

Se modificé con éxito el simulador HSP para cubrir todos los nuevos requerimien-

tos enunciados en el capitulo 3, pag. 31, y en el cual se detalla la manera en que esto
se hizo. En este apartado tenemos uno de los mejores aciertos de la tesis, se trata
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del modelo de colision descrito en la seccion 3.3, pag. 52. La solucién exacta de la
ecuacién diferencial (3.5), de la pdg. 52, resulto sencilla, 1til, elegante y eficiente, para
el manejo de la colision.

También se logré acelerar en cierta medida el proceso de simulacion, aunque no
era esto un requerimiento para la tesis, mediante el cambio de las ventanas de sua-
vizado (seccién 3.1, pdg. 32) y el uso de una estructura de datos para la biisqueda
eficiente de vecinos (seccién 2.1.3, pag. 16). La velocidad de simulacién es aceptable
para un equipo con un procesador y dos nicleos, es decir, sin usar paralelismo o GPUs.

Esto se afirma en base a las pruebas efectuadas, cuyos resultados se muestran en
la seccién 3.7. De las tablas de tiempos 3.5 (pag. 63) y 3.7 (pag. 65), observamos que
se logra una simulacion en tiempo real en el equipo utilizado, con 200 particulas. Si se
simula con 300 particulas, la simulacién se percibe como en cdmara lenta, a la mitad
de la velocidad real de las particulas, lo cual ya no resulta cémodo para interactuar
con la simulacién, por ser lenta.

De hecho, durante las pruebas con la aplicacion, se noté que se pudo interactuar
comodamente hasta un punto intermedio entre la velocidad real y la mitad de ella,
esto es, hasta una velocidad de simulacion de 0.65 veces la velocidad real. Esto ocurre
con alrededor de 250 particulas, con lo cual los 90 segundos de simulaciéon se efectiian
en 139 segundos de computo. En estas circunstancias, el efecto de camara lenta no
es tan pronunciado como en el caso de 300 particulas y por ello la interaccién es
relativamente menos incémoda.

5.1. Trabajo a futuro

Como sugerencias para desarrollar en el futuro tenemos las siguientes ideas:
= Optimizacion del simulador utilizando GPUs.

= Diseno de contenedores con formas diversas. Lo ideal seria modelar cualquier
forma, ya sea como malla de poligonos o con operaciones booleanas, y usarla
como contenedor.

» Implementacién eficiente del método de encajamiento de esferas (seccién 4.4,
pag. 76), utilizando GPUs.

= Diseno de un sensor que visualice graficamente un campo vectorial, ya que
en este trabajo el sensor visualiza tnicamente campos escalares (seccién 4.4.1,
pag. 78).

Durante el desarrollo de la tesis, identificamos algunas caracteristicas presentes en
otros trabajos, que seria 1util agregar a la aplicacion:
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» Simular la interaccién entre dos o mas fluidos distintos, como en [10].
» Simular objetos deformables como si fuesen fluidos, como en [8].

» Simular cambios de fase, es decir, fluido que se solidifica o sdlido que se derrite,
como en [9].

» Implementar un trazador de rayos eficiente en GPUs,; como en [41] o modifi-
car POVray para trazar superficies definidas por el campo escalar de Zhu y
Bridson [2].

» Utilizar dicho campo escalar en las implementaciones de esta tesis, las cuales se
describen en las secciones 4.3 (pag. 74) y 4.4, (pag. 76).
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Apéndice A
Integracion numérica: Leap Frog

En los simuladores usualmente se necesita resolver ecuaciones diferenciales ordina-
rias de segundo orden. Un ejemplo de ellas lo constituyen las ecuaciones de movimiento
de una particula p de masa m, dentro de un campo de fuerzas general f, de la forma:

d’p

dp
— =1 t
mdt2 ( )

Ea b,

Un método sencillo y ampliamente utilizado para integrar este tipo de ecuaciones
diferenciales, especialmente para sistemas dindmicos, es el denominado salto de rana
(leap frog). Consiste en aproximar la trayectoria de la particula p(t) en el espacio,
mediante pequenos segmentos de recta, siendo cada segmento el avance de la particula
de un punto p; = p(t;) al siguiente p;11 = p(t;41), a una cierta velocidad constante
durante un intervalo pequeno de tiempo 6t = t; .1 — t;.

La diferencia con otros métodos similares es que el valor de velocidad utilizado no
corresponde a la velocidad de la particula en el tiempo t;, es decir v; = v(¢;), sino
que se utiliza la velocidad en el tiempo ¢;, 1, esto es v, 1 = V(t,H_%).

Las ecuaciones del método son':

Pitv1 = Pit+ Vi+%57f
VH_l = V,_1 —+ az(;t
2 2

donde se requieren como condiciones iniciales los valores pg y v_1.
2

Notemos que normalmente los problemas de movimiento vienen con condiciones
iniciales pg y vo, por lo cual es necesario calcular la velocidad inicial Vo1 mediante
algin otro esquema de integracion, como por ejemplo el de Euler. Las sucesivas po-
siciones p; y velocidades v, 1 se van calculando a intervalos o saltos de longitud 6t,

pero las velocidades estan desfasadas un tiempo % respecto a las posiciones.

thttp:/ /en.wikipedia.org/wiki/Leapfrog_integration
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Al respecto del método de integracién salto de rana, es interesante mencionar un
comentario del libro [42] en la pdgina 192:

Parece obvio que un buen programa de simulacion requiere un buen al-
goritmo para integrar las ecuaciones en las cuales se fundamenta éste. A
primera vista uno puede pensar que la velocidad del algoritmo de integra-
cion numérica es de la mayor importancia, pero usualmente no es el caso,
ya que el tiempo empleado en integrar las ecuaciones de movimiento es
pequeno en comparacion con el tiempo necesario para buscar las particulas
nteractuantes.

También se menciona que el método tiene las siguientes propiedades:
= Reversibilidad temporal

= Conservacion de la energia

= Precisién para pasos de integracién grandes

El método es reversible en el tiempo, esto significa que uno puede avanzar la
particula k pasos hacia adelante, usando un cierto valor de dt, y luego es posible apli-
car otros k pasos hacia atras, usando ahora —dt y la particula regresara a su posicién
inicial.

Con conservacién de la energia nos estamos refiriendo a que la particula no gana o
pierde energia mientras se mueve en un campo de fuerzas conservativo, como ocurre
con otros métodos de integracién (por ejemplo el de Euler), que conservan la energia
durante periodos de tiempo cortos, pero no lo hacen a largo plazo.

La precisién® para pasos de tiempo grandes es importante en la reduccién del
calculo necesario para cada unidad de tiempo de simulacién.

2Se ha traducido el término accuracy (exactitud) como precisién, utilizando el hecho de que en
el Diccionario de la Real Academia Espanola se los puede considerar como sinénimos.
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Apéndice B
Método de descenso por gradiente

El método de descenso por gradiente (MDG) es un algoritmo de optimizacién
de primer orden', utilizado para encontrar un minimo local de una funcién escalar
f :R™ = R, para alguna dimension n.

Se basa en la observacién de que si la funcién f(x) estd definida y es derivable
en una vecindad del punto p, entonces el valor de f(x) se reduce mas rapido si uno
se desplaza a partir de p en la direccion del gradiente negativo de f en p, es decir,
V f(p). Entonces, si @ = p—aV f(p), para algin « suficientemente pequeno, se tiene

que f(q) < f(p).

El algoritmo consiste en tomar una aproximacién inicial pg, un candidato a ser
minimo local de f, y se calcula la sucesion:

P1,P2,P3, " , Pk

mediante la relacién de recurrencia:

Pi+1 = Pi — Oévf(Pi)

con lo cual tendremos:

fp1) > f(p2) > f(p3) > -+ > f(pk)

La relacién de recurrencia se aplica un nimero finito de veces k o hasta que se
cumple una condiciéon de paro, como por ejemplo, que la diferencia entre elementos
consecutivos de la sucesién, p; y pj+1, sea menor que algin valor € > 0 y suficien-
temente pequeno. Si se quiere encontrar un maximo local, basta con avanzar en la
direccion positiva del gradiente, en cuyo caso se le conoce como método de ascenso
por gradiente.

thttp://en.wikipedia.org/wiki/Gradient_descent
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