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N1LJH�HJTU«)KÉÈ)yËÊfL�N�e L�OGLJYGR�TUK P)YbN1T�V?PªP�NGTUs)KBP)HJT^«"KMe LQOZP)YGLJP)N�NGL�YZ[ªLd��LJH�OGpBP)eBP©e L
RXP)K L�YZP&HJI"K�NGHJT^LJK$OZL�IfT^K HJI"K�NGHJT^LJK$OZL�y z KÌLJN1OZPXN1LJHJH�TU«"KÌOZYZP*OÍP)Y1LJR�I"NaP)VUs"p�KBP)N
s)LJK L�YZP)V^TUeBP)e�LJN­e L�VUP©P)NGT^s"KBP)H�TU«"K�HJI"K N1HJT^LJK$OZL&`BP)YGPªV?Pfe�L�uBK T^HJT^«"K@P)e L�HJpBP)e P
e�LJV]P)V^s"I"YGTvOZR�I�e LWP)N1TUs"K P)HJT^«"K©e L�OÍP)Y1L\P)N�L�KÌL�VCH\P)` �vOZp V^I�Ê4y

{Ìp HÍ� I"N�R�I4e L�VUI"N�` P)YZPoV?PM`�YGI"s"YGP)RXP)HJT^«"Khe L©OÍP�YGL\P�N�L�K|VUPMHJI"R�` p�OZP*c
H�TU«"K�LJKM`BP�YZP)V^LJVUIX�BP)H�LJKoYGLd��LJY1LJK H�T?PªPfVUPXs"YG[�uBHJPªP)HJ�^HJV^TUH\P&e T^YGTUs)TUeBPqÎ�Ï�ÐaÑWÒ �
H�I"K H�LJ`�OGIXe L�NZP)Y1YGI"V^V?P)e�I�`ÄI"YrÓÔP�K KBP)Õ*P)ÕETUN_¯©}
P)`BP�e TUR�T^OGYGTUI)poÖØ×¤Ù�Ú�y

}
P)YGP­LJV�`�YGI"S V^LJRXPwnEp L�Y1LJ` Y1LJNGL�K$OÍP-V?PwR�TUK�TUR�TU�\P�HJTU«)K�e LrOZT^LJR�`ÄI)N
e L_L¨x1Ldc
H�p HJT^«"Kªe LwRXI�e L�VUI"NÛSBP)NGP)e I"NÔLJK©Ï�ÐaÑÜ`�p LJe LbLJK H�I"K$OZYZP�YGNGLbLJKqÝ"P)K N1LJK@Ö µ × Ú�y
Ð�e�LJRX[)N � Å�P)YGT^I"NqP)VUs)I"YGTvOZR�I"Nf� L�p YG�^N1OGTUHJI)Nq� P)KÞN1TUe IÉ` YGI)` p LJN®OZI"NÌHJI"R�ImVUI
N1I"KÞß-à�á=â ���G�)ã���ä*�æå6�ÍçB�G� à�â �9���¬è�� à �
�Uédã���� Î�Ï�ê4ë­ÒMÖíì¤î Ú �aïð�9�;�G�)�¬ñ âòà édã¨�d�
�9���
ó �9ã9ç|ô¤�*éÍõ ß-à�á=â ���G�)ã¾��ä*� Î�öt÷rø�Ï�ÒQÖËù�îBÚð¯ ñ��
�9ã¾���G� âòú�û �)ã�çqüÆ�9�Zédã ß-à�á=â ���G�)ã���ä*�
Î�÷_}Æý�Ï�Ò�Öí×¤ÙBÚ�y¤øðI�eBP)NwLJNGP)N­� L�p YG�^N1OZT^H\P)NwP)` V^TUHJP)K�PXp KM`BP)YGP)VUL�VUT^NGR�I�e L�s"YGP*c
K�IquBK�IÌH�I"K�p K²HJI)K I4H�TUR�TUL�KEOGI � á �
��ä*�d� e LJV�OGTUL�RX`=I�HJI"R�` p�OZP)HJT^I"KBP)Vð`BP)YZP
HJP)eBPhOÍP�YGL\P4y z N�e L�HJT^Y � P)N1TUs"KBP�HJTU«)KþHJI"K�NGHJT^LJK$OZL�ywÿ­OGYGIÉP)V^s"I"YGTvOZR�I�`BP�YZP�V?P
`�YGI"s"YGP)RXP)HJT^«"KMe LQOZP)YGLJP)N�LJN���à�â õ@ñÔä*��� à �B���G�)ã���ä*�@å6�ÍçB�G� à�â �9���©èW� à �
�Uédã¾���
Î���÷�ê�ëbÒÌÖ�����ÚanEp LÌOGI"RXP²L�KþHJI"K�NGTUe�LJYZP�HJTU«)K LJV�OGTULJR�`=I¬e LqHJI)RQp K T^H\P)H�TU«"K
L�K$OZYGLWV?P�NrOÍP)Y1L\P)N�y
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∑

j=0

m←→j



§
¨ ©�¨�ª�«�¬�­�®�ª�¯�¬�°�®�¯�±�®�«�¯�¬�² ®�³�² §S´

µ_¶A·�¸6¹Q¶Oº¥»�¼Kº¥» µ¾½9·¿ »OÀ�Á¥Âº¥ÃÅÄ
¶OÄ�Ã�Æ�ºÇMÈÊÉ ¹Ë¶�º¥»¼Kº¥»

µWÄ
·xÌ�º9Ä�¶�Í9Î�Á¥ÏÐ¶�ÀBÃ È ºAÑ�»ÇMÈ�É ¹Q¶Oº¥»�¼Kº¥»

Ò�Ó�Ô�Õ�Ö�×ÙØ�ÚdÛ�ÚtØ�Ú

Ü�Ý<Þ>Ü>ß ←→m k à m←→k á Ý<Þjâ3Ý áiã ßAÞ á8ä¥å ß á ß ãGæWç/æ Ü>Ý á�àpè ßAé æWê>æ Ü�Ý á�è ß á8ë ßAé ç8æWì9ä+ã ßAÞ ç ß
ë Ý è ß�â�Þ>Ý�Ü�Ý k íî ä é æ ßAÞ�Ü>Ý2ï>Þ ärä+ê>á�ç/è/ä éAé æWð ÞUñ ä é æ3ä ï>Þ�ß á8ë�ä é æ ÝréAÝ<Þ ç8æ Þ ï>Ý2Ü>ß æ Þ�òtÝ è8ãXä é æWð Þ
á ß ç8æ ß�Þ>ßjó ï>ß

cip ô â ä é ä Þ ç8æ Ü ä ÜZÜ>ß æ Þ�òtÝ è8ãXä é æWð Þvó ï>ßpß ãGæWç ß0é ä Ü ä Þ>Ý�Ü�ÝXß�Þ
ß�â æ Þ ç ß è
ì9ä âWÝ [t1, t2] ôöõ ß á{æ3÷ ï ä â ä�ø

cip =

∫ t2

t1

b(t)dt

á
æ ß�Þ>Ü>Ý b(t)
â3Ý á�ê à ç ß á ó ï>ß á ß ç8è/ä Þ á
ù ß è ßAÞ(ß�Þ�òtï>Þ>é æWð Þ�Ü>ß�â ç/æ ß ãGë Ý í9ú ßBÜ>Ý<Þ>Ü�ß

á ßmÜ>ß á
ë>è ß�Þ>Ü>ß�ó ï>ß
nb ô â ä é ä Þ ç/æ Ü ä ÜûÜ>ß ê-à ç ß á ó ï>ß æ Þ ç ß ÷<è/ä+è8ü Þ~ßAâ ÷<è8ä Þ>Ý

÷+è ï>ß á ÝGÜ>ß ã ß�Þ á/ä¥å ß á Ü�ßAâ�Þ>ÝbÜ>Ý i
ñ ä é æ3ä ßAâ�Þ>ÝbÜ>Ý

j ôýõ>á ß è8ü
nb =

∫ t2

t1

b(t, i, j)dt

Ü�Ý<Þ>Ü>ß
b(t, i, j)

ß á â ä òtï>Þ>é æWð Þ�Ü�ßAâ ç/æ ß ãGë Ý à â3Ý á Þ>ÝbÜ>Ý á Ü�ßfß ãGæ3á
æ3ð Þ à�è ß�þé�ß ë é æWð ÞZó ï>ßjÜ>ß ç ß è
ãXæ Þ ä âWÝ á@ê-à ç ß árç/è/ä Þ á òtß è8æ Ü�Ý á í�ÿ Þ�é�Ý<Þ á ßAéAï�ßAÞ>é æ�ä st ô â ä
á ï ãXäjç Ý ç/ä â�Ü>ßDâWÝ á�ã ßAÞ á8ä¥å ß á Ü>ß ÷<è8ä Þ>Ý ÷<è ï>ß á Ý ôýõ ß á�çIü�ë>è Ý ë Ý è é æ Ý<Þ ä Ü>Ý ë Ý è

st =

∫ n

0

∫ n

0

∫ t2

t1

b(t, i, j) dt di dj.

� ä+è8äDè ß á Ý<â ì ß è ßAâbÝ êbå ß ç8æWì Ý2ß�� ë ï>ß á
ç Ýpß�Þ�â ä{á ß�éAé æWð Þ�� í �Bß á ó ï>ßBß�â ë>è Ý�é�ß á ÝÜ�ß ä+á8æW÷ Þ ä é æ3ð ÞUÜ>ß çIä9è ß ä9á�á ß äyç8è/ä Þ á8ë�ä+è ßAÞ ç ß ë>ä+è/ä ß�â�ï á ï ä+è8æ Ý í9ú ß@Ý ç/è8ä òtÝ è
ãfä
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T
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∫ t

0

B(i, j, t)dt.
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P = {P1, P2, , . . .} {/|~}��6|���{T|O�[�9� yU�T� �X} y���z �T� �[y��p� T = {T1, T2, , . . .}
{/|+}��6|���{T|O����� y � z&�[yKz&���	�V��� � � }��6|���{T|O�[� ��� �6|q�	|T�#��� ����xgyKz

T (m) = {(T1, T2, . . . , Tm) | ∀i ≤ m : Ti ∈ T &

∀i, j ≤ m : i 6= j ⇒ Ti 6= Tj}
y�� }��6|���{T|O�[��� y^� � ����y }���� ��y�� � y �T� ��y | � ���6| m � y � z��[y�z�� �/� � �[��|O� z&�Sz~�	z��[y����xXyKz

P (m) = {(P1, P2, . . . , Pm) | ∀i ≤ m : Pi ∈ P &

∀i, j ≤ m : i 6= j ⇒ Pi 6= Pj}
y�� }��6|)��{T|O���q� yJ� � ���6y }���� ��y�� � y �T� ��y | � ����| m � y2�/� �X} y��[z �T� ��y�� �T� � ����|1�[� �z��	z&�[y����9xgyKz

A : T (m) → P (m),
−→
T 7→ A(

−→
T ) =

−→
P {T| z�� {T|T}����6|�� yz&� ����| z }����6|�� y � z&�[yKz&���xgyKz

τ0 : T× P→ R; (T, P ) 7→ t

�/�6|T� y t
y���y�� ��� y���� �2� y~y � y }�{T}����6|+� y T

y | P
��xgyKz

τm : T (m) × P (m) → R; (
−→
T ,
−→
P ) 7→ τm(

−→
T ,
−→
P ) =

m
∑

i=1

τ0(Ti, Pi).

� z��[z�y��Hy }��[� � � y |T��� z }�����|<� y�� } � � � � �[y�� � ���
−→
T • −→P := 〈−→T |−→P 〉 := τm(

−→
T ,
−→
P ).

xgyKz
Am � y |�{T| ��y |O�����T� z��T� � �[z }��[� � y�� }��6|���{T|O�[� � y�� � ��z�� �6� � ��� � � �

� y�z�� ���6| z }����6|q� y � z���yKz���� � z���z } z � z���¡ �[�g�T�J� y¢z�� ���6| z }�����| A ∈ Am; A :

T (m) → P (m) � y �T|T� � � �
τA
m : T (m) → R;

−→
T 7→ τA

m(
−→
T ) =

−→
T • A(

−→
T )

� � y��a£��_��y ��� y | y�y�� }�� � �[� �	z��[z¢�nz¢y � y }�{T}����6| � y��<z�� �6� � ��� � �W� y^z&� ����| z�¤
}����6| � σ : Am → R; A 7→ σ(A)

�
¥ ��| z&����y |O� y���y ��� y | y2y�� }�� � �[������� z��¦�	z��[z��nz y � y }�{T}����6|§� y��U� { � y����	z�� ��Tz ��� y��py���¨ { y��az � y~z�� ���6| z }����6|�� y � z���yKz�� A

�
υA : T (m) → R;

−→
T 7→ −→T • A(

−→
T ) + σ(A).



©�ª «eªg¬g­�®T¯�°g®	¬g±�²n°�­V³p¬q°<­�²n±�´<° µ/²u¶�´ ·[¸
¹�ºH»½¼	¾À¿�¾ÀÁ�¼ ÂUÃgÄ2ÅTÆ�Ç�Ä�È1ÉTÄJÉTÊÌË�Í�Î6Ï6Ð[Æ#Ñ�Ò�Ï

A : T (m) → P (m) Ä�Ó2¾u¼	ÔC¾ÖÕO×�Ø�ºÓ�Æ
∀−→T ∈ T (m)∀−→P ∈ P (m) : υA(

−→
T ) >

−→
T • −→P .¹�ºH»½¼	¾À¿�¾ÀÁ�¼ Â¦ÃgÄ¢ÅTÆ�Ç�Ä�È1ÉTÄ�ÉTÊ�Ë�Í�Î6Ï�Ð[Æ�Ñ[ÒaÏ

A : T (m) → P (m) Ä�Ó�ÔC¾ÖÕO×�Ø�º¢Ó[ÆÊ/Ï�Ä�Ó�Æ�ÊOÙgÆ�Ë�ÚTÍ�Ä�ÛTÜUÓ�ÅTÄ�Ç�Æ�Ð�Ý
∃−→T ∈ T (m), ∃P ∈ P (m) : υA(

−→
T ) ≤ −→T • −→P .

ÜUÍ@ÞTÄ�Ç]ÞTÏßÅTÄ§ÈXÉ/ÄÌÉ/ÊàË�Í�Î6Ï6Ð�Æ�Ñ�Ò�Ï
A

Ó�ÄKË�ÙXÆnË�ÚTÍ�Ä�ÊTÏáÈ1ÉTÆ�Ä�Ð[Ä§ÅTÄ�Ç�Æ�Ð�È1ÉTÄ§Ó�É
Ë&âTÍ�Æ�ÇKË�Ç�Æ�ã6Ê Ó�Ä�Ð[äJåÖËKÙ6Ï�Ð�Ë�ÚTÍ�Ä�æ/Ñ�Ë�ÊçÓ[Ï6Í�Ï2Æ�ÊTÅTÆ�ÇKË2È1ÉTÄWâTÉTÄ�ÅTÄ¢Ó�Ä�Ð�Í�ÏTÛ

ÃgÄKË
Im

Í�Ë2Æ�ÒaË�Î6Ä�Ê�Å/Ä
τm

Ý
Im =

{

r ∈ R|∃−→T ∈ T (m),
−→
P ∈ P (m) : r =

−→
T • −→P

}

.

Im ∈ R
Ä�Ó�èTÊTÆ�Ñ[ÏJéqÓ�ÉçåHÉ/ÊTÇ�Æ�ã6Ê+Ç�Ë�Ð�Ë&Ç�Ñ�Ä�Ð[ê�Ó�Ñ�Æ�ÇKË2ÏJÓ[É+âTÐ[Ï6Ú/Í�Ä�ÒaË�ÅTÄ~ÅTÄ�Ç�Æ#ë

Ó�Æ�ã6ÊaÇ�Ï6Ê/Í�Í�Ä�Ù&Ë~ÉTÊTË�Ç�Æ�Ä�Ð�Ñ�Ë¢Ç�Ï6Òaâ/Í�ÄRì�Æ�Å	Ë�Å<Û1í9Ê Ê1îTÒ�Ä�Ð[Ï¢Ð[Ä�Ë�Í
µ ∈ R

Ä�ÓSÉTÒ�Ú/Ð�Ë�Í
Å/Ä

A
Ó�Æ ∃r ∈ Im : µ ≤ r.¹�ºH»½¼	¾À¿�¾ÀÁ�¼ ÂHÃgÄ^ÅTÆ�Ç�ÄWÈ1ÉTÄ

A : T (m) → P (m) Ä�Ó µ− ×�ï	º�¼ ÕçðUÓ[Æ
∀−→T ∈ T (m) : υA(

−→
T ) < µ.

ñ+ÉTÇ]Þ	Ë�ÓaÄ�ÓòÑ�Ð�Ë�Ñ�Ä�Î�ÆnË�Ó2ÅTÄçË�Ó�Æ�Î6ÊTË�Ç�Æ�ã6Ê<æ¦Ë&ÉTÊTÈ1ÉTÄqÓ[Ä�Ë�ÊóÙXÆnË&ÚTÍ�Ä�Ó�æQÑ[Æ�Ä�Ê/Ä�ÊáÍnË
Ç�Ë�Ð�Ë&Ç�Ñ�Ä�Ð[ê�Ó�Ñ�Æ�ÇKËÌÅTÄ+Ñ[Ä�ÊTÄ�ÐYÉTÊôÉ/Ò�ÚTÐ�Ë&Í

µ
ÅTÄ�ÒaË�Ó�ÆnË�ÅTÏ4Ë�Í�Ñ[ÏõÇ�É	Ë�ÊTÅ/ÏöÓ[Ä÷Ë�âTÍ�Æøë

Ç�Ë�ÊßË�ÍnË�Ó�Ç�Ï6ÊTÅ/Æ�Ç�Æ�Ï6ÊTÄ�Ó�ÅTÄ�ÍnË&Ó�ÒaË�Í�Í�Ë�Ó¢Ä�Ó�Ñ�ä&Ñ�Æ�ÇKË�Ó¢ù�â	Ë�Ð�Ñ[Æ�Ç�ÉTÍnË�Ð�ÒaÄ�ÊOÑ�Ä�â	Ë�Ð�Ë
Ó�ÉTâ Ä�ÐWÇ�Ï6Ò�âTÉ/Ñ�Ë�ÅTÏ6Ð[Ë�Ó^ÅTÄJÒ�Ä�Ò�Ï6Ð[Æ�ËaÇ�Ï6ÒaâTË�Ð�Ñ[Æ�Å	ËYÏqÇ�îTÒ�ÉTÍ�Ï6Ó^ÅTÄ�ÅTÆ�Ç�Ë�ÅTÏ6Ó@ÅTÄ
Ä�Ó�Ñ�Ë�Ç�Æ�Ï6ÊTÄ�ÓSÅTÄVÑ�Ð[Ë�Ú	Ë)ì�Ï)ù Ä�ÓòÑ]Ë�âTÐ�Ä�Ò�Æ�Ó[Ë¢ÊTÏ�Ê/Ä�Ç�Ä�Ó�Ë�Ð�ÆnË�Ò�Ä�ÊOÑ[Ä@Ó[Ä@Ë�â/Í�Æ�Ç�Ë¢Ë�Í�Ë�Ó
ÒaË�Í�ÍnË�ÓMÅTÆ�Ê	ä�Ò�Æ�ÇKË&Ó�Û)ÜUÓ�Ñ[Ï@Ä�Ó¦â Ï6Ð[È1ÉTÄSÍ�Ï6ÓMÑ�Æ�Ä�Ò�â�Ï6Ó$ÅTÄ_Ä(ì�Ä�Ç�ÉTÇ�Æ�ã6Ê2ÅTÄ�â Ä�Ê/ÅTÄ�Ê2ÅTÄ
Í�Ï6Ó�Ð[Ä�Ç�ÉTÐ[Ó�Ï6Ó_Ç�Ï6Òaâ/É/Ñ]Ë�Ç�Æ�Ï6ÊTË�Í�Ä�Ó�Å/ÄVÍnËWÒaË�Í�Í�Ë/æ�é�Ä�ÓòÑ�Ï6ÓúÐ[Ä�Ç�ÉTÐ[Ó�Ï6Ó_Ä�Ó�Ñ]ä&Ê�ÅTÄ�è	Ê/Æ#ë
Å/Ï6ÓSâ Ï6ÐSÍ�Ë~åHÉTÊ/Ç�Æ�ã�ÊYÅTÄVÑ[Æ�Ä�Òaâ Ï

f(t) û ÊTÏ�Ê/Ä�Ç�Ä�Ó�Ë�Ð�ÆnË�Ò�Ä�ÊOÑ[ÄVÇ�Ï�Ê1Ñ[Æ�Ê1É	ËOü½ÅTÏ6ÊTÅ/Ä
R(i, t)

Ó�Ï6ÊçÍ�Ï6Ó_Ð�Ä�Ç�ÉTÐ[Ó�Ï6Ó�Ä�ÊçåHÉ/ÊTÇ�Æ�ã6ÊqÅTÄ�ÍpÑ�Æ�Ä�Ò�â�Ï¢é�Í�Ï6Ó-Ê/ÏgÅTÏ�Ó�Ý

f(t) =
i=n
∑

i=0

∫ t

0

R(i, t)dt

ÜUÊ+ÅTÆ�Ç]ÞTÏaÇKË�Ó�ÏTæ Ç�Ï6ÊOÙXÆ�Ä�ÊTÄ�ÅTÄ�Ñ�Ä�Ð[Ò�Æ�Ê	Ë�Ð�Ó�Æ$É/Ê	ËaÄ�Ó�Ñ�Ð[Ë&Ñ�Ä�Î6ÆnËJÅTÄ�Ë�Ó[Æ�Î6Ê	Ë�Ç�Æ�ã6ÊqÄ�Ó
ý Õ�Ô�þ�ÿ�ÕO×�Ø�ºWÏJÊTÏ/Û
ð��������	��

���������������

A
�	��
������������ �"!�#������$�%��&�����!���'��('�)*���+���

µ
!+���-,"'��

A
�	�

µ−
��'�� ����.



/�0 1�03234�5769835:23;=<>8=4@?�2A8%4�<>;=B%8DCE<GF=B H	I
J3K�L

A : T (m) → P (m) M7N LOK�P	QSR$LTQSK�UWV>LYX7KZL[P	V\U N L[]"V_^ N ] M LT`\a M V\K�RSLEb%cdL
e MEN ]"V_^ N −→T 7→ υA(

−→
T )

K�P M7N LgfTL[R$V\L[h7`\KiL[`\K"LTQSjWR	V>LkR	K�L[`lP$jWh7R	KAK"`m]"j N�n	M7N3o
Q$j

T (m)
bpJ-K�L

µA

P Mrq R	V\sZK"Rtsuj[suK N Q$j7vwK"PuX7K"]�V\R"vwP M K"P q K�RSL N7x LyjzfTL[`_jWR
q R$jWsZK"X7V_j

µA =
∑

r∈Im
rProb[υA = r]

bwc{L|K"P QSRSL�QSK"U[V>L
A ∈ Am

P	KOXEV o
]�K}P$K"R�~��[�[���	���"�\�|P	V q L[R$L�] M L[`_a M V\K"RYK�P	Q$RSLTQ$K"UWV\L�X7K�L[P$V_U N L[]�V\^ N L[`_K�LTQ$jWR$V\L
A : T (m) → P (m) � L�]�LTX:L�Q
L[R	K�L�� L[]�Q M LT`��
v

A
`\K�LTP$V\U N L M7N jtX7K�] M LT`\a M V\K�RSL

XEK�`_jWP q R	j3]�K"PSLTX7jWR$K�P�XEV\P q j N V_h7`\K�P
��vEP$K�Q$V\K N K µA ≤ µA

b
� P Q
L N j3]�V\^ N X7KOP$K�R�e�L�f[jWRSLTh7`\KAX7K q K N X7KOX7K"` q R	V\sZK"R�sZjWsuK N QSj}X7KA`>L

fTL[R	V>L[hE`\K�L[`\K"LTQSj[R$V>L
υA � N j-]"V_j N K�P@P$V_suV_`>L[R	K"PmR	K"P M `_Q
L N ] M L N X7jiP	K�]"j N P$V_X7K o

R$L N jTQSR$j[P q LTRS�[sZK�Q$R$jWPdK"P Q
L[X7�_P	Q$V\]"j[P"b��@P	��v�K N f[K x XEK"` q R$jWsZK"XEV\j
µA

P$K qEM K"X7K
]�j N P	V\X7K�RSL[R�`\LlsuK�X7V>L N L

MA = min
{

r0|
∑

r∈Im,r≥r0
Prob [υA = r] ≥ 2−1

} b
� N `>Lt]"j N P QSR M ]"]�V\^ N XEK"`�����JDv9`\LZ]�jWs qEM Q
L[XEjWRSL q L[R$L[`\K�`>L�]"j N e�jWR$suL[X:L

q jWR�`>Lts LT`\`>L�XEV N �[sZV\]"L�P$K�]�j N QSK"s q `\LZh:L n j K"`dsZj3X7K�`\ju¡mJE¢r]�j N ]"j N P$V_X7K o
R$L[]"V_j N K�P£X7Km]"jWP QSj q L[R$L(`>L(`>L�QSK N ]"V>L � K"`¤L N ]
¥7j�X7K¦h:L N X:L3b � N K�P	QSK¦sZj3XEK"`\jEv
`\LiK n K�] M ]�V\^ N X7K"` q R$jWUWR$L[suLiP$KtX7V_f-V_X7K�K N�M7N LAP$K�R$V\K�P	K"] M K N ]�V>L[`wX7KtP M7q K�R o
q L[P$jWP�bEc�jWP*¥7V\`_jWP q L[R$L[`\K�`\jWPwK"P Q
� N ]"j N QSK N V\XEjWPlX7K N QSR$j�X7K@K�P	QSj[PlP MEq K�R q L[P	jWP"b
¢�L[RSL�V N ]"R	K"sZK N Q
L[R£K�`7R$K N X7V_suV_K N QSj�X7K M7N L�]�jWs q7M Q
LTX7jWRSL(a M K¦P	K�]�jWs q jWR Q
L
h7L n jYK"P Q
LiK"P q K�]"V�§:]�L[]�V\^ N X7K�sZj3X7K�`\j7v¤K�`�QSV_K"s q j q L[R$L `>LuQ$K"R	suV N L[]"V_^ N X7K"`
P M7q K"R q L[P$jZX7K"hDK�P$K"R¦R	K"X M ]�V\X:L3b

¨�©_ª%©�«:© ¬�­m®y¯�°�±�²{±�²{³�´7µ�¶�·D¸{´:¹�¶�º9¸»´:­�³�´E°�±¤¼�¶�´%©(½ P QSK�K"P(K�`�K�P$a M K o
suLusu�[P�]"jWs�¾ Ngq L[R$L L[P	V\U N L[R MEN LuQ
LTR$K�LuL M7Ngq R$j-]"K"P$L[X7jWR�R$K�suj[Q$j7b9¿lj N3o
P	V\P QSKYK N L[P	V\U N LTR�X7KYsuL N K"R$L}L[`\K"LTQSjWR	V>LO`>LkQ
LTR$K�L|L|] M L[`\a M V_K"R q R	j3]�K"P$L[X7jWR
XEV\P q j N V_h7`\KTbEÀ N L�fWK N QSL n LtX7K�K"P QSK�suÁ�QSj-X7j�X7K�L[P	V\U N L[]"V_^ N K"Pma M K N jtP$K�R	K o
a M V_K"R	K(V N e�j[R$suL[]"V_^ N XEK"`=K�P	QSL[X7jtX7K(`_jWP q R	j3]�K"P$L[X7jWR	K"PmR$K�sujTQSjWP N V=X7K�`%]"j[P	QSj
K N `\L[P�]"jWs M7N V\]"L[]"V_j N K�P"b � `wsuÁ�QSj-X7jAP$KuL[X:L q QSLOsZK n j[R�LO`\L[P�s LT`\`>LTP(K"P Q
� o
Q$V\]"L[P�X7j N XEKtQSL N QSjO`>Li]�j N §:U M RSL[]�V\^ N X7Kt`>LiR	K"X�]"jWsZjAX7Kt`\jWP@R$K"] M R$P	jWP�X7K"`
q R$j-]"K"P$L[X7jWR¦R	K"sZj[QSj�P	K�K N ] M K N QSRSL N `\V_P	QSL[X7jWPpK NÂMEN LZ`_j3]"L[`\V x L[]�V\^ N ]"K N Q$RSL[`�b

� P QSK*suÁ�QSj-X7j qEM K"X7K*R$K�P M `�Q
L[R{]"j N Q$RSL q R$j-X M ]"K N QSKp]�j N suL[`\`\L[P%X7V N �[sZV\]"L[P
q jWR�X7jWP�R$L x j N K"P"b�cdL q R$V\sZK"R$LÂK�P�a M KYK"` q R$j-]"K�PSL[X7j[R�R$K"sZj[Q$jka M KYR$K�]"V_h9K
MEN LiQ
L[R	K�L q7M K�X7K N jYQSK N K"R�P M §:]�V\K N Q$K"P�R$K�] M R	P$jWP�X7K�sZK"sZjWR$V\L � q jWR@K N X7K
XEK"hDK"RS�(R	K"]
¥:L x L[R£`\L�Q
L[R	K�LEb � N ]�j N P	K"] M K N ]�V>L�`>L(LTP$V\U N L[]"V_^ N e�LT`\`>L � XEK"hDKmP$K"R
V N QSK N QSL[X:LYX7K N�M K�fTLA] M K N Q
LEb{c{LYP$K�U M7N X:LARSL x ^ N K"P�a M KZL[s�h7L[P@fTL[R$V\L[h7`_K"P



Ã�Ä Å�Ä3Æ3Ç�È7É9Ê3È:Æ3Ë=Ì>Ê=Ç@Í�ÆAÊ%Ç�Ì>Ë=Î%ÊDÏEÌGÐ=Î Ñ	Ò
ÓÕÔ"Ö¦×"Ø[Ù	ÚSØzÔ"ÛÜÖ>Ý[Ùt×"Ø[Þ�ß7Û7à_×�Ý[×�à\ØWÛ7Ô�Ù�á�Ö\ØWÙtâ$Ô�×"ß7â	Ù$ØWÙuÔ"ÛÜÛ7Ø3ãEØWÙuâ	Ô"ÞZØ[ÚSØ[Ù�Ó
Ù	ØWÛkäTÝ[â	à>Ý[å7Ö_Ô"Ù¦Ô"Ûkß7Û:Ý ÞuÝ[Ö\Ö\Ý�ã7à\Û:æTÞuà_×�Ý�áOç9ØWâ�Ô"ÛEã7Ô�Ô"Ù�à\ÞZç7â$Ø[å:Ý[å7Ö_Ô�è�ß7Ô�Ö>Ý
ÝTÙ$à\é[Û:Ý[×"à_êWÛYØWçEÚ$à\ÞZà\×�Ô@Ö\Ø[Ùmâ$Ô"×�ß7â$Ù	ØWÙ�ã7à\Ù	ç9ØWÛEà\å7Ö_Ô"ÙpÔ�ÛkÖ>Ý�â	Ô"ã%ë

ì ÛyÔ"ÖwÞuí�ÚSØ-ã7ØOã7ÔiÝ[Ù	à\éWÛ7Ý[×"à_êWÛ�Ý[Ö\Ô"ÝTÚSØWâ	à>ÝYÙ$ÔZÚSà_Ô"Û7Ôtè�ß7Ô Ö_ØWÙ�ÚSà\Ô�ÞuçDØWÙ�ã7Ô
Ôïî	Ô"×�ß7×"à_êWÛzãEÔZÖ\Ý[Ù@ÚSÝ[â$Ô"Ý[Ù�Ô"Û�ç:Ý[âSÝTÖ\Ô"Ö_ØiÔ"Ù Ú
æAå7à\Ô�Û}â$Ô"çEâ$Ô"Ù	Ô"Û�Ú
ÝTã7ØkçDØWâ�Ù$ß�ç7â	à�ð
ÞZÔ"â*ÞuØ[ÞuÔ�Û�Ú$Ø µA

ç9ØWâ*Ö\Ø�è�ß7Ô�ßEÛ:Ý�Ô"Ù ÚSâSÝ�ÚSÔ"é[à>Ý�ã7Ô�ÝTÙ$à\é[Û:Ý[×"à_êWÛ è�ß7Ô�çEâ$Ø-ã7ß7×"Ô
ÞZÔ"ÛEØWâ$Ô�ÙlÚSà_Ô"ÞZç9ØWÙ*ã7Ô�Ô�î	Ô�×"ß7×�à\êWÛYÔ�ÛYÖ>Ý[Ù*Ú
Ý[â	Ô�Ý[Ù�ñ7Ý[ß7Û7Ý[ã7ØtÝ[ÖDÚSà\Ô�ÞuçDØ�ãEÔ�Ý[Ù$à_éTð
Û7Ý[×"à_êWÛ%ñ7ç7ßEÔ"ã7Ô�×"ØWÛEÙ$à\ãEÔ"âSÝTâ$Ù$Ô�×�ØWÞuØtß7Û7ÝtÔ�Ù	Ú$âSÝTÚ$Ô"éWà\Ý�ò�Ý�ä[ØWâSÝ[åEÖ\Ô[ë

ó�ô_õ%ô_õ%ô öø÷�÷:ù"ú�ûDü{÷:ý�ú�þDüÕÿ�����÷������-ù	�
�-ý��
� ÷Üý�ú�ý����9ùuý�����������÷:ý�ú����
ü{÷����-ù[ô�� Ù	ÚSÔøÙ$Ôø×�ÝTâSÝ[×�ÚSÔ"â	à��"Ý¦çDØWâ�ÚSÔ�Û7Ô"â{×�ØWÞuØ�ç7â	à\Û7×�à\ç:Ý[Ö�ò�Ý[×�Ú$ØWâdÝmÖ>Ým×�Ý[Û�Ú$à\ã:Ý[ã
ãEÔ�×�à\×"Ö_ØWÙwã7Ô�×"ØWÞZç7ßEÚSÝ[×"à_êWÛuÙ	à\ÛZßEÚSà_Ö\à���Ý[â�çDØWâøß7Û7à_ã:Ý[ãZã7Ô�Ú$à\Ô�ÞuçDØ�ã7à\Ù	ç9ØWÛEà\å7Ö_Ô"Ù
Ô�ÛyÔ�Ö£Û7Ø3ãEØÂâ	Ô"ÞZØ[ÚSØ��! �"�ë$# ÝTâSÝAÖ>ÝYã7à\Ù ÚSâ	à\å7ß7×�à\êWÛ|ãEÔ n Ú
ÝTâ$Ô�ÝTÙ�ç7Ý[âSÝ[Ö_Ô"Ö\Ý[Ù"ñ%Ö\Ý[Ù
×�ØWÞZç7ßEÚ
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í>ï�õtí3�O��ú�û¨ü�ûwü�í�îwð�ú�ûC�£ü�ó�ó/ûwõQP/ô¿óSRwó	ö/ü7õtí�ô7ø�ú�ò7îYú�ù�îYí�ñzí�ûT�£ü�óQîYó%�£ü�ð�ó/îoí�ôÀø�ó
ñ&ü�öBA�úTI²ì�@U#¨ò�ú·öfí*ð�ô�õYó	îoí>ö	ö	ð�÷�ô�ø�ó@ó	ô�õoîYí�ø�í0V)ûoí�ï�ð�ø�í*ñ?ó	ø�ð�í�ô�õoó¯ø�ð�ûYò�ú�ûYð1õoðW
�ú
ø7ó¨ð�ô�õoó/îYö	ú�ô�ó�X,ð�÷�ôxö	ú�ôxï�í^ð�ô�õoó/î���í�ûwóCA£ü�ñ^í>ô�íZY�ó/ï�õoó/ö	ï�í�ø�ú�ýKòKú�îPó[Rwó	ñ?ò�ï�úF\Cý�#



]�^ ]_^�`ba/c3d�e�a/eFfhg	ikj�`bl�fnmhe3d'i�d�o.p�q!`?g�arp sQt
uFv�wyx�wSz|{�}Q~����k�3�%�	�C�8���8���	�Cx�w��8�	�D��v��Q{��8���	��x��?���!�����?����w8�%�Ow8���B{�}|~���x��?���Q}|���
��v��?x����,{D���C�b{�}��	�Cx�w:�b{��r��}|�?���b{���x�w:�b{Cx������|}|�?��v��8���	��x�w6�H{�v��|�%�

� {+�����|�?��{r��{�}��b{����?w�{+��w8}�{��|�?����{�x�{-�|w�}�w%��w%}|wr{+�b{,�J{��0�Q��x�{�x6x�w/}|w%�8v�}��|�	�
x�wH�Dw8�D�	}��b{6x��?�|�k�	�������?w%�/w8�y�J{�x�{C�8�	�D��v��Q{�x��	}|{��������Q{'��{�}��b{����?w,���b{5�%v�{��
w%�T����x�w8�kw8��x��?w%�F�|w�x�w$�?���H�%�?�%�?�	�:�8������v3�B{��%�?�	��{��?w8�:x����|�k�	�������?w%�[� w8�6��~����W�
�8{��Dw8�0�Qw-�b{:�J{��0�|�?x�{�xDx�w+��w%���	}��b{)�4�?}��Qv�{���u4v�w)w8���B{H�8�	�D��v��Q{�x��	}|{H}�w8�D���B{
��v�w8x�w:{��|�?����{�}/{6v���{T�B{�}|wJ{6}|w8�D���Q{T�|���>�?���%v�}|}��?}�w8����}��	���?w%�${���x�w;��v�����}� 
��{Nz|{�}/x�{K�Q�	�/x�w8��¡�¢�£�¤¥x�w)x��?���8����¦)w8����x��'{5uFv�w;�8{�x�{T�B{�}|wJ{C{6�|w8},{��|�?����{�x�{
�|�?w%��w§v���{¨�8{��0�Q��x�{�x���}�w8x�w��Qw8}�������{�x�{¨x�w§}|w%�8v�}��|�	��x�w§�Dw8�D�	}��b{©��w8�8w%�Q{K�
}��?�	�)��{�}Q{>��vªw[z�w8�%v��8���	�h�hw%���Q{���{�}��b{����?wT��w8}|~�v3�Q�?���?«8{�x�{���{�}Q{>x�w��Qw%}|�D�?��{�}+�|�
v���{T�B{�}�wJ{Tw%����{�}��Q�?�%v��b{�}���v�w8x�w¬��w8}r{����?�	��{�x�{5{Tv�����}|�4�8w%�Q{�x���}/}|w%�����|�Tw%�
w%�|�kw8�%­����%�y������� � {>�${J ��	}|­?{>x�wC�b{��){������?�J{��8�?����w8�){��%�|v�{��?w%�¬��{�}|{>w8��v���v�{K�
}��?�Dx�w5w%�|�8}����|�	}|���C�U�B{���w8�-�8�	�D�$�%�	}|}�w8�$w%�?w%�%�Q}��	�����8������}��3�%w8�Q{�x��	})x�w6�Qw_®4�Q���
��{¯��w8�0{�x��	}|w%�;x�w6°S�F�|w8}���w%�[� �|v�w8�?w%�§�|w%};{��8{���{�}|{�x��	}�w8�-x�wT�?{D�Dw8�D�	}��b{���w%���
�kw8�%�b{�����w%�0�Qw-�8�	���8{�x�{5�Fv�w%��{T��w8}|���?�	���������Q�Cx�w%�Qw%}|�D�?��{HuFv�w¬w8�!�4����w%}|�5x�w
��~�uFv�����{��:�8�	�¨{����Q{yx����|�k�	�������?���?x�{�xGx�w$�Dw8�D�	}|�?{���{�}Q{���}��3�%w8�|���5}|w%�����|�	�
�|w8��x�w8}Q~D{Cw8���B{�}-{'�?�C�b{�}|�	�Cx�w:�?{��r�	}|���?�?{���x�wH�?{Cx��?���Q}|����v��%�?�	��x�w6�:{�v����8�

± �	}�w%��x�w,w8���kw8}�������w8��w%}Q{���x�wr�b{;��~�uFv��?��{-�Q­?���?�J{+x�wr�b{)��{����b{,x��?��~������J{
x�w¬�8�	�D��v��Q{�x��	}|{���x�w¬w%�|�%}|���|�	}|���T��w8}Q~Cx�w)v���{����|�5­?��x��?�%w)x�w¬�%�?�8���	��x��?�|�k�	�����
���?w8�- Gx�w5��{Nz|{$�8{��0�Q��x�{�x§x�wT��w%���	}��b{'�?����}|w�� ± {�}Q{>��w8��w%}Q{�}+w8���|�	�;��{��?��}|w8�%�
v���{Cx��?���Q}|����v��%�?�	��x�w6�:{�v����r�|w:x����4��x�w¬w8��v��y�F����w%}|�'x�w:��v��0�|�	�,u4v�wH�%�	�3�
�%v�w8}�x�{§�8���¨�b{��J{��0�|�?x�{�x²x�w$�%�	����v��B{�x��	}Q{��Hw8�=�?{y��{����b{��.���0�Q�����8w%�C�J{�x�{
��v��0�Q�¨x�wG�b{��Dx��?���Q}��?��v��%�?�	��w8�Dx�wZ�:{�v����$�|w§{��|���	��{ªx�w§��{���w8}|{²{���wJ{��|�	}|�?{
{yv���{y�8�	�D��v��Q{�x��	}|{y}�w8�D���B{�w8�©w8�|�kw8�%­����%��� � {¥{��|���	��{��%�?�	�ªx�w��J{�x�{¥v���{
x�wT�b{��+x������|}|�?��v��8���	��w8�-w8�)�?��x�w%�!w%��x���w8�0�Qw6x�w5�b{��+���|}Q{��%�!�%�	�D����w5��w%���8���	��{
{�}|}|����{��

� {/�|w8}|�%w8}|{,��{�}��b{�����wOuFv�w��J{�}Q{����Qw8}��?«8{-{/�?{/�${��?�b{�x�w�w8���8}|�W�Q�	}��?�/w%�³w8�0�8�����Q�
x�w��b{/�8���5v������J{��%�?�	�;w%�0�Q}|w�w%�	��}|�4�8w%�Q{�x��	}.}|w%�����|�/ ;w%�	��}|�4�8w%�Q{�x��	}.x��	��x�w��?{��
�Q{�}|w8{��O��w��	w%��w8}|{��h��´��	�D�)�b{,��{¯ ��	}|­?{-x�w��?���µv���v�{�}��?�	�����;w%���B{�}Q~��5��v�����w8��x��
����{¯z|{���x��y{�}��B¶������	�:�b{>��{¯ ��	}¬��{�}��QwCx�w%���Q��w8�D�!���!�b{��)�8�	�D��v��Q{�x��	}|{��¬�8�	�
{����Q�C�%�	���|��w%���Q{�}Q~��¥{C�?�C�?{�}|�	�Cx�wH�?{��r�	}��?�?�?{���x�wH�?{5x��?���Q}��?��v��%�?�	��x�w5�:{�v����8�
� {¨{��|�?����{��8���	�·x�w§�8�	���Q�=��w§¶�{��%w§x�w§�?{²�����|��{ª¸¹��}|��{©w8��uFv�wZ��{�}Q{²�?{��
��}|�?�Dw8}|{��/x����,��{�}��b{����?w8�%�



º�» º_»�¼b½/¾3¿�À�½/ÀFÁhÂ	ÃkÄ�¼bÅ�ÁnÆhÀ3¿'Ã�¿�Ç.È�É!¼?Â�½rÈ Ê|º
ËOÌ?Í�Î�Ï?ÐDÑ8Í0ÒQÑ�Ó�Ñ%Ï�Ô�Ì?Õ|Ñ%Ö�×§ÒQØ|Î�ÒBÎyÙ8×	Í²ÏbÎ�ÕHÚ�Î�Ø|ÌbÎ�Û�Ï?Ñ%Õ6ÜFÝ�Ñ>Ù8Î�ØQÎ�Ù%ÒQÑ%Ø|Ì�ÞJÎ�Í¨Ï?Î�Õ

ÒQÎ�Ø|Ñ8Î�Õ�Ø�Ñ8ÐD×�ÒBÎ�Õ�Î;Õ|Ñ8Ø�Î�Õ|Ì?ß�Í�Î�Ô�Î�Õ%à	á/Î�Ô�Î;Ý�Í�Î¬Ô�Ñ/Ñ%Õ�ÒQÎ�Õ�ÒBÎ�Ø�ÑJÎ�Õ�Ò|Ñ8Í�Ô�ØQâ;Ù8Ì�Ñ8Ø�ÒQ×	Õ
Ø�Ñ8ÜFÝ�Ñ%Ø|Ì?ÐDÌ?Ñ%Í0ÒQ×	Õ�Ô�Ñ,ÐDÑ8ÐD×	Ø|Ì?Î+ã5Ù%×	Õ�Ò|×6Ù%×	ÐDä�Ý�ÒBÎ�Ù8Ì?×�Í�Î�Ï1àKå)ÐTÛ�Î�Õ�Ô�ÑrÑ8Õ�ÒBÎ�Õ�Ú�ÎKæ
Ø�ÌbÎ�Û�Ï?Ñ8Õ�Õ�Ñ)×	Û�Ò|Ì?Ñ%Í�Ñ8Í�Ô�Ñ)Ý�Í�Î6Ô�Ì�Õ�ÒQØ�Ì?Û�Ý�Ù8Ì?ç�Í�Ô�Ñ)è:Î�Ý�Õ|Õ�Ñ8Í>Ï?ÎHÐ�Î�Í�Ñ%ØQÎ:Ô�Ñ8Õ�Ù8Ø�Ì�ÒBÎ
Î�Ø|Ø|Ì�Û�Î�à�é.×	Õ+Ø|Ñ8ÜFÝ�Ñ%Ø|Ì�Ð�Ì�Ñ8Í0ÒQ×	Õ-Ô�Ñ6Ð�Ñ%Ð�×	Ø�ÌbÎCÔ�Ñ5Ù8Î�Ô�Î'ÒBÎ�Ø�ÑJÎ$Ô�Ñ%Û!Ñ%Í§Õ|Ñ%Ø)Ù%×	Í�×�æ
Ù%Ì?Ô�×�Õ6Ô�Ñ$Î�Í0ÒQÑ%Ð$Î�Í�×Gäk×	Ø�ê�ë�ì�í�î%ë4ï1ð�ñyÐDÑ8Ù8Î�Í�Ì�Õ|ÐD×¥Ô�Ñ$Î�Õ|Ì�ß	Í�Î�Ù%Ì?ç	ÍnÔ�ÑDÒBÎ�Ø�ÑJÎ�Õ
ÜFÝ�ÑCÑ�Ú4Ì�ÒQÑ6Ñ8Ï�ä�Ø|×	Û�Ï�Ñ8Ð�Î�Ô�ÑTÏ?×	Õ+Ø|Ñ8ÙBò�Î�Þ8×	Õ%à.ó�ÏOÙ%×	Õ�Ò|×�Ù8×	ÐDä�Ý�ÒQÎ�Ù8Ì�×	Í�Î�ÏôÓ�ä!×	Ø)Ñ8Ï
×�ÒQØ|×DÏbÎ�Ô�×�Ó�Ñ8Õ+ß	Ñ8Í�Ñ8ØQÎ�Ï?ÐDÑ8Í0ÒQÑHÝ�Í�Î'Ú�Î�Ø|ÌbÎ�Û�Ï?Ñ¬Ô�Ñ%Õ|Ù%×	Í�×4Ù8Ì?Ô�Î�àkõµ×	Ø-Ñ8Õ�ÒQ×>ö�ÏWÒQÌ�Ð�×�Ó
Ñ%Ï.Õ|Ì�Ð5Ý�ÏbÎ�Ô�×	Ø/Í�×Dò�Î�Ù%Ñ6Ñ%Õ�ÒQÎDÚ�Î�Ø|Ì?Î�Û�Ï�Ñ;Ù8×	Í�×3Ù%Ì?Ô�Î'Î'Ù8Ý�Î�Ï�ÜFÝ�Ì?Ñ%ØQÎCÔ�Ñ:Ï?×	Õ,Ñ%Õ|ÜFÝ�Ñ�æ
Ð�Î�Õ-Ô�×	Í�Ô�Ñ5Õ|Ñ6Ñ%Ú�Î�Ï?ö�Î�Ñ8Ï�Ø|Ñ%Í�Ô�Ì�Ð�Ì�Ñ8Í0ÒQ×�à�÷-×>×	Û�Õ�ÒBÎ�Í0Ò|Ñ�Ó�Ñ%Õ�Ò|×>Õ|Ñ6Ý�ÒQÌ�Ï?Ì?Þ8ÎCä�Î�ØQÎ
ÒQÎ�Û�Ý�Ï?Î�Ø�ÒQ×4Ô�Î�Õ�ÏbÎ�Õ�Ù8×	Ð5Û�Ì?Í�Î�Ù%Ì?×	Í�Ñ8Õ�ÒBÎ�Ø�ÑJÎ0øKä�Ø|×4Ù8Ñ%ÕQÎ�Ô�×�Ø�ä�Î�ØQÎ:×	Û�Ò|Ñ8Í�Ñ%Ø�Ý�Í�Ð�ù�æ
Í�Ì?ÐD×�Î�Û�Õ|×	Ï�Ý�ÒQ×�à�ó�Õ�ÒBÎDÑ%Ú�Î�Ï�Ý�Î�Ù8Ì�ç	Í�Ñ8Õ-ÏbÎ'ä�Î�Ø�ÒQÑ:ÜFÝ�Ñ6Ø�Ñ8ÜFÝ�Ì�Ñ8Ø|ÑHÐ�â�Õ,ä!×4Ô�Ñ8Ø,Ô�Ñ
Ù%ç	ÐDä�Ý�ÒQ×'Ù%×	Í¥Ø�Ñ8Õ�ä!Ñ%Ù%ÒQ×�Î�Ï.Õ�Ì?Ð5Ý�Ï?Î�Ô�×	Ø%Ó3Ù%×	ÐD×DÕ�Ñ:Ô�Ñ8Õ�Ù8Ø|Ì�Û!ÑHÎ�Û�ÎNú�×�à

á�×	Í�Õ|Ì�Ô�Ñ8Ø|Î�Í�Ô�×+ÜFÝ�Ñ�Ñ%Ï4Õ�Ì?Ð5Ý�ÏbÎ�Ô�×�Ø.Ñ8Õ�ÒQâ+Ô�Ì�Õ|Ñ%Ö�Î�Ô�×+ä�Î�ØQÎ,Ñ%Ú�Î�Ï�Ý�Î�Ø³Ý�Í�Î-Ù8×	ÐCæ
ä�Ý�ÒBÎ�Ô�×	ØQÎTä�Î�ØQÎ�Ï�Ñ8Ï?ÎTÎ�Ù�ÒQÝ�Î�Í�Ô�×CÛ�ÎNú�×5Ñ%ÏhÐD×3Ô�Ñ%Ï?×6ûrü�õ�Ó�Ñ8Ï!Ð�ù�Í�Ì?ÐD×:Ñ8ÕrÏbÎHÙ8×	ÐCæ
Û�Ì?Í�Î�Ù%Ì?ç	ÍCÔ�ÑrÏbÎ�Õ�ÒQÎ�Ø|Ñ8Î�Õ�Î¬ä�Ø|×4Ù8Ñ%ÕQÎ�Ô�×�Ø|Ñ8Õ�Ñ%Í�Ñ%Ï�Ù8Ý�Î�Ï�Ñ8Ï�Ò|Ì?Ñ8ÐDäk×¬Ð$âKý3Ì�Ð�×+ä�Î�ØQÎ
Ò|×3Ô�Î�ÕrÏbÎ�ÕrØ�Ñ8Õ�×	Ï?Ý�Ù%Ì?×	Í�Ñ8Õ,Ô�Ñ¬ÒBÎ�Ø�ÑJÎCÑ8Õ,Ï?Î'Ð�â�ÕräkÑ8ÜFÝ�Ñ%Ö�Î�à�ó�Í¥×�ÒQØQÎ�Õ-ä�Î�ÏbÎ�Û�ØQÎ�Õ%þ

ü3ÑJÎ
P = {p1, p2, . . . , pn},

Ñ%Ï!Ù%×	ÍKú�Ý�Í0ÒQ×6Ô�Ñ-ä�Ø|×4Ù8Ñ%ÕQÎ�Ô�×�Ø|Ñ8Õ�ÜFÝ�Ñ)ò�ÎJã'Ñ%Í$ÏbÎ
Ð�Î�Ï�ÏbÎ�Ó�ã

T = {t1, t2, . . . , tm}.
Ñ8ÏFÙ8×�ÍKú�Ý�Í0ÒQ×+Ô�Ñ�ÒQÎ�Ø|Ñ8Î�Õ�Î-Õ�Ñ8ØµØ|Ñ8Õ�Ý�Ñ8ÏWÒBÎ�Õ�Ñ8Í6ä�ÎKæ

Ø|Î�Ï?Ñ%Ï?×CÔ�Ñ%Í0ÒQØ|×�Ô�Ñ8Ï³Õ�Ý�ä!Ñ%Ø|ä�Î�Õ|×�àkÿ;Î�Ô�×�ÜFÝ�ÑHÒQØQÎKÒBÎ�ÐD×	ÕrÙ8×�Í¥Ð�Î�Ï?Ï?Î�Õ/Ô�Ì�Í�â�ÐDÌ?Ù8Î�Õ
Ô�Ñ6ß	Ø|Î�Í�ÒBÎ�Ð�Î�Ö�×'ÜFÝ�ÑHÕ|Ñ8Ø|â�ÍGÝ3ÒQÌ?Ï�Ì?Þ8Î�Ô�Î�Õ/ä�Î�ØQÎ'Ñ[ú�Ñ%Ù8Ý�ÒQÎ�Ø-ÒQÎ�Ø|Ñ8Î�Õ-ä�Î�ØQÎ�Ï?Ñ8Ï?Î�Õ/Ô�Ñ
Ý�ÍyÕ�Ý�äkÑ8Ø|ä�Î�Õ|×�ûrü�õ�Ï?Ì?ÐDÌ�ÒQÎ�Ô�Î�Õ�äk×	Ø/ÏbÎCé.Ñ�ã>Ô�Ñ:å)ÐDÔ�Î�ò�Ï1Ó4ä!×4Ô�Ñ8ÐD×	Õ/Õ�Ý�äk×	Í�Ñ8Ø
ÜFÝ�Ñ

m ≤ n.
ó�ÍFÒ|×	Í�Ù%Ñ8Õ8Ó�ä�Î�ØQÎTÒ|×3Ô�Î

t ∈ T
ãDÒQ×4Ô�Î

p ∈ P
Ó3Ñ_ý3Ì?Õ�Ò|Ñ¬Ý�Í>ÒQÌ�Ñ8ÐDä!×

Ô�ÑHÑSú�Ñ8Ù%Ý�Ù8Ì�ç	Í
τ(t, p). τ

Ñ%Õ-äk×	ØrÑ%Í�Ô�ÑHÝ�Í¥Ð�Î�äkÑ8×
τ : T × P → N.

ÿ)Ñ��¹ù?Í�Î�Õ|Ñ
Ý�Í�Î=Î�Õ|Ì�ß	Í�Î�Ù%Ì?ç	Í·Ô�Ñ§ÒBÎ�Ø�ÑJÎ�Õ

φ
Ù8×	ÐD×¨Ý�Í Ð�Î�ä!Ñ%×¨Ì?Í0ã�Ñ8Ù%Ò|Ì�Ú�×

φ : T → P
à

ó�Í0ÒQ×�Í�Ù8Ñ%ÕZÑ�ý3Ì?Õ�ÒQÑ8Í
Cn

m = n!/n!(m− n)!
Ù8×	Ð5Û�Ì?Í�Î�Ù%Ì?×	Í�Ñ8ÕyÔ�Ñ¨Ô�×	Í�Ô�Ñ¨Ñ8Õ[æ

Ù%×	ß	Ñ%Ø�Î
φ
à�ü3Ñ8Î

Φ
Ñ8Ï,Ù8×	ÍNú�Ý�Í0ÒQ×nÔ�Ñ�ÒQ×4Ô�Î�Õ'ÏbÎ�ÕDÎ�Õ�Ì?ß	Í�Î�Ù8Ì�×	Í�Ñ8Õ5ã�ä�Î�ØQÎªÙJÎ�Ô�Î

φ ∈ Φ
Ô�Ñ���Í�Î�Õ|Ñ�þ

ω(φ) = Max|t∈T (τ(t, φ(t))).
ó�Í0ÒQ×	Í�Ù%Ñ8Õ%ÓrÑ8Ï;ä�Ø�×	Û�Ï�Ñ8Ð�Î

Ô�ÑD×�ä�ÒQÌ�Ð�Ì�ÞJÎ�Ù%Ì?ç	Í¥Ù8×	Í�Õ�Ì?Õ�ÒQÑ'Ñ8ÍnÑ8Í�Ù%×	Í0ÒQØ|Î�Ø:Ý�Í�ÎyÎ�Õ|Ì�ß	Í�Î�Ù%Ì?ç	Í
φ0 ∈ Φ

ÒBÎ�ÏOÜ4Ý�Ñ

ω(φ0) = Min|φ∈Φω(φ).
÷-ç�ÒQÑ%Õ|ÑCÜFÝ�ÑCä�Ý�Ñ8Ô�Ñ%Í©Ñ_ý�Ì�Õ�Ò|Ì?Ø;Ð5ö�Ï�ÒQÌ�ä�Ï?Ñ%Õ)Î�Õ|Ì?ß�Í�Î�Ù8Ì�×�æ

Í�Ñ8Õ,ç	ä�Ò|Ì?Ð�Î�Õ
φ0, φ1, . . . , φi.
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+�7�8$9�:<;�=>7?+�-@+�7�1@=�-.ACB)1@8C7D+�B�;6=E:6F�;�F�B!8$:6;�8CGH8$;656+�/$=�B�I�56=E7?F�JLK

M F�:6=�:�/
+NJO+�/$/$+0;�8$:QP�JR8$7?+�ST/$F�BUG�+�/$F�-)=?BV8C:6B)1@+�:W13P�:�=?F�BV=�:�7?5Q+�/CI�568$=�-VJOF�JO=�:�K
1.F�:6FLB.F�:XJY5�Z\[�1@8C/$=�B?]6^_/�G�+�/CF�-27?+�-@+�7�1@=�-.ACB)1@8C7?FL7�8$=?-`13+�JR=?:W1.=a=?B)1@+�-.A$+YJO=cb)F�-
-)= M -)=?B)=?:W13+�;�F M F�-d56:RG�+�/$F�- M -.F�JR=?;68CFe;�56-@+�:W1.=f56:O8$:W1@=�-)G�+�/CF M +�-)1@8C7?56/$+�-V;6=
1.8$=�J M Fg;�F�:6;6=hB)=\/CF�7?+�/$8CiD+j=?/>G�+�/$F�-k8$:�B)13+�:�1@P�:6=�Fmln=�Bo;6=�7?8$-�Sp5�: M -.F�JO=�;68$F
JR9qGH8$/sr�]�*UF�-E=?/C/$F6StB.8Q=�/6G�+�/$F�-V8C:6B)1@+�:W13P�:�=?Fk=?B

β(t)
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END

Perform user selected task assignments

Perform random assignment

cycles to tasks.
Assign required memory and computational 

BEGIN

Assign available computational cycles,
available memory and communication

costs to nodes.

Populate Gaussian distribution 1 and 2

Identify nodes and tasks

Superstep time vector

Grid congestion
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¬5±�²�®,´5¹:¶5­Y¬)±h·�¶I¶5­J¾.·�Í�«�·N­�¯^°1«�®:¯9®:¼?¬\·�¹:­�½�¼h´I®c¶5®,·�«�­JÏ,½
®:¼�«�®,¼�»�µ.·nÒI®7Ûj¹,±�¼L®,«�¹:±�¯9°�­�«�·�²1±�¶pÞHÜ<Ãe©�ßF±E²1±�´�«J±�´�·�¶I¶5®,»�«�±�´[ÆUµ1®,¶I±�¼�±�°�¬)­àÎ
¯^­�Ï,·�²1±�´<°}±�¶W«�·^µ�¬)­J«�­JÏR·�¹:­�½�¼N²1®v·�¶I¶5®:»�«�±�´<²1®v·�°�µ1¼?¬\·�²1±�¶5®,´:©�ÔW®{¬)·�«Z¯9·�¼1®:¶)·
´I½�«�±^´5®H¯^±n¿E­J®,¶5±�¼�«J±�´w·�°1µ1¼?¬)·�²1±�¶I®,´W«J±�´w¹,µ.·�«�®,´`®,¶5·�¼N¶5®:ÆU®:¶5­J²1±�´`¯fË�´w²1®Hµ1¼.·
¿�®,Ïw°�±�¶B«�±�´Z²1­�´G¬)­�¼?¬5±�´B·�¶I¶5®,»�«�±�´:©�ªB´I¬5±+áâ·�²1®:¯fË�´Z²1®w»�®,¼1®:¶)·�¶Bµ�¼^¹:½�²�­�»�±@¯9Ë�´
¶5Ë�°1­J²1±�á ®r¿�­Y¬)½�¹,µ1·�«�ã
µ1­J®,¶�²1µ1°�«�­�¹,·�¹,­J½�¼L²1®@¿�·�«�±�¶5®,´�®:¼�¯^®,¯^±�¶I­�·�©

ÝF·×¿�®,¶5´I­�½�¼ä²1­J´I¬)¶I­�¾1µ�­�².·×®:¼ä®:«@¹,Ñ1¯{µ1«�±�²1®�§�¨�¨�¼�±�²1±�´L«�±E¹R·�«J­�ÏR·�²1±g®:¼
®:«på�¼1´G¬)­Y¬)µ�¬5±�æ�®rÅ�­J¹R·�¼1±�²1®,«pç'®:¬5¶5½�«J®,±l´I®L±�¾�¬5µ�¿�±l¯^®,²�­�·�¼?¬)®9«�·N»�®,¼1®:¶)·�¹:­�½�¼
²�®eèÓ´5Ä�®,«�«'´5¹:¶5­�°�¬)´Gé{»�®:¼1®,¶5·�²1±�´7·�µ�¬)±�¯9Ë�¬)­J¹R·�¯^®,¼?¬5®{¯^®,²1­�·�¼?¬)®{°�¶5±�»�¶5·�¯9·�´W®:¼
«J®,¼1»�µ.·nÒI®`ç'®:¶5«ê©EÝV·7®ÓÒI®,¹:µ1¹,­J½�¼9À�¹:±�¼?¬)¶I±�«�²1®<«J±�´]°1¶5±E¹,®:´5±�´q²1®`´5­�¯{µ1«�·�¹:­�½�¼vã
µ1®
´I®�»�®,¼1®:¶)·�¾1·�¼�®,¼¸®,«�¹:Ñ1¯xµ1«J±l¬\·�¯x¾�­�º,¼³´I®�«�±�»�¶I½l¯^®,²1­�·�¼?¬)®^è�´5Ä1®:«�«�´I¹,¶5­J°�¬)´Óé
·�µ�¬)±�¯9Ë�¬5­�¹R·�¯9®:¼
¬5®+»�®:¼1®,¶5·�²1±�´:©

Ã<¼.·�°1¶5®:»�µ1¼?¬\·�ã
µ1®�°1µ1®,²�®�´Iµ1¶5»�­�¶L®,´N´5­@«J±�´L¯^º:¬)±E²1±�´L²�®Ì·�´5­�»�¼.·�¹,­J½�¼
¬5®,¼1²�¶)Ë�¼lµ�¼l®:ÆU®:¹:¬)±f®,¼l«J±�´w°.·�¶)Ë�¯9®r¬)¶5±�´W·^´5®,¶W¯9®:²1­�²1±�´`°1·�¶)·^«�·f·�´5­�»�¼.·�¹,­J½�¼



ërì ë ì�í�î�ï�ð�ñ�î�ñ
ò�ó�ô�õ�í�ö�ò�÷�ñ�ð�ô�ð�ø�ù�ú}í�ó�î�ù ûIë
ü�ýcþ\ÿ��IýRÿ��vý������	��

��ý��
þ��)ÿ������1ýLý��Iþ�������ý��Iþ\ÿ��9ý��
þ5ýcý�������ý��Iþ����Zý��pý��Uý��rþ����5ý
ü����Iþ����! "��#�ýWü1ý$�%�&���9ÿ'�"���!�%�&���9ý)(*���+��ÿ'�9ÿ��!��ÿ7ü"���-,��.�!�Rÿ���("����ü"������ý��1ü"����/&���
����ý��������0�����Gþ)ý��1,�þ������"�



2436587�9;:6<>=@?
ACBEDGFIH6DGJLKIMGNPORQSFUTWVLX�Y0ORYZORQ[JLD\TZ]^YWO6Q[_`HRQba"c*D

dGeCf�g�h�fji�k�l 7 h�m"n!o'g�fji�o&prq�f�e�stk'i�o&eum"e-kwv"f�g�i�x�q�lyi�q!z&e{v"fjn!o&g4x�f�g�m"n!h�k�v"o&g
l�x�f�n!q�prq�e-k�x�f�g|v"f�nLg�q�p'm"n}k�v�o&x+~j���{f�e�n}kwg�f�i�i�q�z&e ?"���&� d8eCn}kwg�f�i�i�q�z�e ?"��� g�f
� k�i�f.m"e�f�g�h�m"v"q!o�i�o&p.l"k�x�k�h�q!��o�v"f�n|v"f�g�f�p.lyf��"o�v�f1n�o�g^pr��h�o�v"o�g^v"f1k�g�q!���
e"k�i�q!z&e�v"f.h`k�x�ftk�g^v"f�g�i�x�q�h�o&g'f�e�f�n4itk�l 7 h�m"n�o
��i�o�e�f�n\p.��h�o�v"o�v�f 2 k�prl*o
v�f{�-m"f�x�stk � i�m"k�e"v"o�f�nGi�o&g�h�o�v"f.n}k�gjh�k�x�f�k�gwk�x�ftk�n�q�s�k�xjf�g'k�n�f�k�h�o�x�q�o � d8e�n}k
g�q��&m�q�f�e�h�fjg�f�i�i�q!z&eb� ?"� ���"g�f � k�i�f�m"e-k�g�q�pwm"n�k�i�q!z&e{v"fjn�kwx�f�g�o&n!m"i�q!z&eCv"f�nSl"x�o��
� n�f�p.k+v"f\n}k+h�o�p.o&��x�k�� 7 k|v"f\l*o�s�o&g���v"o&e"v"fGn!o&gSi�o&g�h�o&g>v"fGn}k�g>v�q�g�h�q�e�h`k�gbh`k�x�ftk�g
v�f�n�g�m"lyf�x�l"k�g�ojg�o&e�i�o&e�o�i�q�v"o&g ��5 o&x¡ �n!h�q!p.o��th�f�x�p.q!e-k�pro&g¢i�o&e�n�kRg�f�i�i�q�z&e ?"�£?
f�e�v"o�e"v"f�g�fwk�e-k�n�q!stk�f�n¢l"x�o � n!f�p.kUv�f^x�f�i�o�n�f�i�i�q!z&e
v�f^n�krq!e��%o&x�p.k�i�q�z&eb��i�o&e
n!o'i�m-k�nyg�f$o � g�f�x���k'¤�m"f$m"e-k��%x�k��&prf�e�h�k�i�q!z&e.v�f$n}k�p1k�n�n}kje"owk�n!h�f�x�k�f�n � m"f�e
v�f�g�f�p.lyf���o.v"f�nSp.��h�o�v"oUl"x�o�l"m"f�g�h�orf�e�f�g�h�f�h�x�k � k¦¥�oUv"fjh�f�g�q�g �

dGe'n}k�g¢g�q!pwm"n�k�i�q!o&e"f�gSv�f�g�i�x�q�h`k�g¡kRi�o�e�h�q�e�m-k�i�q�z&eL��n}k�g¢i�o�x�x�q!v-k�g>i�o&x�h`k�g4§%h�k¨�
n!f�gGi�o�p.o^k�¤�m"f�n!n}k�gG¤�m"f)l"x�o�v"m¨¥�f�x�o&e.n}k�g�©"�&m"x�k�g;ª�ª�«-ª�ª�¬��&�%m�f�x�o�e1fI¥�f�i�m�h�k�v-k�g
f�e.m�e-k 5 f�e�h�q�m"p��®­°¯j± ���²� ��³Rs ��< k�g8i�o�x�x�q!v-k�g8p.´�g8f�n�k � o&x�k�v"k�g;§%©"�&m"x�k�g4ª�ª�«
ª�ª�¬E�%m"f�x�o&erx�f�g�m"f�n!h�k�g|f�e.m�e.i� "pwm"n!o�v�f�v"q!itk�v"o�v"f ��µ&µ l"x�o�i�f�g�g�o&x 5 f�e�h�q�m"p��
­�­�­�± � ��³Rs�i�o&e�f�i�h�k�v"o�i�o&e¶f�e"n}k�i�f��jq���k � q!hrd�h � f�x�e�f�hui�o&e"pwm�h�k�v"o"�Gf�e·f�n
­®e�g�h�q�h�m�h�oU¸
fº¹�q!itk�e�orv�f�n 5 f�h�x�z&n!f�o � dGg�h`k�g0i�o&x�x�q�v-k�g|h�m���q!f�x�o&eum"e-kwv"m�x�k�i�q�z&e
h 7 l"q!itk6v�fR��»�k�¼&» � o&x�k�g8v�f;h�q�f�p.lyo$x�f�k�n½k�e�h�f�gGv"f0g�mUh�f�x�prq�e-k�i�q�z&e ��: e-kjg�o��
n�kjg�q�p'm"n}k�i�q�z&e�e�o^f�g|v"f�p1k�g�q}k�v"o^q!e�h�f�e�g�q!��o^g�o � x�fRf�nyl�x�o�i�f�g�k�v"o&x���l*f�x�o�itk�v-k
l�m"e�h�o�f�e�n}k�g��&x�´�©-itk�g'p.´�g^f�n}k � o&x�k�v-k�g�x�f�l"x�f�g�f�e�h�k�f�n\x�f�g�m"n�h`k�v"o
f�g�h`k�v 7 g��
h�q�i�o{v"f ��µ�µ&µ i�o�x�x�q!v-k�gRv"f�n�g�q�pwm�n}k�v"o�x � ¸�´�g�k� "eb�bk�n¡k�m�p.f�e�h�k�x$f�n¡e� "prf�x�o
v�f1h`k�x�ftk�g'l-k�x�k�n�f�n�k�g�f�e�f�n|l"x�o�i�f�g�o"�En�o&g^x�f�¤�m�f�x�q!p.q!f�e�h�o�g'v"f{prf�pro&x�q}kCv"f�n
l�x�o&�&x�k�p.k�k�m"prf�e�h`k�e�v"f�p.k�e"f�x�krg�q��&e�q!©-i�k�h�q���k ��: e�k�x�x�f��&n�oUi�o�e�h�o�v-k�g)n�k�g
i�o&p � q!e-k�i�q�o&e"f�g�h`k�x�ftk¦«�l"x�o�i�f�g�k�v"o�x\g�fRp.k�e�h�q!f�e"f0f�e.prf�pro&x�q}k$l-k�x�kjo � h�f�e"f�x
m�e-k.k�l"x�ot¹�q�p.k�i�q!z&euk�n*��k�n�o&x0p 7 e"q!p.o�h�f�z&x�q!i�o �

¾�¿



À�Á�Â�Ã�ÄLÅ¨ÆbÄyÇ�ÈÊÉLË�ÌSÂ�ÅrÍ+Î�Ï½ÐLÌSÐÑÌSÂCÇ"ÄbÍ+Ò�Ð�ÌbÂuÓ&ÆbÂ�ÔSÕ�Ä Ö�×
Ø>Ù�Ú¡Ú�Û!ÜwÝ"Þ�Ù�ß�Û!à&á"â�ÚSã%Ý"â�ä�à&á'å"Û�Ú�æ�ä�Û!ç"Ý"Û!å-Ù�Ú¢â�á�â�Þ�ß�è"ÜwÝ"Þ!à$Ù�Þ�ß�ä�âtÙ�äEÝ"áwé"ä�à�ß�â�ê

Ú�à'é-Ù�ä�Ù^ß�Ù�å-Ù�ß�à&á¨ë�Ý�á�æ�à'å"â)æ`Ù�ä�âtÙ�Ú6ì�íïî%ðtî!ñ
5, 6, 7, . . . , 50 ò�ó Ý�â6ß�à�á�ã%à&ä�Ü.Ù�ä�à&áÞ!à&Ú)ô"Û�Þ!à&Ú)Ù.Ú�â�ä$ä�â�Ú�Ý"â�Þ!æ�à&Ú6å"Ý�ä�Ù�á�æ�â^â�Þ>Ú�Ý"éyâ�ä�é-Ù�Ú�àCõ0ö�÷EøLù+Ù�å-ÙrÝ"á"à{å�â'â�Ú�æ�à&Ú

é�ä�à�ß�â�Ú�à&Úrú&â�á"â�ä�ûÑä�â�ß�Ý"ä�Ú�à&ÚUüýß�à&á"å�Û�ß�Û!à&á"â�Úrå�â�Ü.Ù�Þ!Þ}Ù�å"Û!Ú�æ�Û!á�æ�à&Ú�é-Ù�ä�Ùýþ�ÿ&ÿ&ÿ
â�Ú�ß�â�á-Ù�ä�Û�à&Úwì ó Ý"âwá�à{å"â�çyâ'Ú�â�ä$ß�à&á�ã%Ý"á�å"Û�å"à.ß�à&á�Þ�Ù�Ú)Ú�Û�Ü'Ý"Þ}Ù�ß�Û�à&á�â�Ú;å"à&á"å�â'Ú�âÜ.Ù�á�æ�Ý��&àCß�à&á�Ú�æ`Ù�á�æ�âUâ�Þ�æ`Ù�Ü1Ù���à{å"âUÜ1Ù�Þ�Þ}Ùrâ�áýþ�ÿ&ÿ�ÿ{â�Þ�â�Ü.â�á�æ�à&Ú ò é-Ù�ä�Ùué"ä�à�êß�â�Ú�Ù�äRÞ!à&Ú0ä�â�Ú�Ý"Þ�æ`Ù�å�à&Ú0üuà&ç�æ�â�á"â�äRÞ�ÙUÜrâ�å�Û}Ù�á-Ùwâ�á�æ�ä�â�à�æ�ä�à&Ú;â�Ú�æ`Ù�å���Ú�æ�Û�ß�à&Ú�ø½ØSà&Ú
à�æ�ä�à�Ú���Ù�Þ!à&ä�â�Ú\à�ç�æ�â�á"Û�å"à�Ú|Û!á"ß�Þ!Ý�ü&â�ä�à&á.Þ}Ù�Ü.â�å"Û}Ù�ñ�â�Þ*Ü��
	�Û�Ürà"ñ&â�Þ½Ü��!á"Û�Ürà$ürâ�Þ
��Ù�Þ!à&ä¢â�á'æ�Û�â�Ü.éyà���ð�
��-ð���
�í���� ñ�â�ÚEå"â�ß�Û�ä�ñ¨â�Þ�æ�Û�â�Ü.éyà ó Ý"â|â�Þ�Ú�Ý"éyâ�ä�é-Ù�Ú�à$æ�à&Ü.Ù�ä���Ùé"Ù�ä�ÙUß�à&Üré"Þ!â�æ`Ù�ä+Ú�Ûbæ�à�å"à�Ú)Þ!à&Ú0ô"Û!Þ�à&Ú+ã%Ý"â�Ú�â�á�âIë�â�ß�Ý�æ�Ù�å"à&Ú)å"â�Ü.Ù�á"â�ä�ÙrÚ�â�ß�Ý"â�á�ê
ß�Û}Ù�Þ;â�á¶â�ÞRé"ä�à�ß�â�Ú�Ù�å"à�ä1å"â
ä�â�ã%â�ä�â�á"ß�Û�Ù�ø4÷>à&ä{â�Þ�Þ�à�ñ8é-Ù�ä�Ù�ßtÙ�å"Ù�ß�à&á¦ë�Ý"á�æ�à�å"â
é"Ù�ä���Ürâ�æ�ä�à&Ú'ì ß�à&Ú�æ�à1å"â^ß�à&Ü'Ý"á"Û�ß�Ù�ß�Û!û&á�ç-Ù¦ë�à"ñyá"à&ä�Ü1Ù�Þbü
Ù�Þ�æ�à ò Ú�â'ú&â�á"â�ä�Ù�ä�à&á��� é"ä�à�ß�â�Ú�à�Ú�ñ�Þ!àRß�Ý-Ù�Þ�â ó Ý"Û���Ù�Þ��}Ù)ÙRÝ�á-Ù6Ý�æ�Û�Þ�Û��tÙ�ß�Û�û&ájå�â�Þ �"!�ø � é*à�äEß�Û�â�á�æ�à$å"â4Þ!à&Úé�ä�à�ß�â�Ú�Ù�å"à&ä�â�Ú\å"â�Þ½ß�è"ÜwÝ"Þ!à"ø$#%��Ú\Ù�å�â�Þ}Ù�á�æ�â�ñ�ß�Ý-Ù�á�æ�à^Ú�â;ä�â�Ù�Þ�Û��tÙjÞ}Ù$Ú�Û�ÜwÝ"Þ�Ù�ß�Û!û&á
å�â$ä�â�Ú�à&Þ!Ý"ß�Û!û&á{å"â�ÞLé"ä�à&ç"Þ�â�Ü1Ù�å"â6æ�à&Ü.à�ú&ä�Ù�ã&��Ù�å�â$é*à���à&Ú�ñ�â�Þ*á�è"Ü.â�ä�àwå�â$ô"Û�Þ!à&Ú
â�á�â�Þ\Ú�Ý"éyâ�ä�é"Ù�Ú�à�éyâ�ä�Ü1Ù�á"â�ß�â.ß�à&á"Ú�æ�Ù�á�æ�âUü�Ú�ârú&â�á"â�ä�Ù�áÑé"ä�à�ß�â�Ú�à&Ú^å"Û�Ú�æ�Û!á�æ�à&Ú
é"Ù�ä�Ù�ßtÙ�å-Ù�æ`Ù�Ü.Ù��"à�å"â1Ü.Ù�Þ!Þ}Ù{ß�à�á�Ý"á�é-Ù�Ú�à�å"â
þ�ÿ&ÿCá"à�å"à&Ú�ø('8á�â�Ú�æ�â{ß�Ù�Ú�à
Þ�Ù'Ý�æ�Û�Þ�Û��tÙ�ß�Û�û&á.å"â�ÞLß�è"ÜwÝ�Þ�àwã%Ý"â�Ù�ÞEþ�ÿ&ÿwéyà&ä+ß�Û�â�á�æ�àrÜrÛ�â�á�æ�ä�Ù�Ú4ÜwÝ"ß`ô"Ù�Ú0æ`Ù�ä�âtÙ�Ú
éyâ�ä�Ü1Ù�á"â�ß)�}Ù�áCâ�á�ß�à�Þ}Ù�ø

Ø>Ù�ÚrÝ�á"Û�å-Ù�å"â�ÚUå"âuæ�Û!â�Üré*à�â�á�æ�à�å"Ù�Ú�Þ}Ù�Ú�ú�ä��+*-ß�Ù�ÚUÚ�Ý"ç�Ú�â�ß�Ý"â�á�æ�â�Ú{â�Ú�æ���á
â,	�é"ä�â�Ú�Ù�å-Ù
ä�â�Þ�Ù�æ�Û���Ù�Ú�Ù�Þ!à&Ú�ß�Û!ß�Þ�à�Újß�à&Üré"Ý�æ�Ù�ß�Û!à&á-Ù�Þ!â�Újå"ârÝ"á�é�ä�à�ß�â�Ú�Ù�å"à&ä�å"â
ä�â�ã%â�ä�â�á�ß�Û}Ù�ñyå�â^Û!ú&Ý-Ù�ÞSÜ.Ù�á"â�ä�ÙUâ�á ó Ý"â^Þ�àUô-Ù�ß�â'â�Þ>Ú�Û�ÜwÝ�Þ}Ù�å"à�ä.-�ä�Û�å½ö�Û!Ü0/�1�243ïø
'8Ú�æ`Ù�Ú$Ý�á"Û�å-Ù�å"â�ÚjÙ�ç"Ú�æ�ä�Ù�ß�æ`Ù�Ú$å�â'æ�Û!â�Üré*à.Ú�âwÝ�æ�Û�Þ!Û��tÙ�á
â�á�Þ�Ý"ú�Ù�ä6å"âwÝ�á"Û�å-Ù�å"â�Ú
å�â�æ�Û�â�Ü.éyàwä�â�Ù�ÞSéyà&ä ó Ý"âjâ�ÞSâ�á�ã%à ó Ý"â�å"â�ÞSÚ�Û�ÜwÝ"Þ�Ù�å"à&ä|â�Ú;é"ä�à�å"Ý�ß�Û�ä0ä�â�Ú�Ý"Þ!æ�Ù�å"à&Úß�à&Üré-Ù�ä�Ù¨æ�Û���à&Ú\é-Ù�ä�Ù�å"Û�Ú�æ�Û!á�æ�à&Ú4â�Ú ó Ý"â�Ü1Ù�Ú4å"â$Ù�Ú�Û�ú&á"Ù�ß�Û!û&á.å�â6æ`Ù�ä�âtÙ�Ú|ç-Ù¦ë�àwÞ�Ù�ÚÜrÛ�Ú�Ü1Ù�Ú�ß�à&á"å�Û�ß�Û!à&á"â�Ú.å"â�ß�à�ÜwÝ"á"Û!ßtÙ�ß�Û�à&á"â�Úrüýå�Û�Ú�éyà&á"Û!ç"Û�Þ!Û�å-Ù�å�å"â�ä�â�ß�Ý"ä�Ú�à&Ú�ø
'8Úrå"â�á�à�æ`Ù�ä ó Ý"â�â�Ú�æ�à�á�à�â�ÚrÞ�à�ÜrÛ�Ú�Ürà ó Ý"â�é�ä�â�å�â�ß�Û!ä.â�Þ;å"â�Ú�â�Üré*â)�"à�â�áæ�Û�â�Ü.éyà�ä�â�Ù�Þ+å"âCÝ"á-Ù�Ù�é"Þ!Û�ß�Ù�ß�Û!û&á�é-Ù�ä�Ù�Þ�â�Þ}Ù�õ+ö�÷Zâ�á�é-Ù�ä�æ�Û!ß�Ý"Þ�Ù�äwÚ�à�ç"ä�âCÝ"á-Ù
Ü.Ù�Þ!Þ}Ù^å�Û�á5��ÜrÛ�ß�Ù�ø
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Mean values with gridsize=1000, low communication cost

idle−cycle greedy (mean)
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force−attraction (mean)
random (mean)

Minimum time (mean)
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Mean values with gridsize=1000, high communication cost
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Mean values with gridsize=1000, task−weight=1 communication−weight=1
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Mean values with gridsize=1000, task−weight=1 communication−weight=10
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network−proximity greedy (mean)

��í�éLó íBô6í�ï4ê[ò<õPç�è�ñ�í�êWö6ô�÷SñXò�ñI÷��<ô

� �"!$#&%('*),+�-.+�/.+10 ò<õ.í�ï4è�é£ê[è�ç6÷Sí�é£ë6ò<ï ò¦ç6÷.éNó ÷.ô�ó í�é£ñ�í�éNó4í�é³ç6èQñIí�êWö�ô6÷SñIò<ñI÷���ô

�`ôKõ�ò�ú�ù�ö6ï4ò�26ü3��ü3�RéNè�í<î6é4è�ïNû�ò<ô�õSí�é�ï4èIéNö6õ.ó ò<ç6í�é£ë6ò<ï òWö6ô�ë6ïNí�ù�ï4ò<êOòdë�òDø
ï4ò<õSè�õSí�ç6í<ô6ç6è0èIõ
ñIí�éLó í�ç6èIõ
ñ���ê[ë�ö�ó ídò�46ôBè5��ñIè�ç6è�è�õ�ñIí�éLó íRè�ôOõSò<é'ñIí�êRö6ô6÷SñIòDø
ñ�÷Sí�ô�èIéIü76ªö6ñ98�ò<é#ò<ë6õ.÷SñIò<ñI÷.í�ô6èIé�èIôBë�ò<ï ò�õSèIõ.í�ñXò�èIôMèIôBèIéLó:òQñXò�ó4èIù�í�ï;:�ò�ü��'ô[è�éNó:ò
ú6ù�ö6ï òMé4èdò<ë6ïNèIñ�÷�òMþ�ö�èdç6è�é4ë6ö�ÿIéVç�èdþ¤ö6è�èIõ«ñIí<ô�
Nö6ô�ó íBç6èQó:ò<ïNèXò<é³èIôªë�ò<ï4ò<õSè�õSí
ïNèIî�ò�é ò�õ�òVñIò<ï4ç�÷Sô�ò<õ.÷Sç�ò�çWç6è1��<�<�= ö6ô�ò�þ¤ö6÷.ô¤ó ò�ë�ò<ïLó è£ç6è�õ�ó:ò<ê[ò<ì6í�ç�è£õ�òVê[ò<õSõSò
ç�÷Sô>�<êB÷SñIò7?�ð�èIõ�êBÿ�ó4í�ç�í[ç6è��¥ò<êBë�í[ç6è@��ö6èIï;�XòMó ÷Sè�ô6èRë�èIí<ïVç6è�é4èIêBë�èIì6íUþ¤ö6è
è�õ6û�í�ï4ò��³èIôBñI÷.ñIõSí<é'ç6è³ñA��êBë6ö�ó4í6ü
B�è³í�î6éNèIïLû<òQþ¤ö6è0èIéNó4èC4�õ.ó ÷.ê[íVê[ÿ�ó í�ç6í�ó ÷.èIô6è
ö�ô�ç6èIéNèIêBë�è�ì6íUñIò<é4÷¿ñIí�ô�éNó:ò�ô¤ó4è¦òOõ.í[õSò<ï4ù�íBç6èdõSí�é0è5��ë�èIï4÷.ê[è�ô�ó í�é�üED¿í�ïVí<ó4ï4í



F�G H�G�I>J�K5L.JNM�OPL�QSREOTQUQEVWOXQTL.JERZY[J \�]
^�_�`	a	b�_�c	dfeAa�dhg�dhe�a�i;j�akd	a�l�mn_�^Z`	opeAa�m�g�d	q�eA_�eAq�a�d	oAi�b�o�^,mnr5j�aT`	a�s�a�l�_�tuo�d
e�a�m�g	d�q�e�_WeAq�a�d	oAivd�aCw;g	i;j�q�x>eA_ki;gfg	i�aky	g	o�izi�gf`	oAi;oAm{yZo�|	akmno}w;a�l�_~yZaTeAa@o�d
l;oA^�_�eAq���df_@^[_@�
g	opi�opa��	i;oAl;sW_koAd�^[_�x>��g�l�_@�	���X�����

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

 18

 0  50  100  150  200  250  300

w
al

l t
im

e 
fo

r s
up

er
st

ep

tasks
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Mean values with gridsize=1000, task−weight=1 communication−weight=1
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Average values for superstep duration with cutoff at tasks*6 (gridsize=5000)

Random assignment
Force field assignment

� dX^.r�]iea\N`7lMv/d�p1]alMw�`�~.]8wq`7^.^�j�}N`7v/dXw��qr�`7^.]g`7w��
�

��� �"�$�&�(�*�+�*���C���q\/^�`Oeaj�k7lUvM]at�w�\/bC]a^.bN`7w.d

��l�tR`��N�X\/^�`��/� �/�
��w.]�dX}Mw�]a^�hO`c]at¡^�]8w�\/t¢r�`7vMdcv/]5tR`ip�j�w�p�`�]=�:bK]8^�j�p�]8l�r�`
z
e8j�kXlmw.dX}/^�]|t�`ip�`7t�tR`qv/]��7�7�X��l/d:vMdXwa�y�"l�]aw.r�]|eg`7w.dctR`{e8\/^.hO`iv/]|t�dXw£r�j�]8p�bCdXw
vM]¤w�\/bC]a^.bN`7w�d,bCdX^�`7w.j��Xl/`7eaj�kXlV`7t�]g`Or�dX^�j�`�w.j��X\/]cp�`7lyr�]al/j�]al/v/dJ\MlTe8dXp1bKdX^¥z
r�`7p1j�]alyr�d�]a^.^�¦Or�j�eadM�/§$d7^�d7r�^.d¤tR`7v/d¤t�dXw¨r�j�]ap1bCdXwG©�\/]�^�]8bKd7^.r�`¤]8t*p�ª=r�dfv/d�v/]
� `Op�bCd�v/]5[N\/]a^._g`�ea\N`Ol/v/d�tR`{eg`Ol�r�j�vN`Ov1vM]5p1]alMw�`�~.]8w�]8w���h7]ae8]aw�]atNl�u/p1]a^�d
vM]qr�`7^.]g`7w¨`cw�]8^�`7w.j��XlN`OvN`7wa«ftR`�ea\/^�hO`cv/]qr�j�]ap1bCdsv/]qw�\/bC]a^.bN`7w�d¤e8dXp1j�]alM_g`c`
]8w.r�`7}/j�t�j�_a`7^�w.]7�:��w�r�d¤j�l/v/j�ea`s©�\/]�t�`7w¨e8dXl/v/j�eaj�d7l/]aw¬bN`7^�`�t�`sdX}:r�]alMeaj�k7lJv/]{\/lN`

qmax

©�\/]iw�]�b/t�`7lyr�]g`�]8l,tR`cw.]aeae8j�kXl-­:�
�cw�d7l,`7t�ea`7l/_g`Ov/dXwa�/®:]a�7u/l,w�]�b/t�`7lyr�]g`
]8l�tR`5w�]8eaeaj�kXlm­:�
�5t�`

qmax
w�]8^�¦q\MlN`qeadOr�`�b/`7^�`qt�`5ea`7^��X`7w¯^.]ap1d7r�`7w8�
��w�r�`qe8d7r�`

w.]a^�¦�]at&hO`7t�dX^�p�¦��Mj�p�d¤vM]sea`7^��y`¤bN`O^�`¤r�dfv/dXw5t�dXw�p1]al/w�`�~.]aw�©�\/]�r�]al/�X`7l°\/l
r�j�]8p�bCd{v/]¨r�^�`7lMw�p1j�w�j�kXl�p�`g±XdX^"`{t�dXw¯vM]at/\/pc}/^�`7t

tc
�X²qtM`7t�ea`7l/_a`7^£]at:\/p�}/^�`7t

tc
±X`ilMd�]8w"l/]ae8]aw�`7^�j�d�w�]a�7\/j�^£]8w�bC]a^�`7l/v/d�bN`7©�\/]=r�]aw�v/]�j�lMnodX^.p�`7e8j�kXl3����w�r�di]aw

e8dXl/w.]aea\M]al/e8jR`svMj�^�]8e8r�`�v/]8tNp�ª=r�dfv/div/] � `7p1bKdiv/]�[N\/]a^._g`M«X±X`�©�\/]5tR`{no\/]8^�_g`
vM]aeg`O]qp�\M±�^�¦7b/j�vN`7p1]alyr�]|e8dXl�t�`ivMj�w.r�`7l/e8jR`�±mt�dXw�l/dfv/dXw�©�\/]qw.]�]8l/ea\M]alyr�^�`7l
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Ä�Å¥Æ�Ç7ÈMÉXÊ¨È/É¤Ë8ÉXÈyÌ�Í.Î�Ï/ÐMÑ7ÅaÈUÊ�Î�ÒXÈ/Î�Ó/ËgÇOÌ�Î�ÔOÇ7Õ1ÅaÈyÌ�Å5ÅaÈJÄ�Ç�Ç7Ê�Î�ÒXÈNÇ7Ë8Î�ÖXÈ�×/Å{Ì�ÇOÍ�ÅgÇOÊaØ/Ç
Õ1ÅaÈMÉXÊ�×/Å�Ù�Ð/ÅiÊ�Ð,×/Î�Ê�ÚCÉXÈ/Î�ÏMÎ�Ä�Î�×NÇ7×1ÅaÈ,ËaÎ�ËaÄ�ÉXÊG×/Å�Ë8ÖXÕ�ÚMÐMÌ�ÉmÊ�ÅaÇ¤Õ�ÐMÑÛÒ7Í�Ç7È/×MÅ7Ü
Ý Ê�Ì�Ç,Þ/Ä�Ì�Î�Õ�Ç�ËaÉXÈM×/Î�Ë8Î�ÖXÈßÈ/É,Ê�Å1ËaÐMÕ�Ú/Ä�Å¤ÅaÈTÅaÄ"ËaÇ7Ê�ÉU×/ÅmÄRÇJÕ�Ç7Ä�Ä�Ç�×/Î�ÈNà7Õ1Î�ËgÇ:Ø
ÚCÉXÍ¬ÄRÇsÕ�Ç7È/Å8Í�Ç�ÅaÈJÙ�Ð/Å{Å8Ê.Ì�àsËaÉXÈMáoÉ7Í�Õ�Ç7×NÇsÚCÉXÍ¬ËaÉXÕ1Ú/ÐMÌ�Ç7×/ÉXÍ�Ç7Ê¨×/Å�ÅaÊ.ËaÍ�Î¢Ì�ÉXÍ.Î�É
×MÅ�ËaÇ7Í�ÇOË8Ì�Å8Í�â�Ê.Ì�Î�ËgÇ7Ê�Ê.Î�Õ1Î�Ä�Ç7Í�Å8ÊaÜ
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Processes in superstep

Average values for superstep duration with cutoff at tasks*12 (gridsize=5000)
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Force field assignment

ã ÉXÍ.Ì�Å�Ë8ÐNÇ7È/×MÉ�Õ1ÅaÈ/Ê�Ç�Æ.ÅaÊ�Ç7Í.Í�Î�Ï/Ç7×/ÉXÊ�ä{Ì�Ç7Í�ÅaÇ7Ê=åyæ�ç

è�é ê"ë$ì&í(î*ï+î*ï¢ðKï�ñ Ð/Í�ÇOËaÎ�Ö7ÈU×MÅaÄ�Ê�Ð/ÚCÅaÍ.ÚNÇ7Ê.É

Ý È�ÄRÇ�ÓNÒXÐ/Í�Çsò/Ü ò/Ü�ócÇ7ÈNÇOÄ�Î�ôaÇ7Õ1ÉXÊ"ÅaÄ¡ËaÉ7Õ�ÚCÉXÍ.Ì�Ç7Õ1Î�ÅaÈyÌ�É�Ë8ÐNÇ7È/×MÉcÅaÄCÈ�Þ/Õ1ÅaÍ�É
×MÅcÕ1ÅaÈ/Ê�Ç�Æ.ÅaÊqÇ�Í�Å8ËaÎ�Ï/Î�Í�Å8ÊqÈ/É�Õ�à7Ê5×/Å�×/ÉfËaÅsÔ7ÅaË8ÅaÊ{Ä�Ç7Ê5Ì�Ç7Í�ÅaÇ7Ê�Ç�Ê�Å8ÍqÇOÊ�Î�Ò7ÈNÇ
õ
×/Ç7ÊaÜ Ý ÈIÄ�ÉXÊqÍ.ÅaÊ.Ð/Ä�Ì�Ç7×/ÉXÊ�×/Å�ÅaÊ�Ì�Ç�ÓNÒ7Ð/Í�ÇÛÈ/É�Ê�Å�È/ÉOÌ�Ç�Õ�ÐMË�öNÇÛ×/Î�áoÅ8Í�Å8È/ËaÎ�Ç�ËaÉXÈ
Í.ÅaÊ.ÚKÅ8Ë8Ì�ÉÛÇ�ÄRÇOÊqÇ7ÈyÌ�ÅaÍ�Î�ÉXÍ�Å8Ê5ÑUÊ.ÅcËaÉ7È/ËaÄ�ÐMÑXÅsÙfÐMÅ�ÅaÊ�Î�È/È/Å8ËaÅ8Ê�Ç7Í.Î�É�Å8Ê�ÚCÅaÍ�Ç7ÍqÕ�à7Ê
Õ1ÅaÈMÊ�Ç�Æ.Å8ÊGÇ7ÈyÌ�Å8Ê¨×/ÅqÇ7Ú/Ä�Î�ËgÇOÍ"ÅaÄCÕ�÷=Ì�Éf×/És×MÅ ã Ç7Õ1ÚKÉ�×/Åqø¡ÐMÅaÍ�ôaÇsÚNÇOÍ�ÇcÇOÊ�Î�Ò7ÈNÇ7Í
Ä�Ç7ÊGÌ�ÇOÍ�ÅgÇOÊ5×MÅaÄ&Ê�ÐMÚKÅ8Í�ÚNÇ7Ê.É/Ü

Ý ÈUÊ�Å8ÒXÐ/Î�×NÇ�ÅaÊ�È/Å8ËaÅ8Ê�Ç7Í.Î�É1Ç7ÈNÇ7Ä�Î�ôaÇ7Í¨Å8Ä3Ì�Î�ÅaÕ1ÚKÉsÙfÐMÅ�Å8Ä*Õ1÷8Ì�Éf×/ÉmÇ7Ä�ÅgÇOÌ�ÉXÍ�Î�É
ÑUÅ8Ä$Õ1÷8Ì�É:×/É�×/Å ã ÇOÕ�ÚCÉ�×/ÅcøNÐ/ÅaÍ.ôgÇ�Î�ÈyÔ:Î�ÅaÍ�Ì�ÅaÈ°ÅaÈVÄ�Ç1Í.ÅaËaÉ7Ä�ÅaË8ËaÎ�ÖXÈV×/ÅsÎ�ÈMáoÉXÍ¥õ
Õ�Ç7Ë8Î�ÖXÈ*ÜKù¯ÇOÍ�ÇJÅaÊ�Ì�É,Í�Å8ËaÉXÍ.×/ÅaÕ1ÉXÊ{Ù�Ð/ÅmÅaÄ$Ì�Î�Å8Õ�ÚCÉÛÚCÅaÍ.×/Î�×/É�ÚKÉXÍ�Í.ÅaË�öNÇOôaÉXÊ�Å8È
Å8Ä|Õ�÷=Ì�Éf×/ÉTÇ7Ä�ÅaÇOÌ�ÉXÍ.Î�ÉIË8Ð/ÅaÈyÌ�ÇTËaÉXÕ1ÉIÌ�Î�ÅaÕ1ÚKÉßÎ�ÈyÔ7ÅaÍ.Ì�Î�×/ÉTÅaÈúÍ�Å8ËaÉXÄ�ÅaËaË8Î�ÖXÈû×/Å
Î�ÈMáoÉXÍ.Õ�Ç7Ë8Î�ÖXÈ3Ü
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Processes in superstep

Average values for information cost with cutoff at tasks*3 (gridsize=5000)
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Force field assignment
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CEDGFIHKJMLON�PQN�P�RSP "$#�3'&!#2/0(*T�-U%!(,)7#�T�(7),)79�V�.W/0(*9�.	XY#�%!12-�),9;V�.

Z .WT�-\[�]�+0%!-U^0_`^�_ba\3'(c#�:03!(7%'d�-e(,T�)7#�1�f�#�%g&=-�1�9�(7.h&4#\(7.W),+�-�.h&!#i-�T�),#�3'&4#
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Processes in superstep

Average values for information cost with cutoff at tasks*6 (gridsize=5000)

Random assignment
Force field assignment

«$¬�­'®!¯*°,±�²�³�´0¬2µ�¯,³�¶4²6·'¯7¶8²�­'­!¸;¹�²�´0¬�¶4º8®=²�­'¯>²�¶@»B¼
½E¾G¿IÀKÁMÂOÃ�ÄQÃ�Ä�Å�Ä «$¬�¶'®!¬2´0¯*Æ�²U­!¯,°7¬�Æ�¯7°,°7¸�Ç�³W´0¯*¸�³	ÈY¬�­!µ2²�°,¸;Ç�³

É ³�Æ�²�Ê0Ë�±0­4²�Ì0ÍÎÌ0Í�Ï�¶!¯�µU±0¯,¶g®4­!²2¯,Æk°>²�¶!¬j¯7³�Ð�±0¯\¶'¯\¯,¶'Ñ�¯7­4²|¶'¯,¸;¶�Ò�¯7°,¯7¶c¯,Æ
³�Ó0µ�¯,­'¬W´0¯U®=²�­'¯>²�¶l²W¶'¯,­*²�¶'¸�Ë�³0²�´�²�¶7Í É ³r¯,¶'®!¯i°>²�¶'¬�Æ�²|´0¸�ÈY¯,­!¯7³0°,¸�²j¯,³r°,¬�¶'®4¬
´�¯y¸;³�ÈY¬�­'µ|²�°7¸�Ç�³\¯,¶Eµ2¯7³0¬�­,Ô�Ñ�¯7­!¬�²�Ó0³�¯,¶E¶!±0Ñ�¯,­'¸�¬�­I¯7Æ�µ2Õ}®4¬m´0¬*´0¯8²�¶!¸�Ë�³�²�°,¸;Ç�³
Ñ�¬�­�«�²�µ2Ñ�¬c´0¯�Ö�±0¯,­'×>²l´�²�´0¬*Ðm±�¯�Æ�¬�¶�®!¸�¯7µ2Ñ�¬�¶�¸;³hÒ�¯,­g®4¸;´0¬�¶I¯,³iÆ�²8­!¯7°,¬�Æ;¯,°,°7¸�Ç�³
´�¯j¸�³�ÈY¬�­!µ2²�°,¸;Ç�³r¶!¬�³�µ�¯,³�¬�­!¯7¶,ÍIØm¸�³�¯7µU¹�²�­'Ë�¬�Æ�²u´0¸�ÈY¯,­!¯7³0°,¸�²u¬�¹�¶!¯,­gÒ�²�´�²�¯7³
°7±�²�³h®4¬\²�Æ0®4¸;¯,µ�Ñ�¬*´0¯y¶!±�Ñ�¯7­!Ñ�²�¶'¬\¯7³�®!­!¯�Æ�²�¶sÊ�Ë�±0­4²�¶EÌ0ÍÎÌ0Í�ÙcÚiÌ0ÍÎÌ0Í`¼p³�¬�¶�¸�³0´0¸;°>²
Ð�±0¯i¯7ÆI¯,¶'ÈY±�¯,­!×7¬�´0¯i¯7¶!Ñ�¯,­4²�­pµ2Û�¶lµ�¯,³�¶4²6·'¯7¶�³0¬qÒ�²�Æ;¯eÆ�²jÑ�¯,³�²�Í�Ü�²

qmax Ý ²
¶'¸�´0¬r­'¯,¹�²�¶!²�´�²r´0¯,¶'´0¯�Æ�²�¶e°7¬�³0´0¸;°,¸�¬�³0¯,¶i´0¯7Æ�¯}Þ	Ñ�¯7­!¸;µ2¯7³�®!¬rµ2¬�¶g®4­!²�´0¬r¯,³OÆ�²
Ê0Ë�±0­4²eÌ0ÍÎÌ0ÍÎÌ0Í

É ³
¯7ÆK°,²�¶!¬|´0¯UÐ�±0¯U¶'¯U¯,¶'Ñ�¯7­!¯,³
µ�¯,³�¶4²6·'¯7¶lÑ�²�­!²|±0³�®!¬�®=²�Æ�´0¯ Ý ²�¶'®4²|¶!¯7¸�¶
Ò�¯,°7¯,¶q¯,Æy³�Ó0µ�¯,­!¬�´0¯u®4²�­!¯,²�¶|²z¶!¯,­|²�¶!¸;Ë�³�²�´0²�¶2¯7³ß¯,Æ�¶!±0Ñ�¯,­'Ñ�²�¶'¬0ÔE®!¸�¯7µ2Ñ�¬�¶
¶'¬�³à¯,Ð�±0¸�Ò�²�Æ�¯7³�®!¯,¶i²�Æ;¬�Ð�±0¯q¶!¯qÑ�¸�¯,­'´0¯,³àÑ�¬�­�­!¯,° Ý ²�×,¬r´0¯j®4²�­!¯,²�¶Uµ�¯,´0¸�²�³h®4¯
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æ�é-âêé-â2ë�ç fx(x) ≈ f(x + ∆x)− f(x)
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æ�é-âêé-âïîfç fx(x) ≈ f(x + ∆x)− f(x−∆x)

2∆x
ã$É-Ð2Ø0ÑmÊzÓ-Ù-×�ÐWÊ�ÊzÉ-Ë[×mÝFØ0ÞjÊfÑ�Ø2ßXÓyÙMÌ"ÉMË[Ø0Þ�Ì�Ë&×XË[ÙMÌ�Ó�Ù-Ì�ÎtØ2Ì�Þ�É6×�áyÙ-ÌwÍ[Ì:íXÒ-ÓFð

ÙM×ñ×XË4Ù-Ì�Ó¥ÊzÐ¬Ì:Í[É~ÊzÑ�Ø0×MÛ¦Í4ÌR×XÏMÎ[Ø0Ì:Ó-Ì«Ì:ÐpÞjä�Ît×�Ù-× Ö�à¬òró�â�Ô�Ð¬Þjä�Ît×�Ù-×ñô&à¬òró
ÒFÎtØ0Ð2Ø0õ�Ê�ÐWÊzÍ�Þ�Ø0Í[ÞjÊfÍ�ÊfÉ-Ë[×mÝFØ0ÞjÊfÑ:Ø0×XÓ-Ì:Í�É�Ì�Ë4×�ÐWÊfÍrÊzÉ-Ð0Ø2ÑmÊ�Ì:Ó�Ì�Ð)Í4Ì�Ó	ÎtØ2Ù-×�Ø0Ó	ÜXÌ:Ë[Í4×
ÙMÌ�Ð�Î[Ø0Ì:ÞjÉ�×-Û�Ñ�×XÓTÐ2×�Ñ�Ò-ÊfÐ�Í4Ìg×XÏMÎ[Ø0Ì�ÓMÌgÒ-ÓTÍ[Ø2Í4Î[Ì�ÞjÊyÙ-ÌgÌ:Ñ�Ò~ÊfÑ:Ø0×XÓMÌ�Í�ö�Ò-ÌgÙ-Ì:Ï6Ì
Í4Ì�Ë�Ë[Ì�Í4Ò-Ì�ÐAÎt×RÉ�×XË"Þjä�Ît×�Ù-×XÍ"Ø2Î[Ì�ËtÊ ÎtØ2Üf×XÍwÉ~ÊfË[Ê«ÑmÊzÙ~Ê­É~ÊfÍ4×­Ù-Ì�ÎtØ2Ì�Þ�É6×-â�÷$Î[Ë[×XÍ
Þ�ä:Î[×FÙM×XÍyÑ:ÐWøfÍ4Ø0Ñ�×fÍjö�Ò-ÌTÒMÎ[Ø0Ð2Ø0õmÊzÓùÊfÉMË[×mÝFØ0ÞjÊfÑ�Ø2×XÓ-Ì�Í�Ù-ÌRÉMË[Ø0Þ�Ì�Ë4×�á�Í[Ì:íXÒ-Ó-ÙM×
×fË[Ù-Ì:Ó Í[×XÓñÐ0×XÍ"Ù-Ì�Ñ:×XÓ	ÎtËtÊ�ðÈÜ�Ø0Ì:Ó�Î[×úæ�û�ü�ý�þOÿ��~ç�Û��¯Ê Ý����	��
 Û��¯Ê Ý�ð�
ñÌ:Ó-Ù-Ë[×������	��
 Û
� ÊfÑ�ò�×XË4ÞyÊzÑ������	��
�á�Ì�Ð��¬Êmá�Ò-Ì�Ð0Ê ð�Ö�à¬òró��fô�à¬òró�æ�����ü��! ��#"$ ��~ç%���	&�
 â�'<Ó~Ê'Ù-Ì:Í;ð
Ñ:Ë[Ø2É6Ñ:Ø0ßXÓ«Ø0Ð0ÒMÍ4ÎtË[ÊzÎtØAÜzÊ�Ù-Ì�Ì�Í4Î[×XÍ�Þ�ä:Ît×�Ù-×XÍ¬á­Í4Ò�ÊfÉ-Ð0Ø2ÑmÊfÑ:Ø0ßXÓ«ÊyÐ0ÊyÌ�Ñ:Ò~ÊfÑ�Ø2ßXÓRÙ-Ì
×fÓ-Ù~Ê�É-Ò-Ì:Ù-Ì�Ì:Ó-Ñ�×fÓ�Î[ËtÊfË4Í[Ì"Ì�Ó�Ì�ÐKÐ2Ø0Ï-Ë4×�Ù-Ì)(<×*�6ÞyÊzÓ-Ó+�-,	,	
 â

Ô�Ó­Ì�Í4Î[Ì�Î[ËtÊfÏ~Ê�å4×yÍ[Ì�Í[Ø2íXÒ-Ì"Ì�Ð¯Ì�Ó�.�×�ö�Ò-Ì�Ñ:ÐWøfÍ4Ø0Ñ:×-Û~É6Ì:Ë[×jÍ[Ì�Ì�Ý�ÎtØ0Ì:Ó-Ù-Ì�Ì�Ð�Ù-Ì�ð
Í[ÊfË[Ë4×XÐ0Ð2×0/~ÊfÑ:ØWÊ­Ì:ÐrÉ-ÐWÊzÓ-×RÑ�×fÞjÉ-Ð2Ì�å4×TÉ~ÊzËtÊRÉ�×FÙ-Ì:Ë�ÒMÎtØ2Ð0Ø2õmÊfË"Ì�Ð8Þ�ä:Î[×FÙM×TÙ-Ì¢ÐWÊ
�¬Êmá�Ò-Ì�Ð0ÊRÑ�×XÓúÒ-Ó-Ê�ÊzÉ-Ë[×mÝFØ0ÞjÊfÑ�Ø2ßXÓñÙMÌ¢Ñ�Ò~ÊfË;Ît×T×XË4Ù-Ì�ÓúÉ-ÊfËtÊRÐ0Ê­Ù-Ì�Ë4Ø2ÜzÊfÙ~ÊRÌ:Í;ð
É-ÊfÑ�Ø0ÊfÐ âKÔ�Ð�Þ�ä:Ît×�Ù-×�Ù-Ì�Í[ÊfË[Ë4×XÐ0Ð0ÊfÙ-×�Ñ�×fÓ-Í4Î[Ø2ÎtÒFáXÌyÒMÓ~Ê«Þ�Ì�å4×XË[Ê¢Ì�ÓñÑ:Ò-Ì�Í;ÎtØ2ßXÓñÙ-Ì
ÉMË[Ì�Ñ:Ø0Í4Ø0ßXÓ�Ê�Ð0×XÍpÊzÐ0íX×XË4Ø2Î[Þj×XÍ¦Ñ�Ð0øfÍ[Ø2Ñ�×XÍrÒFÎtØ0Ð2Ø0õ�ÊfÙ-×XÍ8Ì:Ó«Ð0Ê�ÊfÑ:Î[Ò~ÊfÐ2Ø0Ù~ÊfÙDâ

132547698;:=<?>98A@7BC:?8EDGF�2HDG8E<�IJ8;2
ò�×XÞj×¥Í4ÌúÞgÒ-Ì:Í4ÎtË[Ê�Ì�Ó Ì�Ð"ÎtË[ÊfÏ~Ê�å4×¥Ù-Ìúã<ÐK.�×XË4ÙL�M,	
 Û3�KÌ�ÜfÊzÓ-Ù-Ì�ËN����,�
gá

ì Êz×O��&	��
 Û	Ò-Ó�Þjä�Ît×�Ù-×wÙ-Ì¬ÞyÊmáX×fË¦×fË[Ù-Ì:ÓjÉ~ÊzËtÊwË[Ì�Í4×XÐ2ÜfÌ�Ë¦ÐWÊ'Ì:Ñ�Ò~ÊfÑ:Ø0ßXÓjÙ-Ìp×XÓ-Ù~Ê
É�×XË8Í4Ø0ÞgÒMÐWÊfÑ:Ø0ßXÓjÓ�ÒMÞjä:Ë[Ø0Ñ�Ê�É~ÊfËtÊgÌ:Ð)É-Ë4×XÉ6ßfÍ[Ø2Î[×gÙ-ÌwÐWÊ�É-Ë[×XÍ4É6Ì:Ñ�Ñ:Ø0ßXÓ�É�Ì:ÎtË4×XÐ0Ì:ËtÊ



P�Q%R�S7P;TVU0WXPZY�[7TVP]\�^XQ_\�P;U�`*P;Q aba$c
d�egfihkj�lgminpophKq�hkj�lropltsuhkswvxn%mby%f{z�ltm{z�e*mivbn|j�nH}~eZhks�j���fivbmbhkegz�n%vbmblt}KnpmbeZhkswvxn%m��
s�e*ophKlts�e*}��w�9e�j�h��Jnpmbn%s�ophke)o%ltsO}Kltf�oph�v�e*j�l*f��|y%vbl;j�l*f���n%}�e��]����z�mbnpfinpswv�e�j�l�npf
n%}�s�hK�tn%}�j�n�oplt�|z�}Kn$�ihkj�e*j7������npf�vxmblrn%s��Jl]�]��n�npf_�O�*f����*o%hk}9j�n�hK��z�}knp�|npswvxe*m
��vxe*��q�hKyps|z���npj�n3fbn%mVe*z�}Khkope*j�l�e�l*vbmxe*f�npo%��e*ophKlts�n%fVj�hK�Jn%mbn%s�ophke*}kn%f�z�e*mbo%h~e*}Knpf
d�hkz�npmbq��t}Khko5e�f��E��n)mbnp�E��hKnpminps�j�n�fbhk����}~e*o%hk�tsOs]����y%mbhkope��

� lt��n%s�opn%��l*f�e*}7n ��e*�|hks�e*mV}~e�e*z�mbl5�;hk��e*o%hk�tsZj�n{op��e*m�vxl�ltmij�npsgz�e*mbe�}~e
j�npmbh���e*j�e�o%npswvxmbe*j�eZfihk�|y%vxmihkope*��n%swvxn*��¡¢fivxeZnpo%��e*ophK�ts0fin�ltq�vbhknps�n��|npj�hke*swvxn
��e*s�hKz���}ke*ophK�ts£e�}k¤tn%q�mxe*hKo5e|j�n�}~e�n �;z�e*s�fihk�ts+j�n�¥�e5�]}kltm¦�£n%}�vxmi��s�o5e���hKnpswvxl
j�n)}KltfVvxy%mb�|hks�l*f§e|z�e*mivbhkmVj�n�}ke��]��hkswv�e�z�l�vxnps�oph~e;¨

©«ª#¬ ª#¬ ­%®

f ′(x) ≈
2

3∆x

[

f(x + ∆x) − f(x−∆x)−
1

8
(f(x + 2∆x) + f(x− 2∆x))

]

� lts�fbhKj�npmbe*s�j�l�}~e3vxy%ops�hKo5e�opltsw�*nps�o%hklts�e�}�j�n�mbn%fblt}K��ophK�ts��E��n�vbmxe*s�fi�Jltmi�Oe
}keAnpop��e*ophK�ts¯j�nglts�j�e=n%s¯��s°fbhKfivxn%�Oe+j�n�j�ltf|npo%��e*ophKlts�n%f�j�n�opl*sE�*npo%ophk�*s
e�opltz�}ke*j�e*f%±¢}~e*f|¡�²3³´q�e*fxe�j�e*fOn%s¯}ke=e*z�mbl5�;hk��e*ophK�tsNe*swvxn%mbhkl*m|}K}kn �*e�s¯e+}~e
�Jl*mb����}ke�j�n�hKvbnpmxe�ophk�*sr�]��n�fin�����npfivbmxe�nps�}~e*f§n%op��e�ophkl*s�npf�fbhK¤t��hKnpswvxn%fp�	¡¢fivbl
fin�d�e�opn�e*}Eoplt��q�hks�e*m9}ke*fCe*z�mbl5�;hk��e*o%hklts�n%f9j�n�o%��e*m�vxl_l*mbj�n%s�z�e*mbe¦}ke���e*mih~e*q�}Kn
n%fbz�e�oph~e�}7�r}~e�j�n�z�mihk�|npmVl*mbj�n%sµz�e�mxeH}~e���e*mbhke*q�}Kn_j�n{vxhKnp�|z�l�¨

©«ª#¬ ª#¬ ªp®

f(t + 1, xi) = f(t, xi)−
2a

3

(

g(t, xi+1)− g(t, xi−1)−
1

8
(g(t, xi+2)− g(t, xi−2))

)

©«ª#¬ ª#¬M¶·®

g(t + 1, xi) = g(t, xi)−
2a

3

(

f(t, xi+1)− f(t, xi−1)−
1

8
(f(t, xi+2)− f(t, xi−2))

)

¸ hkn%sEvbmxe*f��E��n�}~eH¡�²3³N�E��n�mbn%fb��}�v�eHj�n�}~eHe*z�mbl5�;hk��e*ophK�tsZj�n�op��e*mivbl|l*m��
j�nps?n%fbz�e�oph~e�}¢npf�fbn%s�ophK}k}~erj�n�hK��z�}Knp�|npswv�e�m3z�e*mbeg}kerfbhk����}~e*o%hk�tsAsE���|ypmihkope�±
��sµe�s��*}khKfbhKf�j�n3vbhkz�l�¹?e*mb�|hks�¤#�$º��*n%viv�»½¼�¾�¿7s�l|n%f§oplts�op}k�;�tnpswvbn)n%sgop��e*swvbl�e
}ke3oplts�fbhkf�vxn%s�ophke)j�n�}ke{¡�²_³uo%lts�}~e�¡�²3À?ltmihk¤thKs�e*};e)finpm�fbhK����}~e�j�e����Ce{n·��z�n �
mihk�|npswv�e�ophk�*s0sE����y%mbhKo5eOfi��¤thkn%mbnH}keOhks�o%lts�fihkfivbnps�o%h~e�±�}klZo%��e*}�s�lrnpf�opltmimbn%o%vxl
o%lt�|l|j�np�|ltfivbmxe*�|ltf§e*q�eG�il��
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Ó{Ô5Õ�ÖC×]Ø?ÙuÚ9×AÛ7ÜCØ?×EÝ#Þ�Ô�ßtÞ�Ø?à�á�× âpÞ�Ô

ã�ä�å�æbçkè|épæ�ê�é%ëxì*äkäKéVíEî�é�ïbé§å�î�épê�é�ð�ñ*ëxì*æ¢ê�é§äkì_òJñtæbè�î�ä~ì_ê�é�ì�å�æbñ5ó;çkè�ì*ôpçKõtð
é%ï�íEî�éOè|çké%ðwëxæxì�ï�äkñ*ï�è|ö%ëbñ;ê�ñ*ï�ê�é�å�æbçKè�é%æ)÷uïiépøtî�ð�ê�ñAñtæbê�épðùæiépíEî�çké%æbé%ðúçkæ
î�ð�ì¦ê�çKïiëxì*ð�ôpçkì

∆x
å�ì*æxì�ñtû�ëxé%ð�épæ�î�ð�ì�ê�çKòJé%æbépð�ôpç~ì§ü�ð�ç�ë�ì�ý!å�ì*æxì�î�ð�è|ö%ëbñ;ê�ñ�ê�é

ô%î�ì*æ�ëxñ�ñtæbê�épð|ïbõtäKñ)ïié�épð�ô%î�épðwëxæbì*ðOê�ñtï�å�î�ðwëxñtï�ì{äkñ{äkì*æbøtñ{ê�épä�é$þié�æié5ì*ä	ì{î�ð�ì
ê�çkïiëxì*ð�ô%ç~ì

∆x ÿ�� ñtï_ñ*ëxæiñtï3å�î�ðwëbñtï{ïbé�äKñ;ôpì*äkç��5ì*ðµì*ä�ê�ñtû�äKé�ê�éHé%ïxìZê�çKïië�ì�ð�ôpçkì ÿ� ç_ì*íEî�é%äkäKñtï�å�î�ðwëxñtï�å�î�épê�épð ïbé%æZæbé%épè|å�ä~ì��5ì*ê�ñ*ï�å�ñtæ|å�î�ðwëxñtïOì?ä~ì+è|çkïbè�ì
ê�çkïiëxì*ð�ô%ç~ì

∆x
ý�é%ðwëxñtð�ô%épï�épä�é$þié3ô%ñtè|å�äkéÒþiñ�ê�é%û�é{ïiépæVî�ëbçkäKç��5ì�ê�ñ ÿ�� ïbì*ð�ê�ñ�é%ïië�ìçKê�é5ì;ýCäkì�ïiñtäkî�ôpçkõ*ðùìµäkìµã
	�� å�î�é%ê�éOïiépæ�
]çKïbî�ì*äKç��pì*ê�ñgð�ñ0ô%ñtè�ñ�î�ð�ìµôpî�æ�
*ì

é%ðùä~ì�ê�çkè|épð�ïbçkõ*ð=æié5ì*ä�ýCïiçkð�ñµôpñtè|ñ£î�ð�ì£ïbî�å�é%æiü�ô%çkéOé%ðúépä�å�ä~ì�ð�ñµô%ñtè|å�äkéÒþiñ ÿã¢ä���é%ñtæbé%èOìZê�é��Vì*î�ô��w÷����¦ñ�
�ì*äKé�
]ï��#ì5÷wìgð�ñtï3øtì*æxì*ðwëbç��5ì|íEî�éHä~ìOïiñtäkî�ôpçkõ*ð£ïbé
é·ó]ëxçké%ð�ê�é���ì*ô%ç~ìHépäXå�ä~ì*ð�ñHô%ñtè|å�äkéÒþiñ�÷Zí]î�é)é%ïiëbé�é%ð�òJñ;íEî�é�é%ï�
� *äKçkê�ñ ÿ��ñtð�ïbçKê�épæié�äkì*ï§é ó;å�ì�ð�ïbçKñtð�épï�ê�é���ì5÷;äKñtæ§ïbçKøtî�çKépðwëxé%ï"!
#%$'& $'& (�)

f(x + i∆x) = f(x) + if ′(x)∆x −
1

2!
f ′′(x)∆x2 −

i

3!
f ′′′(x)∆x3 + O(∆x4)#%$'& $'&+*�)

f(x− i∆x) = f(x)− if ′(x)∆x −
1

2!
f ′′(x)∆x2 +

i

3!
f ′′′(x)∆x3 + O(∆x4)

� ñ=íEî�é0ïbçKøtî�é�ê�é£é%ïiëxì*ïOé%ôpî�ì*ô%çkñtð�épï�÷°ê�é�ä~ì+è�ì*ð�çkå�î�ä~ì*ô%çkõtð°ì*äKøtépû�æxì*ç%�
ôpìrê�çkæiépô5ì#ë{épï{äkìOòJõtæbè�î�ä~ì�ê�é�ì�å�æbñ5ó;çkè�ì*ôpçKõtð£ê�éHôpî�ì*æ�ëxñgñtæiê�épð+épðAòJñtæièOì#ëxñ
ô%ñtè|å�äkéÒþiñ,!

#%$'& $'& -�)
f ′(x) ≈

1

4h
[f(x + ∆x)− f(x−∆x)− i (f(x + i∆x) + f(x− i∆x))]

��ì*æbìNäkì?épô%î�ì*ô%çkõtð ê�éAñ*ð�ê�ì�ýVäkì*ïZã
	�.Lû�ì�ïxì*ê�ì�ïrépð ä~ìùì�å�æbñ5ó;çkè�ì*ôpçKõtð
ì�ðEëbépæiçkñtæ�äkäké/
�ì*ðOì�ä~ì*ï�òJñtæbè�î�ä~ì*ï�ê�é3ç�ëxépæbì*ôpçKõtð|í]î�é{ïbé3è�î�épïiëbæxì*ðZì�ôpñtðwëbçkðEî�ì'�
ô%çkõtð ÿ ã�ï�ëxñ�ïié0��ì�ôpé¦ì*ä	ôpñtè�û�çkð�ì*æ�ì*å�æbñ5ó;çkè�ì*ôpçKñtð�épï�ê�é�ôpî�ì*æiëbñ�ñtæiê�épðZå�ì*æxì�ä~ì
�ì*æiç~ì*û�äké3é%ïbå�ì*ô%ç~ì*ä�÷rê�é�å�æbçKè�é%æ§ñtæbê�épðgå�ì*æbì|äkì�
*ì�æbç~ì�û�äké3ê�é�ëbçké%è�å�ñ,!
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f(t + 1, xi) = f(t, xi)−
a
4 ( g(t, xi+1)− g(t, xi−1)

L�M�N M�N+OQP
−i(g(t, xi + i∆x)− g(t, xi − i∆x)) )

g(t + 1, xi) = g(t, xi)−
a
4 ( f(t, xi+1)− f(t, xi−1)

L�M�N M�NSR/TQP
−i(f(t, xi + i∆x)− f(t, xi − i∆x)) )

UWVYX[Z�\Y]�V_^�`�XbaF\Y^c\d]e\gfih,jlk"m�nYjo\d]�Vd]�\Y^�p_Vdq,`�]<`�rs`tm�uv\Yp_m�jF\Y^�m�V�Xs`wa,hl`"q,`�j
\�a,^�Vyx3m�uv\Y^�q,`�]�\zXs`"^sm�`tq,`�{�\y|3]�V_^[`"j;`�]�j,m}Z_`�]�q,`�~cm�`"uza@Vzk"VY^�^�`�X�aCV_j,q,m�`"j�~c`
\�]�^�`"`�uval]e\Y�"\Y^�]�V_X�Z�\Y]�V_^�`�Xtql`v]�\YX�q,`"^sm�Z�\YqF\YX�aCV_^t\Y��h,`"]�]�V_XEVY�l~c`�j,m�q,VYXtaCV_^
uv\Yj,m�a,h,]�\Yk"m�n_j>\Y]�p_`"�l^c\Ym�ky\l�

f ′(x) =
2

3h

[

a− b−
1

8
c +

1

8
d

]

,
�%�'� �'���/�c�

f ′′(x) =
4

3∆x2

[

a + b−
1

16
(c + d)−

7

8
f(x)

]

,
�%�'� �'���c�/�

f ′′′(x) = −
1

∆x3

[

a− b−
1

2
(c− d)

]

,
�%�'� �'���s�"�

f ′′′′(x) =
4!

6∆x4

[

−a− b +
1

4
(c + d) +

3

2
f(x)

]

,
�%�'� �'�����y�

a = f(x + ∆x), b = f(x−∆x), c = f(x + 2∆x), d = f(x− 2∆x).��\Y^�\�Xsh�^�`/fi`"^s`"j,k�me\�u��YX�\�q,`"]�\Yj�~c`Y�b]�V_X�\Y]�p_V_^�m}~cuzV_X���h,`�hl~�m�]�m��y\Yj�]�\YX
`�k"hF\�k"m�VYj,`"X�\Yj�~�`"^�m�V_^�`�XbaF\Y^�\gky\Y]�k"h,]�\Y^�]�V_X�Z�\Y]�V_^�`�X9q,`E]e\tfih,j,k"m�n_j�X�VY]�h,k�m�n_j�\
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Ú�ÜbåeÞgà�Ù,í,à�ß"ÞYíFÞ�Ú�Ù�÷+øùøùú¾ôlØ
Ü�ÝcçzÚ"Übå�çgé�ê,Ú�Ü�Ú�Ú"Üsä@Ú�ècÞ�íFÞYíFÞgÜsêoÜsÚ"ëzÚ�û�ÞYÙlöyÞ�ß"ç_Ù
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f(t + 1, xi) = f(t, xi)−
a
4 ( f(t, xi+1)− f(t, xi−1)

−i(f(t, xi + i∆x) − f(t, xi − i∆x)) )

�0Ú�ÞYé�ê��ùÜsÚ0ç_ólÝ�à�Ú�Ù,Ú�Ú"åFÝcì�è�ëzà�Ù,ç��_Ú"ÙlÚ"ècÞ�å�à�ö"ÞYí,ç�í,Ú[åeÞ�Ü�Ú�è�à�Ú[í,Ú¦üFç_ê,è�à�Ú"è�Ú�Ù
å�Þgí,à�èsÚ"ß�ß"à�áYÙ«èsÚyÞYå��

f(xj) = ceijk∆x,í,ç_Ù,ílÚtå�Þgß"ç_ÙlÜsÝ�Þ�Ù�Ý�Ú
k =

π

L
mÜ�Ú�ß"çYÙ,ç3ß�Úoß�ç_ëzç�Ú�åbÙ��,ëvÚ�è�ç�í,Ú�ç_Ù,íFÞ3ô þ�ç_ÙµÚ�å�å�ç±Ü�Ú«ç_ólÝcà�Ú"Ù,Ú�Ú�å9Ýcì�è�ëzà�Ù,ç

�YÚ"Ù,Ú�ècÞYå�à�öyÞ�í,ç�Ú"Ù«åeÞgí,à�è�Ú�ß"ß"à�á_Ù�à�ëvÞ��_à�ÙFÞYè�à�Þ��
f(xj ± i∆x) = ceik(j∆x±i∆x) = f(xj)e

∓k∆x,

í,Ú�í,ç_Ù,ílÚtÜsÚ�í,Ú"Üsä,è�Ú�Ù,í,Ú��

f(t + 1, xj) = f(t, xj)−
af(t, xj)

4

[

eik∆x − eik∆x
]

− if(t, xj)
[

e−k∆x − ek∆x
]

= f(t, xj)
[

1−
a

4
(2i senθ − 2i cos θ)

]

.

	�ç_è�Ú"å�å�ç�Ú�å
�¤ÞYß�Ý�ç_èbí,ÚtÞYëzä,å�à��FßyÞYß�à�á_Ù��
G = 1−

a

4
(2i senθ − 2i cos θ).
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f(t, xi) = f(t + 1, xi)−
a
4 [f(t + 1, xi+1)− f(t + 1, xi−1)

−i(f(t + 1, xi + i∆x) − f(t + 1, xi − i∆x))]

U\JIH�]AP�H�JLY6JL]A^_M�KOJ�P�J�[

|G| =

∣

∣

∣

∣

∣

1

1− ai
2 senθ − 2i cos θ

∣

∣

∣

∣

∣
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f(t + 1, xi) = f(t, xi)−
2a

3

(

g(t, xi+1)− g(t, xi−1)−
1

8
(g(t, xi+2)− g(t, xi−2))

)
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g(t + 1, xi) = g(t, xi)−
2a

3

(

f(t, xi+1)− f(t, xi−1)−
1

8
(f(t, xi+2)− f(t, xi−2))

)

Æ¦Ç�È6Ç�É3ÊbË�Ì3ÍZÊgÍZÎ�ÏtÇ�ÈaÍ�ÌiÊbÐrÏ�Ñ"Ò�Ñ�Ò�ÍsÓZÔiÇ�ÈCÏ�ÑLÑAÈCÒ�ÍZÎTÕiÇ�ÓZÉGÇ�ÇkÏ�È�Ö�×¢ÍZÎTÏ�ÉOÍ�ÊbËpÑ
Ë�Ç�È�Ç�Ì3ÑA×�Ë�Ô�Î�Ï6ÑA×=Î�ÑAÎ�ÍZ×ZØ¦ÌGÇdÍ�ÓZÔiÇ�Ó�ÉOÑAÎ�ÍZ×=Ç�Î�Ï6ÍZÈ6É3ÑAÈ6Í�×EÎ�Ñx×CÑAÎX×6Ô�ÙiÓ�ÉOÍ�Î�Ï6ÍZ×EÚAÇ
Û Ô�ÍuÈ6Í Û Ô�ÉOÍZÈCÍZÎbÒ�Í\Ë�Ô�Î�Ï6ÑA×|Î�ÑAÎ�ÍZ×ÜÇ�×CÝ/Ó�ÑAÊbÑ�Ò�ÍeË�Ô�Î�Ï�Ñ�×|ËiÇ�ÈCÍZ×�Þ_ÆaÇ�È�Ç�È6Í�×6ÑAÌ�ßAÍZÈ
Í�×CÏ6ÍIË�ÈCÑAà�Ì3ÍZÊbÇ�Ø�×CÍ�Ô_Ï�ÉOÌ3ÉOáZÇ�ÌGÇ�â?ãAÈCÊEÔ�ÌOÇEÒ�ÍLÉ3Ï�Í�È�Ç�Ó�ÉOãAÎRÓ�ÑAÊgË�ÌOÍ8ä6Ç�å

æ3ç�è ç�èêé�ë�ì

f(t + 1, xi) = f(t, xi)−
a

4
( g(t, xi+1)− g(t, xi−1)

−i(g(t, xi + ∆xi)− g(t, xi −∆xi)))

æ3ç�è ç�èêérí¤ì

g(t + 1, xi) = g(t, xi)−
a

4
( f(t, xi+1)− f(t, xi−1)

−i(f(t, xi + ∆xi)− f(t, xi −∆xi)))

î;Ç�×�ÍZÓZÔ�Ç�ÓZÉ3ÑAÎ�ÍZ×eÇ�Î�Ï6ÍZÈ6É3ÑAÈ6Í�×�Î�Ñ=ÉOÎ�ß�ÑAÌOÔ�Ó�È�Ç�Î�Î�É3Î�ïAð�ÎRË�Ô�Î�Ï�ÑTÎ�ÑAÎ
Ø�Ç�×6Ý Û Ô�Í
×CÑAÎ�Ç�Ò�ÍZÓ�ÔiÇ�ÒiÇ�×ÜËiÇ�È6Ç�Í�ÌpÊgÐ�Ï6Ñ_Ò�Ñ�Ò�Í\ÌGÇ�È6Ç�Ú"Ô�Í�ÌGÇ�Þ"î+ÇLð�Î�ÉOÓZÇ�Ò�É3ÙiÓ�Ô�Ì3Ï�Ç�ÒbÍ�× Û Ô�Í
Ì3ÑA×Eß�Ç�ÌOÑ�È6ÍZ×=Ò�ÍvÌOÇ�×Eâ?Ô�Î�Ó�ÉOÑAÎ�ÍZ×gÇxÌOÑnÌGÇ�ÈCïAÑxÒ�Í�Ì�Í¥äCÍ�ÉOÊbÇ�ïAÉ3ÎiÇ�È6É3Ñ�Ï�Ç�ÊEà�É3ÐZÎñ×6Í
ÈCÍ Û Ô�É3ÍZÈ6Í�Î
Þ
ò¢Î�Í�Ì¦Î�É�ßAÍ�Ì¦Ç�ÓrÏ�ÔiÇ�ÌaÒ�ÍIÏ�ÉOÍ�ÊbËpÑgÎ�Ñ�ÕiÇ�Ú�Ë�È6ÑAà�ÌOÍZÊbÇbÓ�ÑAÎ�Í�×CÏ�Ñ�ØpÚAÇ
Û Ô�Í�Ë�Ô�Í�Ò�ÍZÎ�×6ÍZÈaÓ�Ç�Ì3ÓZÔ�ÌOÇ�Ò�ÑA×�Ò�ÍÜÌOÇ�×+Író_ËiÇ�Î�×CÉOÑAÎ�ÍZ×¦Ò�ÍÜôaÇ�Ú_Ì3ÑAÈ+ÓZÑAÎIÌGÇ�×
â?Ñ�È6ÊEÔ�ÌOÇ�×
É3Ê$Ç�ïAË�ÌOÔ�×�ÍbÉOÊbÇ�ïAÊgÉOÎ�Ô�×�Þ�Æ¦Ç�È6ÇdÌOÑ�×Iß�Ç�ÌOÑ�È6ÍZ×�Ò�ÍbÌGÇ�×CÑAÌOÔ�ÓZÉOã�Î Ç�Ë�ÈCÑ�ó�É3Ê$Ç�ÒiÇ�Ç
Ì3ÑRÌGÇ�ÈCïAÑRÒ�Í�Ì¢Í¥äCÍTÉOÊbÇ�ïAÉ3ÎiÇ�È6É3ÑbÍ�Î�Í�Ì¢×6É3ïAÔ�ÉOÍ�Î�Ï�Í=Î�É�ßAÍZÌ¢Ò�ÍEÏ�ÉOÍ�ÊbËpÑ�Ø/ÍZÌ¢ÊgÐ�Ï�Ñ"Ò�Ñ
õeÇ�Ú"Ô�ÍZÌOÇkö¥ò¢÷�Ô�Ï6ÉOÌOÉ3á�ÇeÔ�ÎTÍZÎ�â?Ñ Û Ô�Í�Ò�Í�Ë�ÈCÍZÒ�É3ÓZÓZÉ3ãAÎ)ø�Ó�ÑAÈ6ÈCÍZÓ�ÓZÉOã�Î
Ø�Ó�ÑAÊbÑLÇ Û Ô�ÍZÌOÌ3ÑA×
Ò�Í�Ì3ÑA×&ÊgÐ�Ï6Ñ_Ò�Ñ�×�Ò�Í�ùdÇ�Ó�ú|ÑAÈ6ÊbÇ�Ótû�ÑTÒ�Í�î+Çkó�öýü�ÍZÎ�Ò�È6Ñ�þxÒ�Í�Ò�ÑA×sËiÇ�×CÑA×ZÞpú|ÑAÎ
Í�×CÏ6ÑA×Üß�Ç�Ì3ÑAÈ6Í�×ÜË�ÈCÍZÒ�É3ÓtÕ�ÑA×�Ø_Ì3ÑA×¢ß�Ç�ÌOÑAÈCÍZ×�ÓZÑAÈCÈ6ÍZï�ÉOÒ�ÑA×�ËiÇ�È6ÇIÌ3ÑA×�Ë�Ô�Î�Ï�ÑA×ÜÎ�ÑAÎ�Í�×|Í�Î
Í�Ì¢×6É3ïAÔ�ÉOÍ�Î�Ï�Í=Î�É�ßAÍZÌ¢Ò�ÍEÏ�ÉOÍ�ÊbËpÑR×6ÍTÑAà_Ï�ÉOÍ�Î�ÍZÎ-ÓZÑ�Î-ÌOÇ�×�ÍZÓ�ÔiÇ�Ó�ÉOÑAÎ�Í�×�Ç�Î�Ï�ÍZÈCÉOÑAÈCÍZ×
Ë�Ç�È�Ç=ÓZÍ�È6È6Ç�ÈsÍZÌ�ÓZÉ3ÓZÌ3Ñ=É3Ï�Í�È�Ç�Ï6É3ß�Ñ�Þ

ò�Ì+Ç�ÌOïAÑAÈCÉ3Ï6ÊbÑIÒ�ÍZÌ�ÊgÐ�Ï6Ñ_Ò�ÑT×CÍ�Ò�ÍZ×6Ó�È6É3à/ÍLÒ�ÍLÌGÇ=×CÉOïAÔ�É3ÍZÎ�Ï�Í�ÊbÇ�Î�Í�È�Ç�å
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ρut + Px = 0
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P (x, 0) = 200(x− 1), 1,0 ≤ x ≤ 1,5

P (x, 0) = 200(2− x), 1,5 ≤ x ≤ 2,0Ò »e¾+¹�Å-ÇU¼4À-Ï5ºE¸�ÓU»'¼4¿=»P¸1¾�ÇUº%»e¹5ºU·U»eÔ#ÇU¸�¾+¸ Á Çp¸4Õ5¸�¸1º�Åv»�·UÀ2É+¸4¼1¼1À2Ï5ºÐË�¹�¾+À2¿+À2Õ'»Ì�ºU¸1Ö�»N¿�À2Õ'»pÃ
Ò »'¾�×%Ö5ÇUÉ+»�¾�ØUÃÙØUÃ�Ú�ÛÝÜ�ØUÃÙØUÃ�ÚÝÞdß Á ÇU¸4¾c¿�É+»�ºOÅv»\¾+¹5Å2ÇU¼1À2Ï5ºO»�ËUÉc¹{ÓpÀ Á »'·%»�àcÇUº�¿�¹»/Åv»J¾+¹�Å-ÇU¼4À-Ï5ºá¸âÓp»�¼â¿=»!ËU»�É�»�¿�É+¸4¾ Á/ã ¿+¹d·p¹5¾k·pÀ-¾c¿+À-º�¿�¹�¾P·p¸1¾+ËpÇU¸1¾j·p¸!ÚÝä'Û/À�¿�¸1É+»Nå¼4À-¹5ºp¸1¾1Ã�æk¸�¸4¾c¿=»'¾P×%Ö�ÇUÉ�»�¾e¾c¸�ËUÇp¸1·U¸�ºU¹�¿=»'ÉHÔ�Çp¸�Å-»�¾c¹5Å-Çp¼1À-Ï�º\»'ËUÉ+¹{ÓdÀ Á »�·%»�·U¸¿+¹d·p¹5¾MÅ2¹5¾ Á!ã ¿�¹�·U¹5¾M»k¸�Óp¼4¸1Ë�¼1À2Ï5º�·U¸4Å Á/ã ¿+¹d·p¹~çP»{ÌdÇp¸1Åv»Ýå�Ä�Ø~¾c¸èÕ'»�º9Ô#ÇU¸4·%»�ºU·p¹»N¿�É�È'¾�·U¸HÅv»j¾c¹5Å-ÇU¼4À-Ï5º9¸âÓp»�¼4¿�»pÃ#Ä�Å Á/ã ¿�¹�·U¹ÐçP»{ÌdÇp¸1Åv»Ýå�Ä�ØEËUÉ+¸4·UÀ-¼4¸HÅv»~Õ�¸1Å-¹�¼1À2·%»�··p¸u¹�ºU·%»J¼1¹5º Á »�Ì�¹5Ée¼1¸4Éc¿�¸4é{»pÃ

êèëíì�îDï7ðòñ
óôñ�óöõ5÷�ó~ø À�Õ5¸1Å7·p¸Ð¿+À-¸ Á Ë�¹�ÚÝä�ÛJË%»'É�»J¸1Å Á/ã ¿+¹d·U¹ Ò ¸{»'ËpùöÉ+¹5Ö

−10

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

P
re

ss
ur

e 
P

(x
,t)

, P
a

Location x, m

x step size=0.050000, time step size=0.002500, time steps=1500

Exact solution
Leapfrog

ú »�É+»?¸1Åè¼{»�¾c¹x·U¸�Å-»á¿+¹ Á ¹�Ö5É�»'ùöû-»�·U¸�Ë�¹5é1¹�¾�»�ËUÅ2À-¼1»�·U¹\»\Åv»áËUÉ+¹�¾+Ë�¸1¼1¼4À-Ï5ºË�¸4¿+É+¹5Å2¸1É+»�¼1¹5º
Åv»üÀ-º�¿+¸1ºU¼4À-Ï5ºy·U¸�É+¸4·U¸1¼4À-ÉEÅ-»�¼4¹5ºp×%Ö�ÇUÉ�»�¼4À-Ï5ºy·U¸JÌ5»�¼1À Á À2¸1º�¿�¹5¾4ß¸4ÅèËpÇUº�¿�¹ Á È�¾�À Á Ë�¹5ÉÍ¿=»�º�¿�¸/» Á ¸4·UÀ-Éu¸1º]Å-»\¸4¼1Ç%»�¼4À-Ï5º)·U¸�¹5ºp·%»?¸1¾�ËUÉ+¸4¼1À2¾�»Nå
Á ¸1º�¿+¸uÅ-»�»�Å2¿+¸1É�»'¼1À-Ï�ºü¸1º?Å-»�Õ5¸1Å2¹d¼4À-·%»'·á·p¸uÅ-»J¹5ºU·%»pÃ ú ¹5ÉP¸1Å-Å2¹J¸1¾PÀ Á Ë�¹�Éc¿=»'º#¿+¸



ý�þ�ÿ����������
	���
���ý�þ����2ý�� �����

�������! #"%$�&'$�&)(*(*&,+,-/.�021�3*0546-7098;:=<?>A@�BC:ED�F6DC021#8HG94I<�3J<;KLD�MONP<QF68;D�MSR

−10

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

P
re

ss
ur

e 
P

(x
,t)

, P
a

Location x, m

x step size=0.050000, time step size=0.002500, time steps=1500

Exact solution
MacCormack
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