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Resumen

La optimizacién mediante cimulos de particulas (Particle Swarm Opti-
mization o PSO) es una heuristica relativamente reciente que estd inspirada
en los patrones de vuelo de las aves [27]. Su éxito en los diversos proble-
mas de optimizacién han hecho muy popular a esta heuristica en una amplia
variedad de disciplinas. Sin embargo, a pesar de esta popularidad, existen
todavia muy pocas propuestas de mecanismos para manejo de restricciones
que hayan sido disenados especificamente para PSO.

Esta tesis precisamente introduce un nuevo esquema de manejo de res-
tricciones disenado especificamente para PSO, a la cual denominamos TIPSO
(Improved Particle Swarm Optimization). La propuesta es validada usando
un conjunto estandar de funciones de prueba usado comunmente en la lite-
ratura especializada [32]. El desempeno del algoritmo propuesto se compara
con respecto al de otras tres técnicas representativas del estado del arte en
el drea (jerarquias estocésticas [36], mapas homomorfos [29] y la propuesta
por Toscano y Coello [34]).

El analisis de resultados indican que el mecanismo propuesto IPSO consti-
tuye una alternativa prometedora para el uso del PSO en optimizacién global
con restricciones.
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Abstract

Particle Swarm Optimization (PSO) is a relatively recent heuristic ins-
pired on the flight patterns of a flock of birds [27]. Its success in diverse
optimization problems have made PSO very popular in a wide variety of
disciplines. However, despite its popularity, there still are very few proposals
of constraint-handling mechanisms that have been specifically designed for
PSO.

This masters thesis precisely introduces a new constraint-handling scheme
which was specifically designed for PSO, and which is called IPSO (Improved
Particle Swarm Optimization). The proposed approach is validated using a
set of standard test functions that has been commonly adopted in the specia-
lized literature [36]. The performance of the proposed approach is compared
with respect to that of three other techniques which are representative of the
state-of-the-art in the area (stochastic ranking [36], homomorphous maps [29]
and the proposal of Toscano and Coello [34]).

The analysis of results indicates that the proposed TIPSO constitutes a
promising alternative for using PSO in constrained global optimization.
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Capitulo 1

Introduccion

La “optimizacion mediante cimulos de particulas” cominmente conocida
como PSO (por las siglas de su nombre en ingés: Particle Swarm Optimiza-
tion) ha sido utilizada en diversas aplicaciones en los ltimos afios, gozando
de gran popularidad y éxito. Esta técnica se inspiré en el vuelo de las parvadas
de aves que salen en busca de comida [27]. PSO es cominmente considerado
un algoritmo evolutivo, al igual que los algoritmos genéticos, la programacion
evolutiva y las estrategias evolutivas.

En el campo de la optimizacién existen diferentes tipos de problemas, tales
como la optimizacion global, optimizaciéon multiobjetivo y la optimizacion
dinamica. Los algoritmos evolutivos, tales como el PSO, suelen utilizarse en
optimizacién no lineal tanto mono-objetivo (global) como multiobjetivo. Sin
embargo, a pesar de la popularidad del PSO como optimizador global, es
muy escaso el trabajo existente en torno al disefio de esquemas para manejo
de restricciones. Ese es precisamente el tema principal de esta tesis, en la
cual se estudiara el uso de PSO en espacios de buisqueda restringidos.

Los intentos mas importantes de adicionar mecanismos de restricciones
en el PSO son los siguientes:

= Parsopoulos y Vrahatis propusieron en 2002 [33] un mecanismo de res-
tricciones basado en la penalizacién multi-etapas no-estacionaria, es
decir, que los valores de las penalizaciones se modifican dindmicamen-
te. Este método no se validé con las funciones més representativas del
area de manejo de restricciones.

= Hu y Eberhart [24], propusieron un esquema de penalizacién para pro-
blemas con restricciones no lineales, el cual consiste en crear particulas
que no violen ninguna restricciéon. Los autores no indican cudl es el
costo computacional para lograr que la poblacién sea factible, aunque
reportan pocas evaluaciones a la funcién de aptitud. En sus resultados
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tampoco incluyen dos funciones de prueba (particularmente dificiles)
que se encuentran en [36] (g05 y g13).

= Toscano Pulido y Coello Coello [34] propusieron un algoritmo para
manejo de restricciones en PSO, el cual se aplica al momento de se-
leccionar un lider. Este esquema permite la selecciéon de un lider atn
cuando éste es infactible. Esto permite al PSO oscilar entre la region
factible y no factible. Se reportan resultados competitivos, aunque, con
menor robustez.

Solo en el caso del mecanismo propuesto por Toscano Pulido y Coello
Coello [34] se hacen comparaciones con la técnica més representativa del
estado del arte propuesta por Tomas P. Runarsson y Xin Yao en 2000 [36].
En la presente tesis hacemos un analisis de nuestros resultados obtenidos y
comparamos contra estas dos técnicas [34, 36] y una técnica adicional que
son los mapas homomorfos propuesta por S. Koziel y Z. Michalewicz en el
afio de 1999 [29]. El niimero de evaluaciones a la funcién objetivo de nuestro
algoritmo propuesto IPSO es de 350,000 a fin de poder hacer una comparacion
justa con los otros métodos [34, 36]. Cabe mencionar que en [29] el nimero
de evaluaciones fue de 1,400,000.

Esta tesis estd dividida en 6 capitulos y estd organizada de la siquiente
manera: En el capitulo 2 introducimos conceptos basicos de la computacién
evolutiva describiendo los diferentes paradigmas que la constituyen. Adicio-
nalmente, vemos cémo el PSO tiene una estrecha relacién con la computaciéon
evolutiva. En el capitulo 3 definimos lo que son problemas de optimizacién
global con restricciones y revisamos los esquemas de manejo de restricciones
mas representativos del estado del arte, incluyendo los que se han propues-
to para el PSO hasta la fecha. En el capitulo 4 describimos y justificamos
el funcionamiento de nuestra técnica utilizada para resolver problemas de
optimizacién global con restricciones (IPSO). En el capitulo 5, describimos
las funciones de prueba adoptadas para nuestro estudio y los resultados ob-
tenidos por nuestro algoritmo. En el iltimo capitulo presentamos nuestras
conclusiones y algunas posibles lineas de trabajo futuro.



Capitulo 2

Computacion evolutiva

N EL PRESENTE CAPITULO daremos una introduccién a la computacién
E evolutiva y sus principales paradigmas. Se incluye también una breve
introduccién a la técnica denominada optimizacion mediante cumulos de
particulas (PSO, por sus siglas en inglés), indicdndose la relacién que ésta
guarda con la computacién evolutiva.

2.1. Principios basicos de la computacion evo-
lutiva

La computacién evolutiva (CE), se refiere a aquellas técnicas para resol-
ver problemas que se basan en el principio de la seleccién natural, esto es, la
supervivencia del més apto. La CE engloba a técnicas estocdsticas de biisque-
da y optimizacién. Su naturaleza estocastica implica que los resultados que
producen estas técnicas varian de una ejecucién a otra y de ahi que no se
pueda garantizar que encontraran siempre la mejor soluciéon posible a un pro-
blema dado. Sin embargo, su desempeno promedio suele ser muy bueno en
problemas de alta complejidad para los cuales los algoritmos deterministas
requeririan costos computacionales prohibitivamente altos.

En términos generales, se puede decir que para poder simular el proceso
evolutivo en una computadora se requiere:

Codificar estructuras que se replicaran.

= Operaciones que afecten a los individuos.

Una funcién de aptitud. RE

Un mecanismo de seleccién.
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El modelo en general de la computacién evolutiva consiste de una pobla-
cton de individuos llamados cromosomas en los cuales se codifican las carac-
teristicas de las soluciones potenciales a un problema. Estas caracteristicas
son los genes del individuo o del cromosoma y cada uno de sus valores se deno-
mina alelo. En cada generacion, los individuos compiten por su supervivencia,
pero aquellos con las mejores capacidades tienen mayor oportunidad de re-
producirse. La descendencia es generada mediante la combinacién de partes
de los cromosomas de los padres, es decir mediante la cruza. Adicionalmente,
también suele presentarse algin tipo de mutacidn (o cambio aleatorio de los
alelos de un cromosoma) que altera el cromosoma del individuo. La medida
de las habilidades y capacidades del individuo se ve plasmada en su valor de
aptitud que refleja cudl es el desempeinio de la solucién que representa dicho
individuo para el problema propuesto [13].

2.2. Principales paradigmas

Hoy en dia es cada vez mas dificil distinguir las diferencias entre los distintos
tipos de algoritmos evolutivos existentes. Sin embargo, por razones sobre
todo histdricas, suele hablarse de tres paradigmas principales [18, 12]:

1. Programacién evolutiva.
2. Estrategias evolutivas.
3. Algoritmos genéticos.

Cada uno de estos paradigmas se origind de manera independiente y con
motivaciones muy distintas. A continuacion se presenta una revisién breve
de cada uno de éstos.

2.2.1. Programacién evolutiva

Lawrence J. Fogel propuso en los 1960s una técnica denominada “progra-
macién evolutiva”, en la cual la inteligencia se ve como un comportamiento
adaptativo [17, 18]. La programacién evolutiva enfatiza los nexos de compor-
tamiento entre padres e hijos, en vez de buscar emular operadores genéticos
especificos (como en el caso de los algoritmos genéticos).

La programacién evolutiva es una abstracciéon de la evoluciéon a nivel de
las especies, por lo que no se requiere el uso de un operador de recombinacién
(diferentes especies no se pueden cruzar entre si). Asimismo, este algoritmo
usa una seleccion probabilistica.

Algunas aplicaciones de la programacion evolutiva son [16]:
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Figura 2.1: Lawrence J. Fogel.

Algoritmo 1: Algoritmo de la programacién evolutiva

1 begin

2 Generar aleatoriamente una poblacion inicial.

3 Aplicar mutacion.

4 Calcular la aptitud de cada hijo y usar un proceso de seleccion
mediante torneo (normalmente estocdstico) para determinar
cudles serdn las soluciones que se retendrdn.

Ir al paso 8 hasta cumplir la condicion de paro.

6 end

» Prediccién.

= Generalizacién.

= Juegos.

= Control automaético.

= Problema del viajero.

= Planeacion de rutas.

= Diseno y entrenamiento de redes neuronales.

= Reconocimiento de patrones.

2.2.2. Estrategias evolutivas

Las estrategias evolutivas (EEs) fueron desarrolladas en 1964 por un gru-
po de estudiantes de ingenieria de Alemania encabezados por Ingo Rechen-
berg, Hans-Paul Schwefel y Paul Bienert [2]. La motivacién original de las
EEs fue resolver problemas hidrodindmicos de alto grado de complejidad y
que eran intratables con las técnicas clasicas de optimizacion de la época.

Las EEs son una abstraccién a nivel de los individuos, por lo que si existe
un operador de cruza, que puede ser sexual (dos padres) o panmitica (mds de
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Figura 2.2: Ingo Rechenberg.

dos padres). Sin embargo, la cruza es un operador secundario y la mutacién
es el operador principal. Su seleccién es deterministica y extintiva (los peores
individuos de la poblacién tienen cero probabilidades de sobrevivir).

La EE llamada (u+ 1) — EF ya utiliza una poblacién. Hay p padres y se
genera un solo hijo, el cual puede reemplazar al peor padre. Por otro lado,
Schwefel introdujo en 1975 el uso de miltiples hijos en las EEs llamadas (u+
A)—FEFEy (14, A\)— FEE. En la primera, los mejores p individuos obtenidos de la
unién de padres e hijos se preservan (poblacién traslapable). En la segunda,
sélo los mejores p hijos de la siguiente generacién sobreviven (poblacién no
traslapable).

El procedimiento es el que utilizan las estrategias evolutivas (en su versién
mds general):

Algoritmo 2: Algoritmo bésico de una estrategia evolutiva

1 begin

2 Inicializar una poblacion aleatoriamente.

3 Llevan a cabo la operacion de recombinacion usando i padres
para generar A hijos.

4 Se efectia la operacion de mutacion sobre los hijos.

Se evaludn ya sea sdlo los hijos (si se trata de una estrategia
(i, A)), 0 ambos, padres e hijos (si se trata de una estrategia

(h+ X))

6 Se selecciona a los p individuos que formardn la nueva
poblacion.

7 Ir al paso 3 hasta cumplir la condicion de paro.

8 end

Las EEs se han aplicado a problemas como [37]:
= Ruteo y redes.
» Bioquimica.

= Optica.
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=
Figura 2.3: John H. Holland.

= Diseno de ingenieria.

= Magnetismo.

2.2.3. Algoritmos genéticos

En la década de los 1960s John H. Holland se interesé en estudiar los pro-
cesos involucrados en la adaptacion. Inspirado por los estudios realizados en
aquella época con autématas celulares [5], y redes neuronales [38, 20], Holland
se percaté de que el uso de reglas simples podria generar comportamientos
flexibles, y visualizé la posibilidad de estudiar la evolucién de comporta-
mientos en un mismo sistema complejo. Holland advirtié que un estudio de
la adaptacién debia reconocer que [20, 21]:

1. La adaptacién ocurre en un ambiente.
2. La adaptacion es un proceso poblacional.

3. Los comportamientos individuales pueden representarse mediante pro-
gramas.

4. Pueden generarse nuevos comportamientos mediante variaciones alea-
torias de los programas.

5. Las salidas de dos programas normalmente estan relacionadas si sus
estructuras estan relacionadas.

De tal forma, Holland vio el proceso de adaptacion en términos de un
formalismo en el que los programas de una poblacién interactian y mejoran
con base en un cierto ambiente que determina lo apropiado de su compor-
tamiento. El combinar variaciones aleatorias con un proceso de seleccién (en
funcion de qué tan apropiado fuese el comportamiento de un programa da-
do), debia entonces conducir a un sistema adaptativo general. En el afio de
1975 Holland publicé un libro donde dio a conocer su sistema desarrollado a
mediados de los 1960s, al cual denominé “plan reproductivo genético” [22],
aunque después se popularizé bajo el nombre de “algoritmo genético”. El
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algoritmo genético (AG) trabaja a nivel del genotipo y su operador prima-
rio es la cruza sexual ya que modela la evolucién a nivel de los individuos;
el operador secundario de un AG es la mutacién. La manera de seleccionar
individuos es probabilistica basada en aptitud.

Aunque concebido originalmente en el contexto del aprendizaje de ma-
quina, el AG se ha utilizado mucho en optimizacion, siendo una técnica su-
mamente popular en la actualidad.

Algoritmo 3: Algoritmo bésico de un algoritmo genéitco

1 begin

2 Inicializar una poblacion aleatoriamente.

3 Calcular la aptitud de cada individuo.

4 Aplicar operadores de reproduccion para producir la siguiente
generacion (cruza y mutacion).

5 Ir al paso 3 hasta cumplir la condicion de paro.

6 end

Algunas aplicaciones de los AGs se muestran a continuacién [19]:

= Optimizacién (estructural, numérica, combinatoria).

Aprendizaje de méquina (sistemas de clasificadores).

Bases de datos (optimizacién de consultas).

» Reconocimiento de patrones (imégenes).

Generacién de graméticas (regulares, libres de contexto).

Planeacién de movimientos de robots.

Prediccién.

2.3. Optimizacion mediante cimulos de par-
ticulas

En 1995, James Kennedy y Russell Eberhart [26], propusieron una nueva
heuristica a la que denominaron “optimizacion mediante ciimulos de particu-
las” (Particle Swarm Optimization - PSO). La idea central de este paradigma
es la de simular los movimientos de un grupo de aves o peces que intentan
encontrar comida. La técnica puede ser vista como un algoritmo de compor-
tamiento distribuido que lleva a cabo una busqueda multidimensional. Son
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Figura 2.4: James Kennedy.

muchas las similitudes que comparte la técnica del PSO con los algoritmos
evolutivos, entre las cuales destacan las siguientes:

= Utilizan una poblacion de posibles soluciones.

= Se calcula la aptitud de cada particula de acuerdo a una funcién defi-
nida para el problema.

» Utilizan una férmula para actualizar la velocidad de cada individuo
(particula) de manera andloga (aunque no equivalente) a un operador
de mutacién.

2.3.1. Algoritmo basico del PSO

El proceso original del PSO, tal y como lo muestran Eberhart y Shi en
[11], se muestra en el siguiente algoritmo 4.
donde V EL[i] es la velocidad de la particula i, w es el peso inercial, R; y Ry
son valores aleatorios entre [0, 1], C; y Cy son valores definidos por el usuario
que permanecen constantes a lo largo del proceso (normalmente su valor se
encuentra entre [0, 2]), PBESTYi] es el mejor valor (lugar) que la particula
i ha encontrado (visitado), GBESTi] es la mejor particula de la poblacién
hasta la generacién T, POP]i] es el valor de la particula i

A pesar de que el PSO tiene algunas diferencias con la CE (notablemente
el uso de lideres para guiar la bisqueda), se le suele considerar un paradigma
mds de ella [26, 13].

2.3.2. Aplicaciones del PSO

Algunas aplicaciones del PSO son las siguientes [26, 14]:
» Balanceo de pesos en redes neuronales.
= Diseno de circuitos combinatorios.

= Optimizaciéon numeérica.
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Algoritmo 4: Algoritmo bésico del PSO

1 begin

2

Inicializar una poblacion de particulas con posiciones y
velocidades aleatorias en las d dimensiones dentro del espacio
del problema. ; Evaluar el grado de aptitud con la funcion a
optimizar con las d variables de decision, para cada particula.
Comparar las aptitudes de las particulas evaluadas con el mejor
pbest de cada particula. St el valor actual es mejor que pbest,
entonces actualizar el valor de pbest con el valor actual de la
particula, y la posicion de pbest igualarla a la posicion actual
en el espacio d-dimensional.

Cambiar la velocidad y posicion de la particula de acuerdo a
las ecuaciones siguientes:

VEL[]] = VEL[i]*w+ Cy * R, * (PBESTS[i] — POPJi])
+Cy % Ry % (GBESTYi] — POPJi]) (2.1)

POP[i] = POPJi| + VEL]i] (2.2)

Ir al paso 3 hasta que se cumpla el criterio de detencion. Dicho
criterio de detencion es un valor suficientemente bueno para la
aptitud o un mdzimo nimero de iteraciones (generaciones).

6 end
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» Programacién de tareas.

= Control éptimo.
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Capitulo 3

Manejo de restricciones en
computacion evolutiva

0S ALGORITMOS de optimizacién en su forma original son técnicas para
L optimizacion sin restricciones. De ahi la necesidad de implementar técni-
cas que permitan incorporar la informacion pertinente sobre la violacién de
restricciones en la funcién de aptitud. En las siguientes secciones daremos
una revision a la definicion del problema que es objeto de estudio en esta
tesis y a las diferentes técnicas de penalizacién existentes. En cada caso, se
discutiran las principales limitantes de cada técnica.

3.1. Definicion del problema

Refiriéndonos al dominio de la optimizacion numérica, un problema a
resolverse se describe de la siguiente manera:
Encontrar X tal que optimice f(X)
Sujeta a:
g:(X) <0, 1=1,..,n (3.1)

hi(X)=0, j=1,..,p (3.2)

donde X es un vector de soluciones X = [z1,Zo, ..., 7,]T, n es el nimero de
restricciones de desigualdad y p es el nimero de restricciones de igualdad.
Ambos tipos de restricciones pueden ser tanto lineales como no lineales.

Denominaremos con k a la zona factible del espacio de bisqueda 3 de tal
forma que (k C ) como se muestra en la figura 3.1. Para una restriccién de
desigualdad que satisfaga g;(X) = 0, entonces decimos que dicha restriccién
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Figura 3.1: Espacio de bisqueda y region factible.

estd activa en x. Todas las restricciones de igualdad h; (sin importar del valor
valor de z utilizado) las consideramos activas en todos los puntos de F.

Existen problemas en los cuales la zona factible resulta ser pequeiia y
dificil de localizar dentro de un espacio de bisqueda muy grande (p. ej.
cuando la zona factible es disjunta). Particularmente es en este tipo de pro-
blemas en los cuales resulta més ttil el uso de heuristicas tales como el
algoritmo genético. De tal forma, las técnicas evolutivas suelen utilizarse en
optimizacion no lineal y con problemas que tienen funciones objetivo no di-
ferenciables, con ruido o dinamicas. Asimismo, las técnicas evolutivas suelen
utilizarse en problemas en los que tanto la forma del espacio de bisqueda
como la ubicacién exacta del éptimo global se desconocen.

3.2. Funciones de penalizacién

Son la técnica mas comun de incorporacién de restricciones en la funcién
de aptitud. La idea bésica es extender el dominio de la funcién de aptitud
usando:

fitness(X) = fi(X) £ Qs (3.3)
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donde:
Qi=cx Y g(X) (3.4)

para todas las restricciones violadas. En esta expresion, ¢ es un factor de
penalizaciéon definido por el usuario.

Hay al menos tres formas de penalizar a un individuo de acuerdo a su
violacién de las restricciones [35]:

= Puede penalizarsele simplemente por no ser factible, sin usar ninguna
informacién sobre qué tan cerca se encuentra de la regién factible.

= Puede usarse la ‘cantidad’ de infactibilidad de un individuo para de-
terminar su penalizacién correspondiente.

= Puede usarse el esfuerzo de ‘reparar’ al individuo (o sea, el costo de
hacerlo factible) como parte de la penalizacidn.

Richardson et al. [35] definieron algunas de las reglas basicas para disenar
una funcién de penalizacién:

1. Las penalizaciones que son funciones de la distancia a la zona factible
son mejores que aquellas que son sélo funciones del nimero de restric-
ciones violadas.

2. Para un problema con pocas variables y pocas restricciones, una pe-
nalizacién que sea solo funcién del niimero de restricciones violadas no
producird ninguna solucién factible.

3. Pueden construirse buenos factores de penalizacién a partir de 2 fac-
tores: el costo del cumplimiento maximo y el costo de cumplimiento
esperado. El primero de ellos se refiere al costo de hacer factible a una
solucion infactible.

4. Las penalizaciones deben estar cerca del costo de cumplimiento espe-
rado, pero no deben caer frecuentemente por debajo de él. Entre mas
preciso sea el factor de penalizacién, mejores resultaran las soluciones
producidas. Cuando una penalizacién frecuentemente subestime el cos-
to de cumplimiento, el proceso de busqueda fallara.

Existen, sin embargo, varios problemas para definir una funcién de penaliza-
cion:

1. No es obvio combinar los 2 factores de los que hablan Richardson et al.
[35] en una funcién de penalizacién.
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2. Definir los valores éptimos del factor de penalizacién es una tarea vir-
tualmente imposible a menos que conozcamos el problema a fondo, en
cuyo caso puede disenarse una funciéon de penalizacién a la medida,
pero hacerlo resultara de cualquier forma innecesaria ya que el 6ptimo
podra determinarse por métodos analiticos exactos.

3. El costo del cumplimiento esperado normalmente tiene que estimarse
mediante métodos alternativos (por ejemplo, estimando el grado de
violacién de las restricciones) que pueden ser dificiles de implementar.

A continuacion revisaremos rapidamente diversas variantes de la funcién de
penalizacién que se han propuesto en la literatura, comentando brevemente
acerca de las ventajas y desventajas de cada una.

3.2.1. Pena de muerte

En las estrategias evolutivas ha sido popular una técnica a la que se le
conoce como “pena de muerte”, y que consiste en asignar una aptitud de
cero a un individuo que no sea factible, y tomar el valor de la funcién de
aptitud para los que si lo sean [37, 3]. Otra variante de esta técnica consiste
en desechar a los individuos infactibles, volviéndolos a generar nuevamente.

Andlisis.

Esta técnica es muy eficiente porque no tenemos que recalcular las res-
tricciones o la funcién objetivo ni tenemos que reparar a los individuos no
factibles. Sin embargo, tiene varios inconvenientes. Por ejemplo, si la po-
blacién inicial no tiene ningin individuo factible, la bisqueda no progre-
sard (habrd estancamiento) porque todos los individuos tendran la misma
aptitud.

Algunos autores como Michalewicz [30] han explorado esta técnica, con-
cluyendo que s6lo puede usarse en espacios de bisqueda convexos y en aque-
llos casos en los que la zona factible constituya una parte razonablemente
grande del tamano total del espacio de bisqueda. Asimismo, esta técnica
s6lo puede lidiar con restricciones de desigualdad.

3.2.2. Penalizaciones estaticas

En esta técnica, introducida por Homaifar, Lai y Qi [23], la idea es definir
varios niveles de violacion y elegir un coeficiente de violacién para cada uno
de ellos, de manera que el coeficiente de penalizacién se incremente conforme
alcanzamos niveles més altos de violacion de las restricciones.
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Un individuo se evalua utilizando:
fitness(X) = fi(X) + Z Ry ;g; (3.5)
j=1

donde R;; son los coeficientes de penalizacion utilizados y £ = 1,2,...,1,
siendo [ los niveles de violacion definidos por el usuario.

Andlisis.

El principal problema de esta técnica es que requiere la definicién de
m(2l + 1) pardmetros, donde m se refiere al nimero de restricciones y [ al
nimero de niveles. De tal forma, que si tenemos, por ejemplo, un problema
moderadamente pequeno, con 6 restricciones y 2 niveles, tendriamos que
definir 30 parametros, lo cual a todas luces es excesivo.

3.2.3. Penalizaciones dinamicas

Joines y Houck [25] propusieron una técnica en la que los factores de
penalizacién cambian con respecto al tiempo.
Los individuos de la generacién ¢ se evalian de acuerdo a:

fitness(X) = f(X) + (C-1)° Z 19:(X)” (3.6)

donde C, «, [ son constantes definidas por el usuario. Los valores sugeridos
por los autores para las constantes son: C = 0,5, a=1, =16 2.

Andlisis.

La técnica es muy susceptible a los valores de los pardmetros y suele
converger prematuramente cuando éstos no son seleccionados adecuadamen-
te. Sin embargo, parece funcionar muy bien cuando la funcién objetivo es
cuadratica.

3.2.4. Uso de recocido simulado

Michalewicz y Attia [31] consideraron una técnica para manejo de res-
tricciones que usa el concepto de recocido simulado [28]: los coeficientes de
penalizacién cambian cada cierto nimero de generaciones (cuando el algo-
ritmo ha quedado atrapado en un éptimo local). Los individuos se evalian
usando:

fitness(X) = fi(X) + % Zgj(x)Z (3.7)

donde 7 representa el horario de enfriamiento y es una funcién que debe
ser definida por el usuario. Michalewicz y Attia sugieren usar: 79 = 1y



18

Manejo de restricciones en computacién evolutiva

74 = 1 x 1079, con incrementos 7;11 =0.17;. Andlisis El principal problema
de esta técnica es la definiciéon del horario de enfriamiento.

3.2.5. Penalizaciones adaptativas

Bean y Hadj-Alouane [4] desarrollaron una técnica para adaptar penali-
zaciones con base en un proceso de retroalimentacion del ambiente durante
la ejecucién de un algoritmo genético.

Cada individuo es evaluado utilizando:

fitness;(X) = fi(X) + A(2) Zgi(X)Z (3-8)

donde A(t) se actualiza cada t generaciones usando las siguientes reglas:

(1/B81)A(t) sicaso #1
At) =< BeA(t) si caso #2 (3.9)
A de lo contrario

donde f31, B > 1 y toman valores diferentes (para evitar ciclos).

El caso #1 ocurre cuando el mejor individuo en las ultimas k£ generacio-
nes fue siempre factible. El caso #2 ocurre cuando dicho individuo no fue
nunca factible. Esta técnica lo que hace entonces es disminuir la penalizacién
cuando el mejor individuo resulta consistentemente factible y aumentar la
penalizacién cuando resulta infactible. Si estos cambios son intermitentes (es
decir, el mejor individuo es a veces factible y a veces no), entonces la penali-
zacion no se cambia. Obviamente, es necesario que el usuario defina el valor
inicial ).

Andlisis.

El principal problema de esta técnica es como elegir el factor inicial de
penalizacién y el intervalo generacional (o sea, k) de manera que el monitoreo
de factibilidad produzca resultados razonables.

Una k£ muy grande o muy pequena puede hacer que la funcién de pena-
lizacion nunca cambie, en cuyo caso la técnica se reduce a una penalizacion
estatica tradicional.

Finalmente, tampoco esta claro cémo definir buenos valores para 3, y (».

3.2.6. Algoritmo genético segregado

Esta técnica fue propuesta por Le Riche et al. [15] y consiste en usar 2
funciones de penalizacion en vez de una, empleando para ello dos poblaciones.
Estas dos funciones intentan balancear las penalizaciones moderadas con las
fuertes. Inicialmente, se divide la poblacién en dos grupos, de manera que los
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individuos de cada grupo se evalien usando un factor de penalizacion distinto.
Después se elige a los mejores individuos de cada grupo para ser padres de
la siguiente generacion, lo que hace que se combinen individuos factibles con
infactibles (se utilizan dos factores diferentes, uno grande y otro pequeno),
manteniendo la diversidad y evitando quedar atrapado en ’optimos locales.
En la implementacién original de esta técnica se utilizaron jerarquias lineales
para decrementar la presion de seleccion y la técnica se aplicé a un problema
de disenio de elementos estructurales compuestos con gran éxito.

Andlisis.

El principal inconveniente de esta técnica es la forma de elegir los factores
de penalizacion de las dos poblaciones, lo cual es dificil de hacer cuando no
hay informacién preliminar disponible sobre el problema que tratamos de
resolver.

3.2.7. Penalizacion con base en la factibilidad

Esta técnica fue propuesta por Deb [9] y consiste en evaluar un individuo
de acuerdo a:

fi(X) Si la solucién es factible

Jitness(X) = { fpeor + 3251 95(X) de lo contrario (3.10)

donde fpeor es el valor de la funcién objetivo de la peor solucién factible de
la poblacién. Si no hay ninguna solucién factible en la poblacién, entonces
fpeor s€ hace igual a cero. Deb [9] usa torneo binario aplicando las siguientes
reglas:

1. Una solucién factible siempre es preferida sobre una no factible.

2. Entre dos soluciones factibles, la que tenga mejor valor de su funcién
objetivo es seleccionada.

3. Entre dos soluciones no factibles, la que viole el menor nimero de
restricciones es elegida.

Andlisis.

Uno de los problemas de esta técnica es que tiene dificultades para man-
tener diversidad en la poblacién, y para ello se requiere del uso de nichos [10]
y porcentajes de mutacion inusualmente altos.
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3.2.8. Penalizaciones co-evolutivas

La idea de que el mismo proceso evolucione los factores de penalizacién
fue utilizada por Coello [6, 7], quien propone el uso de dos subpoblaciones. En
una evolucionaran las soluciones codificadas del problema y en la otra evolu-
cionaran los factores de penalizacién los cuales multiplicaran a los siguientes
factores: coef, que es la suma de los valores con los que las restricciones han
sido violadas por un individuo y wiol, el cual almacena el nimero de restric-
ciones que han sido violadas por ese mismo individuo. La aptitud de una
solucion se calcula con:

fitness(X) = f(X) — (coef - wy + viol - wy)

Andlisis.

Las subpoblaciones implican la definicién de parametros extra como lo
son el nimero de generaciones y el nimero de individuos para cada una de
las dos subpoblaciones adoptadas. Por otro lado, la implementacién es mas
laboriosa ya que se usan realmente dos AG’s ejecutandose de manera alterna.
Por ultimo, este enfoque sélo trabaja con restricciones de desigualdad.

3.2.9. Mapas homomorfos

Propuesta en 1999 por Koziel y Michalewicz [29], esta técnica realiza un
mapeo de la zona factible con un cubo n-dimensional. Se propusieron dos
variantes de esta técnica: una relativamente simple para zonas factibles con-
vexas y otra mucho mas elaborada, para zonas factibles no convexas. Ambas
son utilizadas conjuntamente con un algoritmo genético con decodificacién
binaria con cédigos de Gray.

A continuacion veremos las caracteristicas de los dos casos manejados por
esta técnica.

= Zona factible convexa.
e Se define un punto arbitrario factible que define un segmento rec-

tilineo hacia la frontera de la zona factible.

e El buen desempeiio del algoritmo depende de la localizacion del
punto arbitrario para que el mapeo sea adecuado.

e La ubicacién utépica de este punto seria en el centro geométrico
de la zona factible.

m Zona factible no convexa.
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e En este caso el segmento definido por el punto arbitrario factible
puede intersectar en varias ocasiones los limites de la zona factible
del espacio de busqueda.

e Por lo tanto, se agrega un mapeo adicional del espacio de buisqeda
definido por los intervalos de las variables de decision.

e Después se obtienen las partes factibles del segmento rectilineo.

e Luego se unen estos dos segmentos mediante otro mapeo. Un
parametro u definido por el usuario es necesario para este caso.

Andlisis.

Esta técnica requiere de un parametro adicional u para el proceso de
mapeo. La calidad de sus resultados reportados es muy buena pero el niimero
de evaluaciones requerido es grande en comparacién con otras propuestas
(1,400,000). Adicionalmente, este metodo es complicado de implementar, y
el costo computacional de cada evaluacion realizada es alto para el caso no
convexo, ya que se debe realizar un proceso iterativo para localizar la frontera
entre la zona factible y la no factible.

3.2.10. Jerarquias estocasticas

La técnica de jerarquias Estocasticas fue propuesta por Runarsson y Yao
[36]. Esta técnica intenta balancear la influencia de la funcién objetivo y
una funcién de penalizacién en la asignacion de aptitud de un individuo. El
método utiliza una selecciéon basada en jerarquias. Esta técnica no requiere
la definicién de un factor de penalizacion, pero requiere de un pardmetro Py
que determina el balance entre la funcién objetivo y la funcién de penaliza-
cién. Las soluciones se ordenan utilizando un algoritmo tipo “bubble-sort”
(burbuja). Dependiendo del valor de Py, la comparacién entre 2 individuos
adyacentes se realiza con base s6lo en el valor de la funcién objetivo. Las
comparaciones restantes se hacen con base en la suma de violacién de res-
tricciones (en otras palabras, se usa una penalizacién estética).

Andlisis.

Las jerarquias estocésticas utilizan una estrategia evolutiva como motor
de busqueda. La técnica es sensible al parametro P; aunque sus autores
realizaron un estudio a partir del cual se sugieren los valores mds adecuados
de este pardmetro. El nimero de evaluaciones de la funcién objetivo es menor
a las técnicas anteriores (350,000) y el metodo es sencillo de implementar.
Adicionalmente, este método es uno de los mejores disponibles hoy en dia,
por lo cual se usa frecuentemente como la técnica contra la cual comparar
nuevos métodos de manejo manejo de restricciones usados con algoritmos
evolutivos.
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Algoritmo 5: Algoritmo de las jerarquias estocdsticas propuesto en
(36].

for : =0to N do
for j=0to P—1do
u = random(0,1)
if ¢(I;) = ¢(Ij31) =0 OR (u < Ps) then
if f(I;) > f(Ij3+1) then
Intercambiar (I;, I;41)
end if
else if (¢(I]) > ¢(Ij+1) then
Intercambiar ([}, I;41 )
end if
end for
end for

3.3. Métodos de manejo de restricciones ba-
sados en PSO

En los tltimos anos, la optimizacion mediante cimulos de particulas
(PSO) ha incrementado su popularidad, principalmente en las tareas de opti-
mizacién numérica [35]. Sin embargo, el PSO, al igual que los demds algorit-
mos evolutivos, carece de un mecanismo explicito para incorporar restriccio-
nes. De tal forma, el desarrollo de mecanismos para manejo de restricciones
en PSO es un 4rea abierta de investigaciéon. A continuacién presentaremos
los trabajos més representativos sobre manejo de restricciones en PSO.

3.3.1. Meétodo basado en PSO para manejo de restric-
ciones

Parsopoulos y Vrahatis propusieron en 2002 [33] el uso de una funcién de
penalizacién multi-etapas no-estacionaria, es decir, que los valores de las pe-
nalizaciones se modifican dindmicamente con respecto al nimero de iteracién
actual.

Andlisis.

Los autores experimentaron con tres variantes de PSO y comparan sus
resultados con respecto a una estrategia evolutiva usando seis funciones de
prueba. Los autores realizaron 100000 evaluaciones de la funcion de aptitud,
pero no usaron la mayoria de las funciones de prueba estandar reportadas en
la literatura especializada para manejo de restricciones [36] .
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3.3.2. Optimizaciéon de problemas no lineales con PSO

Hu y Eberhart [24], propusieron un esquema de penalizacién para proble-
mas con restricciones no lineales, el cual consiste en crear particulas que no
violen ninguna restriccién. Con esto se consigue tener una poblacién en la re-
gion factible del problema. Posteriormente tratan de mejorar esas soluciones
y encontrar el éptimo de la funcién.

Andlisis.

Las funciones de prueba para este esquema fueron doce de las trece fun-
ciones reportadas en [36]. Aunque en general se reportan pocas evaluaciones
(entre 5,000 y 20,000), los autores no indican cuél es el costo computacional
(adicional) requerido para alcanzar la zona factible. Este es un punto muy
importante ya que en algunos problemas de prueba la zona factible es muy
pequena y el costo de alcanzarla puede ser muy alto. También se hace notar
que los autores realizaron modificaciones tanto en el nimero de iteraciones
como en el tamano de la poblaciéon y hasta en el modelo de PSO adoptado
(local o global), lo que es indicativo de un esquema poco robusto y poco
generalizable.

3.3.3. Mecanismo para manejo de restricciones basado
en PSO

Toscano Pulido y Coello Coello [34] propusieron un algoritmo para ma-
nejo de restricciones en PSO, el cual se aplica al momento de seleccionar un
lider. El enfoque se basa en el uso de reglas de comparacién muy simples:

1. Al comparar dos particulas factibles, la que tenga la aptitud mas alta
gana.

2. Sise compara una particula factible con una infactible, la factible gana.

3. Si las dos particulas que se comparan son infactibles, entonces la que
tenga la menor cantidad total de violacién de las restricciones es la que
gana.

Andlisis.

En este esquema, la seleccién del lider da preferencia a la particula que
se encuentre mas cerca de la region factible, aun cuando ésta sea infactible.
Esto permite al PSO oscilar entre la zona factible y la no factible. Esta
técnica fue validada con las trece funciones reportadas en [36], obteniendo
buenos resultados aunque con menor robustez que el método de jerarquias
estocdsticas.
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3.4. Conclusiones de los métodos de manejo
de resticciones para PSO

Tras analizar los tres métodos de manejo de restricciones basadas en PSO
previamente descritos, resulta evidente la necesidad de desarrollar més traba-
jo en esta area. Claramente, los métodos de Parsopoulos y Vrahatus, asi como
el de Hu y Eberhart no fuerén validados adecuadamente y podrian no resultar
adecuados para problemas en los que el espacio de bisqueda esta altamente
restringido. La propuesta que luce hasta ahora como mas adecuada es la de
Toscano Pulido y Coello Coello, por lo que en esta tesis hacemos una nueva
propuesta encaminada precisamente a mejorar su desempefio.

3.5. Funciones de prueba para manejo de res-
tricciones

Con el objeto de probar la eficiencia del algoritmo propuesto en esta tesis.

Se adopté el conjunto estdndar de funciones de prueba disponibles en la lite-
ratura para probar técnicas de manejo de restricciones [29, 36]. Todas estas
funciones se refieren a problemas de optimizacion numérica global previa-
mente resueltas con técnicas evolutivas y con técnicas clasicas. Este conjunto
de funciones de prueba incluye porblemas con restricciones de desigualdad
y de igualdad, espacios de busqueda de alta y baja dimensionalidad, espa-
cios convexos y no convexos, ademds de zonas factibles disjuntas y/o muy
pequenas.
En la tabla 3.1, se resumen las caracteristicas de las trece funciones de prue-
ba adoptadas para evaluar el algoritmo propuesto. LI indica el nimero de
desigualdades lineales, NI indica el nimero de desigualdades no lineales,
LE indica el nimero de igualdades lineales y NE el nimero de igualdades
no lineales, n indica el nimero de variables de decisiéon. p representa una
estimacién del tamano de la regién factible con respecto a todo el espacio
de busqueda. p se obtiene generando un millén de soluciones aleatorias, y
evaluando qué porcentaje de ellas son factibles.

Puede observarse que hay funciones que tienen la zona factible muy pe-
queifia como en el caso de g05, g07 y g13 en las que p = 0,0000 %, es decir, no
se encuentra ningun individuo factible de manera aleatoria, lo que implica
que en esos casos resultard desafiante el llegar siquiera a la zona factible.

Existen otros casos como en g02 donde la zona factible es muy grande pero
llegar al 6ptimo es muy complicado ya que esta funcién tiene muchos 6ptimos
locales. g02, g03 y gl12 son problemas de maximizacién y los casos restantes
son problemas de minimizacién. Sin embargo, para facilitar la presentacion
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| Problema | n | Funcién | p |LI|NI|[LE | NE |

g01 13 | cuadratica | 0,0003% | 9 | 0 | O 0
g02 20 | no lineal | 99,9973% | 1 1 0 0
g03 10 | no lineal | 0,0026% | 0 | O 0 1
g04 5 | cuadrética | 27,00719% | 0 | 6 | O 0
g05 4 no lineal 0,0000% | 2 0 0 3
g06 2 no lineal 0,0057% | 0 2 0 0
g07 10 | cuadrdtica | 0,0000% | 3 | 5 0 0
g08 2 | nolineal | 0,8581% | 0 | 2 0 0
g09 7 | nolineal | 0,5199% | 0 4 0 0
g10 8 lineal 0,0020% | 3 3 0 0
gll 2 | cuadritica | 0,0973% | 0 | 0 | O 1
gl2 3 | cuadrdtica | 4,7697% | 0 | 9 | 0 0
gl3 ) no lineal 0,0000% | 0 0 1 2
Tabla 3.1: Valores de p de las trece funciones de prueba.

de resultados se manejaran todos los problemas como de minimizacién.
Estas funciones fueron propuestas originalmente en [32] y extendidas en
[36]. Estas trece funciones contienen caracteristicas que las hacen dificiles de
resolver para cualquier tipo de técnica (incluyendo algoritmos evolutivos),
tales como zonas factibles disjuntas, igualdades no lineales, multimodalidad,

etc.

3.5.1.

A. g01
Minimizar

sujeto a:

Problema g01

4 4 13
f(z) = 5ZXi - 5fo - ZLL‘Z
i=1 i=1 =5

gl(.’L') = 21’1 + 2.7}2 + T+ 211 — 10 S 0
g2(.’E) = 2.’L'1 + 2$2 + T+ X192 — 10 S 0
g3($) = QI‘Q + 23’)3 + 211+ 12 — 10 S 0

g4(x) = —8561 + T10 S 0

g5(x) = —8562 + T11 S 0

96(7) = —

8.’133 + 19 S 0

(3.11)
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g7(x) = =224 — 25+ 1,0 < 0
9s(z) = =226 —x7 + 211 <0
99(T) = =235 — 19 + 12 < 0

donde los rangos son 0 < z; <1 (1 =1,...,9), 0 < x; < 100 (i= 10, 11, 12)

y 0 < z13 < 1. El minimo global esta en z* = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,3,3,3,1)
donde 6 restricciones estén activas (g1, g2, 93, g7, g8y ¢9) y f(z*) = 15.

3.5.2. Problema g02

B. g02
Maximizar
" cost(z;) — 2T, cos®(z;
i=1 "1
sujeto a:

g1(z) = 0,75 = [[=: <0

i=1
go(z) = Zx, —75n<0
i=1

donde n =20y 0 < z; < 10 (¢ =1,...,n). El méximo global es desconocido
y la mejor solucién reportada en la literatura especializada es [36] f(z*) =
0,803619. La restriccién g1 esté casi activa (g = —1078).

3.5.3. Problema g03
C. g03

Minimizar
f(a) = (v I = (313)

sujeto a:
n
hi(z) = fo -1=0
i=1

donde n =10y 0 < z; <1 (i =1,...,n). El maximo global estd en z} =

1/y/n(i =1,...,n) donde f(z*) =1.
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3.5.4. Problema g04
D. q04
Minimizar
f(z) = 5,3578547x2 + 0,8356891x1 75 + 37,293239z; — 40792,141  (3.14)
sujeto a:

g1(z) = 85,334407+0,0056858z525 +0,0006262x1 24 —0,00220532325 —92 < 0

go(z) = —85,334407 — 0,0056858z225 — 0,00062627 124 + 0,0022053z325 < 0
g3(z) = 80,51249 + 0,00713172575 + 0,002995521 25 + 0,002181322 — 110 < 0
g4(z) = —80,51249 — 0,0071317z225 — 0,002995521 25 — 0,002181322 + 90 < 0
g5(z) = 9,300961 + 0,00470262375 + 0,001254721 25 4 0,00190852324 — 25 < 0
g6(z) = —9,300961—0,00470262325 —0,001254 72,23 —0,00190852324 +20 < 0

donde 78 < 1 <102, 33 < x9 <45y 27 < z; < 45 (i =3, 4, 5). El ptimo
global estd en z* = (78,33, 29,995256025682, 45, 36,775812905788, ) donde
f(z*) = —30665,539. Las restricciones g y g6 estdn activas.

3.5.5. Problema g05
E. g05
Minimizar
f(z) =3z + 0,0000lei’ + 229 + (0,000002/3):16% (3.15)

sujeto a:
gl(.T) = —T4+ T3 — 0,55 S 0

g2(z) = —x3+ 24— 0,55 <0
hs(z) = 1000sin(xs — 0,25) + 1000sin(—=z4 — 0,25) +894,8 —z1 = 0
hy4(z) = 1000sin(xs — 0,25) + 1000sin(xs — 4 — 0,25) + 894,8 — 25 =0
hs(z) = 1000sin(z4 — 0,25) + 1000sin(zs — 3 — 0,25) + 1294,8 = 0

donde 0 < z; < 1200, 0 < 2o < 1200, —0,05 < 23 < 0,65y —0,65 < x4 <
0,55. La mejor solucién conocida es [29] z* = (679.9453, 1026.067, 0.1188764,
-0.3962336) donde f(z*) =5126.4981.
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3.5.6. Problema g06
F. 406
Minimizar
f(z) = (z1 — 10)® + (22 — 20)* (3.16)

sujeto a:
g1(z) = —(z, — 5)* — (22 — 5)*+ 100 < 0

92(z) = (71 — 6)* + (22 — 5)* — 82,81 < 0

donde 13 < z; < 100 y 0 < z9 < 100. La mejor soluciéon reportada para
este problema es z* = (14,095, 0,84296) donde f(z) = —6961,81388. Ambas

restricciones estan activas, en el éptimo.

3.5.7. Problema g07
G. g07

Minimizar

f(x) = 22+ 22+ z129 — 1421 — 1629 + (23 — 10)?
+4(x4 — 5)2 + (x5 — 3)?
+2(wg — 1)? + 522 + 7(zg — 11) + 2(z9 — 10)?
+ (210 — 7)* + 45 (3.17)

sujeto a:
91(%) = =105 + 41 + 529 — 327+ 925 < 0
92(%) =10z — 8x9 — 1727 + 223 <0
93(%) = —8x1 + 2w + bwg — 2219 — 12 < 0
94(Z) = 3(z1 — 2)* + 4(wy — 3)* + 225 — T2y — 120 < 0
95(Z) = 527 + 8y + (23 — 6)> — 224, — 40 < 0
96(%) = 22 + 2(1y — 2)* — 21119 + 1dz5 — 636 < 0
g7(Z) = 0,5(x; — 8)% + 2(z9 — 4)* + 322 — 26 — 30 < 0
g8(%) = =311 + 629 + 12(z9 — 8)* — T2 <0

donde —10 < z; < 10 (¢ = 1,...,10). El 6ptimo global es z* = (2,171996,
2,363683, 8,773926, 5,095984, 0,9906548, 1,430574, 1,321644, 9,828726,
8,280092, 8,375927) donde f(x*) = 24,3062091. Las restricciones g1, g2, g3,
g4, g5 V ge €stan activas.
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3.5.8. Problema g08

H. g08
Minimizar
. sin® (27 21) sin(27z,)
f(x) = - 3
x3 (21 + o)
sujeto a:

G@) =22 —1,+1<0
gg(f)zl—:c1+(x2—4)2§0

donde 0 < z; <10y 0 < x5 < 10. La mejor solucién reportada hasta la fecha
estd localizada en z* = (1,2279713,4,2453733) donde f(z*) = 0,095825.

3.5.9. Problema g09

1. g09
Minimizar
f(@) = (z1—10)”+5(zy — 12)* + 23 + 3(x4 — 11)?
+10x§ + 7x§ + x? — 4dxex7 — 1026 — 827
sujeto a:

g1(Z) = =127 + 22? + 325 + 23 + 422 + 525 < 0
92(T) = —282 + Ty + 379 + 10235 + 24 — 75 < 0
g3(Z) = —196 + 23z1 + 25 + 672 — 8x7 < 0
94(Z) = 42% + 22 — 373129 + 2202 + 5 — 1127, < 0

donde —10 < z; <10 (i = 1,...,7). El 6ptimo global estd en z* = (2,330499,
1,951372, —0,4775414, 4,365726, —0,6244870, 1,038131, 1,594227) donde f(z*) =
680,6300573. Ambas restricciones estdn activas (g1 y g4).

3.5.10. Problema gl10

J. g10
Minimizar

f(f) = I +$2+.’C3
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sujeto a:
g1(Z) = —140,0025(z4 + 26) <0

92(Z) = =14 0,0025(z5 + z7 — x4) <0
93(Z) = =14+ 0,01(zg — x5) <0
94(%) = —x126 + 833,3325224 + 100z, — 83333,333 < 0
95(%) = —xox7 + 1250x5 + 2914 — 125024 < 0
96(Z) = —z3z5 + 1250000 + 7375 — 250025 < 0

donde 100 < z; < 10000, 1000 < z; < 10000, (: = 2,3), 10 < z; < 1000,
(i =4,...,8). El 6ptimo global estd en: z* = (579,19, 1360,13, 5109,92,
182,0174,295,5985, 217,9799, 286,40, 395,5979), donde f(z*) = 7049,25. g1,
go ¥ g3 estan activas.

3.5.11. Problema gl1
K. g11
Minimizar
f@ = 2i+(z2-1)"

sujeto a:
h(Z) =29 — 22 =0

donde —1 < z; <1, —1 < 25 < 1. La solucién éptima es 2* = (£1//2,1/2)
donde f(z*) = 0,75.

3.5.12. Problema gl12

L. g12
Minimizar
100 — —5)% - -5) - —5)?
f(@) = (1 —5)" — (22 — 5)° — (w3 — 5)
100
sujeto a:

91(%) = (21 — p)* + (x2 — ¢)* + (x5 — 7)? — 0,0625 < 0

donde 0 < z; <10 (1 =1,2,3) y p,q,r = 1,2,...,9. El éptimo global est4 lo-
calizado en z* = (5,5,5) donde f(z*) = 1.
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3.5.13. Problema gl13
M. g13

Minimizar
(&) = emoammass
sujeto a:
hi(%) =2 +a5+25+25+2: —10=0
ho(Z) = wow3 — b5xsws =0
hy(Z) =2} +25+1=0

donde —2,3 < 7; <23 (i =1,2) y —3,2 < 2; < 3,2 (i = 3,4,5). La solu-
cién 6ptima es 7% = (—1,717143, 1,595709, 1,827247, —0,7636413, —0,763645)
donde f(z*) = 0,0539498.
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Capitulo 4

Descripcion del algortimo IPSO

Dentro de este capitulo se describirdn las extensiones propuestas al al-
goritmo basico del PSO a fin de poder resolver eficazmente problemas con
restricciones.

Este nuevo esquema que se propone selecciona una topologia (anillo lbest o
completamente conectada gbest) y usa como operador principal la funcién de
vuelo del propio PSO. La técnica para manejar restricciones que se adoptoé es
una extensién de la presentada en [34]. Finalmente, profundizaremos los as-

pectos mas importantes del algoritmo propuesto con respecto a la versién
original del PSO.

4.1. Algoritmo basico IPSO

Como se dijo en el Capitulo 2, la idea central de este paradigma es la de
simular movimientos dentro de un grupo (sus creadores se inspiraron en los
movimientos de aves o peces en busca de comida). El PSO puede verse como
un algoritmo cooperativo simbidtico, porque los cambios de la posicién que
corresponden a cada particula dentro del espacio de busqueda se basan en la
tendencia psico-social de las mismas que emulan el comportamiento de otra
particula.

El modelo de cimulos de particulas estd basado en una teoria sociocog-
nitiva muy simple, que establece que el proceso de la adaptacién cultural
estd formado por una componente de alto nivel y otro de bajo nivel. El pri-
mero de estos componentes se manifiesta mediante la formacién de patrones
emanados de la habilidad de los individuos para resolver problemas. La com-
ponente de bajo nivel se refiere al comportamiento de los individuos [27], que
puede resumirse en tres principios: evaluar, comparar e imitar. Evaluar, es
la tendencia a clasificar los estimulos como negativos o positivos, atractivos
o repulsivos. Desde el punto de vista del aprendizaje puede definirse como
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el cambio que permite al organismo mejorar la evaluacién de su ambiente.
Comparar e imitar se refiere a la comparacién del individuo con respecto a
sus vecinos para imitar s6lo a aquellos que considere mejores a él mismo.

Algoritmo 6: Algoritmo basico propuesto IPSO.

1: iniciar_particulas(x)
2: evaluar_particulas(x)

3: repeat

4: for i = 0 to nparticulas — 1 do

5: localbest(z;)

6: for j = 0 to ndimensiones — 1 do
7: z;.vel; =calcula_velocidad(z; ;)
8: end for

9: end for

10:  Gbest + mejor_particula(x)
11:  for i = 0 to nparticulas — 1 do

12: for j = 0 to ndimensiones — 1 do

13: if ﬂip(Pperturbacion) then

14: mutacion(z; ;)

15: else if (z;; + vel; ;) fuera de limite [ub,lb] then
16: x; j = rnd[lb, ub]

17: else

18: Tij = Tij + veli,j

19: end if

20: end for

21:  end for

22:  for i = 0 to nparticulas — 1 do
23: penaliza(z;)

24:  end for

25: until Criterio de terminacion

El procedimiento del algoritmo bésico del PSO que proponemos en esta
tesis se muestra en el algoritmo 6. Este algoritmo incorpora la mutacién
como operador de perturbacién (recordemos que el PSO original no cuenta
con un operador de mutacién), buscando asi que el algoritmo realice una
mejor exploracion del espacio de bisqueda.

En el algoritmo 6, x se refiere al ciimulo de particulas (la poblacién) de
tamano nparticulas. Primero, se inicializan todas las particulas con valores
aleatorios para sus ndimensiones variables de desicién. Posteriormente, se
entra a un ciclo en el cual se calcula, para cada particula su velocidad. Una
vez determinadas las aptitudes de todas las particulas se selecciona al mejor
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de la poblacién y se almacena en Gbhest. Luego, para cada particula x; se
determina a su mejor vecino usando la funcién (localbest). En el siguien-
te paso, se determina, con una probabilidad Ppertyrpacion Si una particula se
mutard o no. Antes de agregar la velocidad a una particula se verifica si el
valor final no quedaria fuera de los rangos permisibles de las variables. En el
algoritmo (b es la cota inferior y ub es la cota superior. Si al agregarsele la
velocidad a una particula, ésta no se sale de los rangos permisibles, entonces
la adicion se permite; de lo contrario, la particula adopta un valor aleatorio
dentro del rango permisible de sus variables. En la parte final del algoritmo,
procedemos a penalizar las soluciones que violen las restricciones usando la
funcién penaliza().

En el PSO, existen dos topologias bésicas de interconexion de las particu-
las: la topologia de anillo (modelo lbest) y la topologia de interconexién
completa (modelo gbest). A continuacién, discutimos brevemente cada una
de ellas.

Mejor particula del cimulo ’

Figura 4.1: Topologia del sistema propuesto.



36

Descripciéon del algortimo IPSO

En la topologia de anillo (modelo lbest), cada particula se comunica con
n vecinos donde n=2. Esto quiere decir que cada particula estara conectada
a sus dos vecinos adyacentes, como se muestra en la figura 4.2. En contraste,
en la topologia de interconexién completa (modelo gbest) cada particula es-
tara conectada a la mejor particula del cimulo, como se muestra en la figura
4.3.

En la figura 4.1, se muestra la topologia adoptada por nuestra aplicaciéon.
Podriamos decir que es una conexién hibrida ya que adopta una topologia
de anillo (modelo lbest) y una topologia de interconexién completa (modelo
gbest). De esta manera aseguramos una buena bisqueda y distribucién de las
particulas al calcular su nueva posicién en el espacio de biisqueda (velocidad),
logrando moverse en direccién de cualquiera de los atractores (lbest o gbest) o
saltar a nuevas zonas del espacio de busqueda, evitando asi quedar atrapado
en 6ptimos locales asi como la convergencia prematura del algoritmo, debido
al acelerado movimiento de las particulas hacia las zonas factibles.

Figura 4.2: Topologia lbest. Notese que en este caso cada particula tiene dos
vecinos.
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Mejor particula del cimulo ’

Figura 4.3: Topologia gbest. Notese que en este caso cada particula estd co-
nectada al mejor del cimulo.

En la funcién de velocidad del algoritmo del PSO se introdujo un esque-
ma probabilistico, con la finalidad de tomar un camino, para determinar el
atractor de una particula z; ;, como se muestra en el Algoritmo 7. Este fun-
cionamiento se ilustra en la figura 4.4, donde la particula A es atraida por
sus vecinos By Gy la mejor particula del cimulo H, logrando asi dar saltos
en las direcciones de los atractores.

La idea principal de la técnica propuesta en esta tesis es poder salir de
optimos locales cuando la particula gbest nos atrae hacia puntos de la zona
factible que son falsos atractores y que nos impediran llegar al 6ptimo global
del problema. El Algoritmo 7 nos muestra el uso de atractores diferentes.
En caso de que la particula sea atraida por gbest, ésta es impulsada hacia
la mejor particula del cimulo. En caso de que el atractor sea lbest, entonces
es atraida hacia su vecindario. Por tltimo, si la particula es influenciada por
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Figura 4.4: Ejemplo de atraccion de las particulas que interfieren en el vuelo
de una particula.

si misma, entonces dara un salto en funcién de lo que ha aprendido hasta el
momento.

Para el caso de los valores R y R,, éstos deben encontrarse entre 0 y
1. La variacién de estos dos parametros influenciara el comportamiento del
algoritmo en general. Por ejemplo si R; es muy grande, las particulas estaran
influenciadas en gran medida por el lider. Si el pardmetro es menor que 1
aseguraremos (dependiendo de qué tan pequeno sea R;) que la particula
pueda estar sobrevolando el espacio entre el vecindario y la mejor particula
de la generacion. El valor de Ry también tiene un propédsito importante, pues
sirve para guiar la bisqueda por el vecindario y la biisqueda cognitiva de una
particula. Si la bisqueda se guia por el vecindario, con cierta probabilidad,
esto buscard mejores soluciones entre estas dos particulas: el mejor local y la
particula que en ese momento se evalia. Esto asegura un salto de grano fino
en el espacio de bisqueda.

Los valores aleatorios [0,8,1,0], [0,7,1,0] y [0,5,1,0], nos llevan a saltos
en magnitudes pequenas o grandes en términos del problema. La idea de
modificar estos valores (originalmente propuestos por el algoritmo bésico del
PSO entre [0, 1] para los tres casos), surge de la necesidad de impulsar més
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la busqueda hacia mejores lugares en la zona factible del problema. Si el
vuelo es impulsado por gbest, al hacer crecer este valor buscamos mejores
zonas con pasos de grano grueso, grano intermedio en el caso del lbest y de
grano fino en caso de pbest. Cabe senalar que estos valores fueron calculados
empiricamente y mostraron un mejor desempeno del algoritmo en general,
en cuanto a: moderar la velocidad de las particulas, diversidad y evitar la
convergencia prematura.

Algoritmo 7: Calcula la velocidad de una particula z.
1: W =rnd[0,1,0,5]

C1 = rnd[1,5,2,5]
if flip(R,) then

z;j.vel; j < W x vel; ; + C1 * rand|0,8, 1,0] * (gbest; — z; ;)
else if flip(R,) then

z; j.vel; j < W x vel; ; + C1 * rand|0,7, 1,0] * (lbest; — z; ;)
else

z; j.vel; ; < W x vel; ; + C1 * rand|0,5, 1,0] * (pbest; — z; ;)
end if

El algoritmo 7 nos muestra la variable W la cual es calculada dentro de
un rango [0.1,0.5], C; se obtiene de generar un nimero aleatorio dentro del
rango [1.5,2.5] (lineas 1 y 2). Posteriormente tenemos el esquema de seleccién
basado en probabilidades. Si Ry es cierto entonces se calcula el vuelo con la
formula de la linea 4 y el resultado de la operacién es almacenada en la va-
riable z; j.vel; j, de tal forma que, el vuelo es calculado con la particula gbest.
Si no, la velocidad es calculada con lbest; ;. En caso contrario, la velocidad
serd calculada con pbest; ;.

4.2. Manejo de restricciones

En esta seccién presentamos el mecanismo adoptado para manejo de res-
tricciones con el algoritmo del PSO. Este mecanismo estd basado en [34] don-
de se disend un esquema de penalizacion para elegir a los lideres del ciimulo
mediante el uso de reglas. Las reglas para seleccionar entre dos individuos son
muy simples: si se comparan dos particulas factibles, se escoge a la que tenga
la méas alta aptitud. Si se compara una particula factible con una infactible,
se elige la particula factible. Si se compara a dos particulas infactibles, se
elegird a la particula que viole menos las restricciones del problema.

El proceso para penalizar consiste en normalizar las aptitudes de las
particulas. Esto es, se extraen la peor y mejor aptitud para normalizar la
aptitud de una particula z; de un cumulo z. El proceso de penalizacion se
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muestra en el Algoritmo 8 y se ilustra el funcionamiento del mismo en la
figura 4.5.

Regidn factible para la restriccion 1 | ’

Region factible para las réstricciones 1 y2

Region factible para la restriccion 2

Figura 4.5: Esquema de manejo de restricciones.

Como podemos observar en el algoritmo 8, también las restricciones que
una particula viola son normalizadas. Esto es para tener un balance entre la
normalizacién de la aptitud y el valor de la violaciéon a fin de evitar que la
penalizacién modifique de manera abrupta a la aptitud.

En el algoritmo 8, SUM es el valor de la normalizacién de las restricciones
que son violadas, mineptitua s la mejor aptitud de la poblacion, maxapiitud €s
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Algoritmo 8: Penalizacion de la aptitud de una particula z;.
1: SUM <0
MiNgptitua <— Minaptitud(x)
MAZ gptitud — Maxaptitud(x)
aptitud < ma]; (ﬂ),_m_in“?’t““‘i_
aptitud —MNgptitud
for k = 0 to nrestricciones — 1 do
if z;.restricciony > 0 then
SUM < SUM + z;.restricciony /M az.violacion
end if
end for
aptitud < F x aptitud + SUM

H
e

la peor aptitud de la poblacién, F' es un factor que nos indica el porcentaje
del valor que se tomara de la aptitud de la particula y fitness es el valor de la
particula con su correspondiente penalizacién. min fitness(z) es una funcién
que extrae del cimulo z la peor aptitud de las particulas y en su contraparte
maz fitness(x) extrae la mejor aptitud del cimulo z. Maz.violaciony, es la
maxima violacion de la restriccion k.

En el algoritmo 8 observamos que mingpritua €s la variable que almacena
la mejor aptitud y mazepitua €s la que almacena la peor aptitud del cimulo z.
Calculamos la aptitud de la particula x; mediante la formula expresada en la
linea 4. Posteriormente, ciclamos de 0 hasta el nimero total de restricciones
menos 1 para determinar qué particulas han violado alguna restriccién y lo
acumulamos en la variable SUM suméndole el valor de la violacién entre la
peor violacién de esa misma restriccion. Finalmente calculamos la aptitud de
la particula multiplicando el valor de aptitud por un factor F'. Normalmente

utilizamos el valor F' = 0,001 (derivado empiricamente) y sumamos el valor
del acumulador SUM.

4.3. Perturbacion

En los algoritmos genéticos, la mutacién es un operador secundario y se
suele manejar con porcentajes bajos (tipicamente entre 0.001 y 0.01). No
asi para el PSO donde la mutacion es el operador responsable de compensar
la falta de capacidad explorativa que suele presentar la formula de veloci-
dad en ciertos casos. El algoritmo mostrado en esta seccién (algoritmo 9),
es un operador de mutacién similar al de los algoritmos genéticos al cual
llamaremos operador de perturbacion para el caso del PSO. Este operador
demostré buen desempeno en las pruebas realizadas al algoritmo ya que el
poder exploratorio de la mutacién evita en gran medida que la buisqueda que-
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de atrapada en 6ptimos locales y con una baja probabilidad de que pueda
salir de ellos. De esta forma también aseguramos saltos de una particula a
espacios que no son alcanzados por el vuelo del propio PSO.

Los saltos en el espacio de bisqueda que realiza la perturbacion podriamos
considerarlos como saltos de grano grueso (junto con la variacién drastica
de los valores R; y R,). El valor que se manej para este pardmentro en
las pruebas realizadas fue de Pperturbacion = 0,001 (sin importar la cantidad
de variables del problema). Algunos autores han propuesto diferentes valores
para este parametro. Por ejemplo, se ha sugerido usar Pperturbacion = % (donde
L es la longitud de la cadena cromosémica, que en el caso del PSO sera el
nimero de variables de decisién de cada problema en particular). Se sabe que
este valor es el limite inferior para el porcentaje éptimo de este operador en
el caso de algoritmos genéticos [1].

Algoritmo 9: Perturbacién de una particula z;
1. if ﬂip(Ppe'rtu'rbacion) then
2:  x;; = rnd[lb, ub|
3: end if

En el algoritmo 9, observamos un operador de mutacion clasico de los algo-
ritmos genéticos. Este metodo consiste en tener una probabilidad P,e;turbacion
y haciendo un flip nos regresa un valor de 1 o 0, de esta manera decidimos si
el vector z; ; va a almacenar un nuevo valor calculado dentro de los limites
de la variable del problema [lb, ub].

4.4. Algoritmo completo IPSO

A continuacion mostramos el algoritmo completo de la técnica que pro-
ponemos en esta tesis. Para ello nos basaremos en los segmentos de codigo
antes descritos.

A simple vista parecerian pocos los cambios con respecto al algoritmo
mostrado en la seccién 2.3, pero algunos de estos cambios son significativos.
Por ejemplo, en el algoritmo 10, el vuelo de la particula se calcula tinicamen-
te con el modelo gbest o pbesto lbest pero nunca se utiliza una combinacién
de éstos como en la versién original. Esto origina un vuelo més acotado con
una intensidad en la velocidad menor a la del algoritmo original. Con esto se
evita la convergencia prematura del algoritmo propuesto y se evita también
que éste quede atrapado en 6ptimos locales. El vuelo puede ser en varias
direcciones tanto hacia los atractores como también hacia posibles instan-
cias intermedias del espacio de busqueda. Se emplea también un esquema
probabilistico para elegir hacia dénde seguird el vuelo de una particula del
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Algoritmo 10: Algoritmo propuesto de nuestro sistema IPSO.

1: Gbest « 0
2: for ¢+ = 0 to nparticulas — 1 do
3:  for j = 0 to ndimensiones — 1 do

4: zij < T; < rnd(lb, ub)

5: end for

6: wi.aptitud < f(T3)

7. if x; ._qptitud es mejor que Gbest.aptitud then

8: Gbest + 1;

9: Gbest.aptitud < z;.aptitud

10:  end if

11: end for

12: repeat

13:  for i = 0 to nparticulas — 1 do

14: localbest; ; < Best finess(Tij—1, i j+1)

15: for 7 = 0 to ndimensiones — 1 do

16: W = rnd|0,1,0,5]

17: C1 = rnd|[1,5,2,5]

18: if flip(R;) then

19: vel; j < W x z; ; + C1 % rand[0,8,1,0] * (gbest; — z; ;)
20: else if flip(R,) then

21: velj < W x z; j + C1 x rand[0,7,1,0] x (lbest; ; — z; ;)
22: else

23: vel;j <~ W x z; j + C1 x rand[0,5,1,0] * (pbest; j — x; ;)
24: end if

25: end for

26: end for
27:  Gbest <+ mejor_particula(x)
28: for i = 0 to nparticulas — 1 do

29: for 7 = 0 to ndimensiones — 1 do

30: if ﬂip(Pperturbaci(m) then

31: x;j = rnd|lb, ub|

32: else if (z;; + vel; ;) fuera del limite [Ib,ub] then
33: x; j = rnd[ub, [b]

34: else

35: Tij; = Ti; + vel;

36: end if

37: end for

38: penaliza(x;)

39: end for
40: until Criterio de terminacion
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cumulo. Otro cambio importante es la incorporacién de un mecanismo de
perturbacion que impulsa a la particula a partes del espacio de busqueda que
no se pueden alcanzar mediante el vuelo, logrando de esta manera mantener
diversidad en la poblacion. En el siguiente capitulo validaremos la efectividad
de estos cambios en el contexto de optimizacién con restricciones.



Capitulo 5

Resultados

N EL PRESENTE CAPITULO mostraremos el funcionamiento de nuestro es-
E quema propuesto del PSO para optimizacion global con restricciones.
Para ello, adoptaremos las funciones de prueba reportadas en [36], para las
cuales se describen sus caracteristicas y los resultados obtenidos por nuestro
esquema, asi como su comparacion con respecto con respecto a otras técnicas
tres técnicas representativas del estado del arte en el area. A fin de presen-
tar un andlisis estadistico de resultados que sea méas completo, se incluyen
pruebas de normalidad de nuestros esquema y las graficas de normalidad de
algunas funciones de prueba.

5.1. Representaciéon y operador genético uti-
lizado

Para efectos de esta tesis se ha utilizado un solo tipo de representacion,
dada la naturaleza original del PSO que utiliza representacién real (aunque
con adaptaciones puede llegar a operar con una representacién binaria [27]).

Para la representacién real se utiliz6 un operador de mutacién proba-
bilistica, el cual consiste en cambiar aleatoriamente el valor de una variable
de decisién de una particula, al igual que en los algoritmos genéticos.

5.2. Resultados

La implementacion del algoritmo prupuesto fue realizada en lenguaje C.
El compilador utilizado fue g++ versién 3.3.5 bajo el sistema operativo Linux.
La distribucién de Linux utilizada fue Debian. Los pardmetros para todas las
funciones son los siguientes:

= 40 particulas.
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8750 generaciones.

R, =09.
= Ry =0,3.
. Pperturbacz’on = 0,001.

Cabe mencionar que los valores que se utilizaron para Ri y Ro ¥ Pperturbacion
fueron derivados empiricamente. Cy, Cy y W fueron adoptados segin se su-
giere en [34].

Los resultados de las trece funciones de prueba se presentan de la siguiente
manera:

1. Tabla con las estadisticas de las trece funciones.

2. Tabla con estadisticas con diferentes técnicas evolutivas, las cuales uti-
lizaron las mismas funciones de prueba, de tal forma que podamos
comparar el desempeno de nuestro esquema.

3. Discusion de los resultados obtenidos.
4. Estadisticas de normalidad e intervalos de confianza de cada funcion.

5. Gréficas de normalidad de las funciones para aquellos casos en que la
hipétesis sea cierta.

5.2.1. Estadisticas de las funciones de prueba

Se realizaron 30 corridas de cada funcién a efecto de poder evaluar su
desempeno estadisticamente. En la tabla 5.1 se muestran los resultados ob-
tenidos por nuestro algoritmo para las trece funciones de prueba. Como en
todos los casos se adoptd una poblacién de 40 particulas y un total de 8750
generaciones por corrida, nuestro algoritmo realizé 350,000 evaluaciones por
corrida por problema. Este es el mismo nimero de evaluaciones realizadas
por la jerarquizacién estocdstica [36], que es el método més competitivo de
la actualidad, y contra el cual comparamos resultados.

5.2.2. Discusion

Para validar nuestros resultados, los comparamos con respecto a dos al-
goritmos representativos del estado del arte en el area: la jerarquizacion es-
tocastica [36] y los mapas homomorfos [29]. Con la finalidad de comparar
resultados con respecto a otro esquema de manejo de restricciones basado
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| F | Optimo | Mejor Media Mediana Peor Desv Est
g01 -15.0 -15.00000 -15.00000 -15.00000 -15.00000 0.00000
g02 -0.803619 -0.803580 -0.71263 -0.72265 -0.58446 0.05813
g03 -1.0 -1.00044 -0.99818 -1.00003 -0.95814 0.00783
g04 | -30665.539 | -30665.537191 | -30665.51754 | -30665.52942 | -30665.25872 0.05030
g05 5126.498 5126.50133 5431.40594 5213.82906 6112.21636 379.74832
g06 -6961.814 -6961.85420 -6961.09626 -6961.15097 -6959.44958 0.58359
g07 24.306 24.42530 26.18767 25.86329 29.82210 1.60361
g08 -0.095825 -0.095825 -0.095825 -0.095825 -0.095825 0.00000
g09 680.63 680.65552 680.72376 680.69860 680.78529 0.05678
gl0 7049.25 7064.05042 8075.66568 7870.81864 11501.80975 1019.12959
gll 0.75 0.749999 0.75001 0.75000 0.75003 0.00001
gl2 -1.0 -1.00000 -1.00000 -1.00000 -1.00000 0.00000
gl3 0.053950 0.05489 0.48544 0.44699 1.00000 0.30018

Tabla 5.1: Estadisticas de las treinta corridas para cada una de las funciones
de nuestro esquema propuesto IPSO.

Mejor Media Peor
F Optimo IPSO | SR IPSO SR IPSO SR
g01 -15.0 -15.00000 -15.00000 | -15.00000 | -15.0000 | -15.00000 | -15.00000
g02 | -0.803619 -0.803580 -0.803515 -0.71263 -0.781975 -0.58446 -0.726288
g03 1.0 -1.00044 1.0 ~0.99818 1.0 -0.95814 1.0
g04 | -30665.539 | -30665.537191 | -30665.539 | -30665.51754 | -30665.539 | -30665.25872 | -30665.539
g05 | 5126.498 5126.50133 5126.497 | 5431.40594 | 5128.881 | 6112.21636 | 5142.472
g06 | -6961.814 | -6961.854202 | -6961.814 | -6961.09626 | -6875.940 | -6959.44958 | -6350.262
g07 | 24.306 24.42530 24.307 26.18767 24.374 29.82210 24.642
g08 | -0.095825 -0.095825 -0.095825 | -0.095825 | -0.095825 | -0.095825 | -0.095825
209 | 680.630 680.660201 680.630 680.72376 680.656 680.78529 680.763
gl0 | 7049.25 7064.05042 7054.316 | 8075.66568 | 7559.192 | 11501.80975 | 8835.665
gll 0.75 0.749999 0.75000 0.75001 0.75001 0.75003 0.7500
g2 1.0 -1.00000 ~1.00000 -1.00000 -1.00000 -1.00000 ~1.00000
g3 | 0.053950 0.05489 0.053945 0.48544 0.067543 1.00000 0.216915
Tabla 5.2: Comparacién de nuestro algoritmo IPSO con respecto a la jerar-
quizacién estocéasticas (SR) [36].
[ | I Mejor | Media | Peor |
| F | Optimo | IPSO [ HM | IPSO [ HM | IPSO HM |
g01 -15.0 -15.00000 -14.788600 -15.00000 -14.708200 -15.00000 -14.615400
g02 -0.803619 -0.803580 -0.790406 -0.71263 -0.796710 -0.58446 -0.791190
g03 -1.0 -1.00044 -0.999700 -0.99818 -0.998900 -0.95814 -0.997800
g04 -30665.539 -30665.537191 -30664.5000 -30665.51754 -30655.300 -30665.25872 -30645.900000
g05 5126.498 5126.50133 NA 5431.40594 NA 6112.21636 NA
g06 -6961.814 -6961.854202 -6952.10 -6961.09626 -6342.60000 -6959.44958 -5473.900000
g07 24.306 24.42530 24.62 26.18767 24.826000 29.82210 25.069000
g08 -0.095825 -0.095825 -0.95825 -0.095825 -0.089157 -0.095825 -0.029144
g09 680.630 680.660201 680.910000 680.72376 681.160000 680.78529 683.180000
glo 7049.25 7064.05042 7147.900000 8075.66568 8163.600000 11501.80975 9659.300000
gll 0.75 0.749999 0.750000 0.75001 0.750000 0.75003 0.750000
gl2 -1.0 -1.00000 -1.000000 -1.00000 -0.999135 -1.00000 -0.991950
gl3 0.053950 0.05489 NA 0.48544 NA 1.00000 NA

Tabla 5.3: Comparacion de

homomorfos (HM) [29].

nuestro algoritmo IPSO con respecto a los mapas
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[ | | Mejor | Media | Peor

| F | Optimo | IPSO [ TC | IPSO [ TC | 1IPSO [ TC
g01 -15.0 -15.000 -15.000 -15.000 -15.000 -15.000 -15.000
g02 -0.803619 -0.803580 -0.803432 -0.71263 -0.790406 -0.58446 -0.750393
203 -1.0 -1.00044 -1.004720 -0.99818 -1.003814 -0.95814 -1.002490
g04 -30665.539 -30665.537191 -30665.5000 -30665.51754 -30665.5000 -30665.25872 -30665.5000
g05 5126.498 5126.50133 5126.6400 5431.40594 5461.081333 6112.21636 6104.7500
g06 | -6961.814 -6961.854202 -6961.8100 -6961.09626 ~6961.8100 ~6959.44958 ~6961.8100
807 24.306 24.42530 24.351100 26.18767 25.355771 29.82210 27.316800
g08 -0.095825 -0.095825 -0.95825 -0.095825 -0.095825 -0.095825 -0.95825
g09 680.630 680.660201 680.6380 680.72376 680.852393 680.78529 681.5530
g10 7049.25 7064.05042 7057.59 8075.66568 7560.047857 | 11501.80975 8104.3100
gll 0.75 0.749999 0.749999 0.75001 0.750107 0.75003 0.752885
gl2 -1.0 -1.000 -1.000 -1.000 -1.000 -1.000 -1.000
g13 | 0.053950 0.05489 0.068665 0.48544 1.716426 1.00000 13.669500

Tabla 5.4: Comparacién de nuestro algoritmo IPSO con respecto a los resul-
tados reportados por Toscano-Coello (TC) [34].

en el PSO, también incluimos una comparacién con respecto al método de
Toscano y Coello [34].

Se hace notar que el método de Toscano y Coello [34] realiza 350,000 eva-
luaciones de la funcién de aptitud, al igual que la jerarquizacién estocastica y
nuestro método. Los mapas homomorfos, sin embargo, se realizaron 1,400,000
evaluaciones de la funcién de aptitud.

En la tabla 5.1 resume las estadisticas realizadas a las trece funciones de
experimentacion. La tabla muestra el mejor valor “6ptimo conocido” para
cada problema junto con las estadisticas ya mencionadas anteriormente.

En la tabla 5.1 muestra los resultados de nuestra técnica, a la cual llama-
remos “Improved Particle Swarm Optimization” (IPSO). Para cada funcién
se muestra su 6ptimo o mejor conocido.

Se hace notar que las restricciones de igualdad de la forma:

h(Z) = 0 (5.1)

fueron transformadas en desigualdades de la forma:

—e<lg@)| < (5.2)

Este tipo de transformacién ha sido adoptado por otros autores (p. €j.,
[36]). En nuestro caso, € =1 x 107° en todos nuestros experimentos.

De la tabla 5.1, podemos decir varias cosas acerca del comportamiento de
nuestro algoritmo. Primero, queremos resaltar que en g03y g11 presentamos
un resultado ligeramente mejores al 6ptimo debido al valor de e adoptado para
las restricciones de igualdad. De aplicarse rigurosamente las restricciones de
igualdad en esos problemas, dichas soluciones no serian posibles.

En ¢g06 ocurre algo similar, pues nuestra mejor soluciéon viola muy ligera-
mente una de sus restricciones activas (con un valor de 1 x 107°). De ahi que
nuestra solucién parezca mejorar al 6ptimo.
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De la tabla 5.1 puede verse también que nuestro algoritmo alcanza el 6pti-
mo en su mejor resultado en siete problemas: g01, g04, g06, g08, g11y g12.
Ademads, converge muy cerca del 6ptimo en los problemas restantes. En el
apéndice A mostramos las graficas de convergencia para cada funcion y en el
apéndice B mostramos los valores de las variables de decision correspondien-
tes al mejor resultado obtenido por nuestro algoritmo para cada problema,
asi como los valores de las restricciones en cada caso. Excepto por g05, g10
y g13, nuestro algoritmo muestra desviacion estandar bastante bajas, lo que
indica un comportamiento bastante consistente y robusto.

El comportamiento de nuestro algoritmo en los casos de excepcién lo
atribuimos al factor movimiento aleatorio con que cuenta nuestro algoritmo
para los casos en que nos saliamos del rango de una variable, asi como a la
dificultad para satisfacer las restricciones de esas funciones (g05, g10 y g13).

Uno de los problemas que nos causé muchas dificultades fue ¢02, pues a
pesar de que cuenta con una zona factible muy grande, tiene muchos 6pti-
mos locales en los que un algoritmo puede quedar facilmente atrapado. En
las primeras versiones de nuestro algoritmo, este problema hacia ver el peor
comportamiento de nuestro algoritmo debido a que éste no contaba con una
buena capacidad explorativa. Ese fue lo que motivé el uso de un operador de
perturbacion, el cual, resulté ser benéfico también en el resto de los proble-
mas.

Algo interesante sobre g02 es que el uso de valores mds grandes para el
porcentaje de mutacion (p.€j. Pperiurbacion =0.01) mejora nuestros resultados.
Sin embargo, al final decidimos adoptar Pperturbacion =0.001 como un com-
promiso que proporciona resultados aceptables para todas las funciones de
prueba.

Los dos problemas en los que nuestro algoritmo tuvo mas dificultades fue-
ron g05y g13. En g05, nuestro método convergio a la zona factible inicamente
en 5 de las treinta corridas realizadas. En g13, sélo convergi6 en 2 de las 30
corridas realizadas. En la tabla 5.2 comparamos nuestro algoritmo (IPSO)
con respecto a la jerarquizacién estocastica [36]. Se han marcado en negritas
aquellos resultados en los que nuestro algoritmo igual6é o mejoré a la jerar-
quizacion estocdstica tanto en mejor resultado, como en la media y el peor. A
partir de estos resultados puede verse que nuestro algoritmo resulté bastante
competitivo con respecto al mejor método de manejo de restricciones que se
tiene hasta ahora.

Al comparar nuestro IPSO con respecto a los mapas homomorfos [29] en
la tabla 5.3, vemos que nuestro algoritmo es el claro ganador. Nuevamente,
usamos negritas para mostrar los casos en los que nuestro algoritmo igual6 o
mejoro los resultados de los mapas homomorfos. Se hace notar que los mapas
homomorfos no produjeron resultados factibles en g05y que no incorporaron
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a ¢g13 dentro de su conjunto de funciones de prueba. Los mapas homomor-
fos no pudieron mejorar nuestro “mejor” resultado en ningun caso, y sélo
produjeron mejores resultados en la media y el peor en g02, g03y g07.

La tabla 5.4 muestra la comparacion de resultados entre nuestro algoritmo
y el método (basado en PSO) de Toscano y Coello (TC) [34]. Una vez mas,
usamos negritas para mostrar los casos en los que igualamos o mejoreamos
los resultados de TC. Puede verse que nuestro algoritmo encuentra un mejor
resultado que TC en 10 de las funciones de prueba (g01, g02, g03, g04,
g05, g06, g06, 908, g11, g12y ¢g13). En las soluciones promedio, TC supera
a nuestro método en seis funciones de prueba (g02, ¢g03, g05, g06, g07 y
g10). Es en la peor solucién encontrada en donde TC se comporta mejor que
nuestro método, pues lo supera en ocho funciones (g02, g03, g04, g05, g06,
g07, g08, g09y ¢10).

Claramente pudimos observar, el esquema propuesto puede lidiar con
problemas con restricciones moderadas (g04), problemas alto nimero de
restricciones. Con baja dimesionalidad (g06,908), moderada (g09) y alta
(901,902,903,g07). Con diferentes tipos de restricciones y sus combinacio-
nes (lineales, no lineales, igualdad y desigualdad), regiones factibles grandes
(g02), muy pequenas (g05 y g13) o disjuntas ¢g12. También el algoritmo es ca-
paz de lidiar con espacios de bisqueda grandes y regiones factibles pequenas
aunque con menor robustez (g10), dado que, el poder exploratorio se centra
en una busqueda un tanto no dirijida hacia la mejor particula del cimulo. Sin
embargo nuestro algoritmo es capaz de lidiar con problemas donde el éptimo
global se encuentra en la frontera de la regién factible (g01, g02, g04, g06,
g07 y g09).

5.3. Analisis de resultados

A fin de poder determinar la confiabilidad estadistica de nuestros resulta-
dos, el primer paso es verificar la distribucion de nuestras soluciones. Si ésta
se ajusta a la normal se usa la siguiente expresion para calcular los intervalos
de confianza de cada funcién:

2t x (%) (5.3)

donde z es la media de la muestra, ¢ es el valor critico de la distribucién que
puede ser encontrado en tablas, n es el tamano de la muestra (n = 30, en
nuestro caso). Y s es la desviacién estdndar de la muestra. Por ejemplo, para
una confiabilidad del 95 %, t =1.697. Sin embargo, como en nuestro caso la
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distribucién de nuestras soluciones no se ajusta a la normal, debemos recurrir
al andlisis no paramétrico.

Entre las pruebas no paramétricas que comunmente se utilizan para ve-
rificar si una distribucién se ajusta o no a una distribucién esperada (en
particular a la distribucién normal), se encuentra la prueba de Kolmogorov-
Smirnov (K-S). Esta prueba es muy potente con muestras grandes n > 30. El
nivel de medicion de la variable y su distribucién son elementos que intervie-
nen en la seleccion de la prueba que se utilizard en el procedimiento posterior.
De hecho, si la variable es continua con distribucién normal, se podran aplicar
técnicas paramétricas. Si es una variable discreta o continua no normal, sélo
son aplicables técnicas no paramétricas pues aplicar las primeras arrojaria
resultados de dudosa validez.

La prueba K-S de una muestra es una prueba de bondad de ajuste. Esto
es, intentar hallar el grado de similitud entre la distribucién de un conjunto de
valores de la muestra y alguna distribucién teérica especifica. La prueba K-S
determina si se puede pensar razonablemente que las mediciones muestrales
provienen de una poblacién que tenga esa distribucién teérica. En la prueba
se compara la distribucién de frecuencia acumulativa de la distribucién tedri-
ca con la distribucién de frecuencia acumulativa observada y se determina el
punto en el que estas dos distribuciones muestran la mayor divergencia.

Para realizar esta prueba nos apoyamos en el software de prueba llamado
Datal.ab version 2.12, Lohninger, 1992-2001, el cual nos arroja el valor K-S
y una tabla de valores criticos dependiente del nimero de muestras de la
poblacion. En nuestro caso, n = 30.

5.3.1. Resultados de la prueba K-S

Se realizaron las pruebas de Kolmogorov-Smirnov y se obtuvo la tabla 5.5.
Se hace notar que para el caso en que una muestra siempre arroje el mismo
valor (p. e. si llega siempre al 6ptimo global), no es necesario realizar la
prueba de Kolmogorov-Smirnov porque la muestra no tiene una distribucion
normal. Por ejemplo, la figura 5.1 muestra la funcién g01 donde apreciamos
que las soluciones siempre fueron f(&) = —15,0 que es el éptimo global de la
funcién de prueba. El mismo caso presentan las funciones g08 'y g12.

Cuando la prueba Kolmogorov-Smirnov (ver tabla 5.5), arroja un valor
mayor al mostrado en la tabla 5.6 (para la confiabilidad deseada) se puede
decir que la muestra no se ajusta a una distribucion normal. En caso con-
trario, si el valor de la prueba Kolmogorov-Smirnov no rebasa los valores
mostrados en la tabla de valores criticos, entonces decimos que la muestra se
ajusta a la normal con el porcentaje de certeza adoptado.



Resultados

| Problema | Prueba K-S |

g01 0.4326
02 0.0997
03 0.3745
g04 0.3745
g05 0.4425
06 0.1583
g07 0.1395
08 0.5382
09 0.2004
g10 0.1595
gll 0.2680
g12 0.8413
gl3 0.2742

Tabla 5.5: Resultados de la prueba Kolmogorov-Smirnov de las trece funcio-
nes.

| Confiabilidad (%) | Valor critico |

99 0.2928
95 0.2443
90 0.2191
85 0.2048
80 0.1922

Tabla 5.6: Porcentaje de confiabilidad y valores criticos para una muestra de
treinta soluciones.
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Figura 5.1: Histograma para ¢g01

En nuestro caso, adoptamos una confiabilidad del 95 %, por lo que nuestro
valor critico es 0.2443 para la prueba K-S. Viendo la tabla 5.5, encontramos
cinco funciones para las cuales la prueba K-S arroja valores por abajo del
critico son cinco: g02, g06, g07, g09 y g10. Los histogramas de estas funciones
se muestran en las figuras 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6. Como en estos casos se
ajustan a una distribucién normal, el intervalo de confianza se calculé con la
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Figura 5.2: Histograma para ¢02.

ecuacion 5.3. La tabla 5.7 muestra los intervalos de confianza de estas cinco
funciones. Para determinar estos intervalos de confianza, se usé ¢t = 1,697
(para una confiabilidad del 95%) y n = 30 (el tamafio de la muestra).

5.3.2. Bootstrap

El bootstrap es un método estadistico no paramétrico utilizado para es-
tablecer si una muestra de tamano n es representativa, es decir, qué tanto
cambia una muestra obtenida con respecto a otra distribucion deseada. Este
método calcula un intervalo de confianza mediante el cual podemos asegurar

| F | Intervalo de confianza |

g02 [-0.69462,-0.73064]
g06 | [-6960.97016, -6961.33178]
g07 [26.68451, 25.69083]
g09 [680.74135,680.70617]
g10 | [8391.42096, 7759.910397]

Tabla 5.7: Intervalos de confianza encontrados con la formula 5.3 .
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Figura 5.3: Histograma para g¢06.

que si tomamos una muestra de nuestro universo (en este caso un conjunto
de soluciones dadas por el algoritmo propuesto), dicha muestra estard dentro
del intervalo de confianza calculado. Entre més cercano este el intervalo de
confianza al éptimo y entre mas cerrado sea dicho intervalo, mds eficiente
sera nuestra técnica empleada.

Las muestras se recopilaron de la siguiente manera: de las funciones de
prueba se realizaron treinta ejecuciones y de esta manera obtuvimos treinta
soluciones para cada una de las funciones de prueba. Pero si queremos saber
la representatividad de nuestra muestra obtenida, es decir, si obtuviéramos
otras treinta soluciones mas ;qué tan diferentes serian estas muestras? Para
saberlo, es necesario realizar la prueba del bootstrap [8]. Esto se hace extra-
yendo un gran nimero de muestras de tamano n (para el caso de estudio se
obtuvieron 30) de la muestra original aleatoriamente y con reposicién. Asi,
aunque cada remuestra (muestra de la muestra) tendrd el mismo nidmero
de elementos que la muestra original, mediante el remuestreo con reposicion
cada remuestra podria tener algunos de los datos originales representados en
ella més de una vez, y algunos que no aparecieran. Por lo tanto, cada una de
estas remuestras probablemente serd levemente y aleatoriamente diferente de
la muestra original.

La prueba de bootstrap se realiz6 con el programa Resampling Stats ver-
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Figura 5.4: Histograma para ¢07.

si6n 5.0.2, Resampling Stats Inc. 1990-1999. Fue necesario escribir un pro-
grama (ver algoritmo 11) que nos diera el manejo y la salida de los datos de
acuerdo a nuestras necesidades.
READ lee de un archivo ASCII los datos y los almacena en un vector A.
Posteriormente, ciclamos mil veces. SAMPLE toma treinta soluciones conte-
nidas en A de manera aleatoria y las coloca en un nuevo vector D de donde
se obtiene la media la cual se resguarda en la variable C y més tarde, en el
vector BOARD se van almacenando las distintas medidas obtenidas en cada
una de las mil iteraciones. Con PERCENTILE aplicado al vector BOARD se
obtienen los intervalos de confianza del bootstrap que nos permitiran saber
si nuestra muestra es representativa. Entre paréntesis colocamos el intervalo
que indica a PERCENTILE que coloque los intervalos sin tomar en cuen-
ta las peores ni las mejores 2.5 % medias contenidas en BOARD. Con esto
obtenemos una confiabilidad del 95 %, que es la que se utiliza comiinmente
en la practica [8]. PRINT imprime en pantalla el intervalo y con WRITE
lo escribimos en un archivo, utilizando APPEND para que no se borre el
contenido anterior del archivo si es que existiera informacion.

Los intervalos de confianza obtenidos por el bootstrap se muestran en la
tabla 5.8
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Algoritmo 11: Programa de entrada para el software Resampling
Stats

READ FILE “MUESTRA1.DAT” A

REPEAT 1000

SAMPLE 30 A B

MEAN B C SCORE C BOARD

END

HITOGRAM BOARD

PERCENTILE BOARD (2.5 97.5) INTERVAL

PRINT INTERVAL

WRITE FILE “BOOTSTRAP.DAT” APPEND INTERVAL

‘ F ‘ Intervalo de confianza ‘

g01 [-15.0, -15.0]
g03 | [-0.995126, -1.00004]
g04 | [-30665.5, -30665.5]
05 [5128.08, 5271.76]

g08 | [-0.095825, -0.095825]
gll |  [0.750003, 0.750008]
g12 1, -1]

g13 | [0.329299, 0.71056]

Tabla 5.8: Intervalos de confianza encontrados con el bootstrap.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se ha propuesto un nuevo mecanismo de manejo de res-
tricciones para la heuristica denominada PSO, a la cual llamamos IPSO. El
esquema propuesto, aunque aparentemente simple, es producto de un estudio
minucioso del comportamiento del PSO en optimizacién global con restriccio-
nes. Entre los mecanismos propuestos, los mas importantes son el operador
de mutacién y el esquema de vecindarios adoptado.

El método propuesto fue comparado con respecto a tres técnicas repre-
sentativas del estado del arte en optimizacién con restricciones [36, 29], in-
cluyendo una basada en PSO [34].

Los resultados obtenidos indican que el PSO es un motor de bisqueda
con muy buen potencial para optimizacién global con restricciones, pues su
desempeno resulté muy competitivo.

Como parte de nuestro trabajo futuro, planeamos usar un mecanismo
mas elaborado para la seleccién de lideres, el cual favorezca a individuos
infactibles que se encuentren muy cerca de la zona factible. Creemos que
eso mejorard el desempeno del algoritmo, sobre todo en los problemas en los
cuales tiene muchas dificultades para llegar a la zona factible.

En esa misma direccién, nos interesa explorar mecanismos alternativos
para mantener diversidad, asi como nuevas topologias de vecindarios.

Finalmente, creemos importante realizar un andlisis de varianza a fin
de determinar la sensibilidad del algoritmo a sus parametros. Esto podria
ayudarnos a disenar un mecanismo de ajuste automatico de parametros que
facilitaria de sobremanera el uso del algoritmo.
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Apéndice A

En el presente apéndice mostramos las graficas de convergencia para cada
uno de los problemas expuestos en la seccién 3.5.1. Cada figura corresponde
a la muestra obtenida més cercana a la mediana de nuestros resultados.
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Figura A.1l: Grafica de convergencia para la funcién g01.
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Apéndice B

En el presente apéndice se exponen los mejores resultados obtenidos con
nuestra técnica denominada IPSO.

B.1. g01

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =-15.00000, con
Z = (1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000, 1.000000,
1.000000, 1.000000, 3.000000, 3.000000, 3.000000, 1.000000) y las restriccio-
nes con un valor de (-0.000000, -0.000000, -0.000000, -5.000000, -5.000000,
-5.000000, -0.000000, -0.000000, -0.000000).

B.2. g02

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =-0.803580, con
7 =(3.163669, 3.128001, 3.095444, 3.061935, 3.028568, 2.991514, 2.957399,
2.920100, 0.489789, 0.497012, 0.480988, 0.486680, 0.462717, 0.465487, 0.469523,
0.452925, 0.450834, 0.446648, 0.439984, 0.441946) y las restricciones con un
valor de (-0.000000, -120.068837).

B.3. g03

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =1.00044, con
Z =(0.315996, 0.316600, 0.314841, 0.317460, 0.316708, 0.315885, 0.316977,
0.316802, 0.315693, 0.315466) y las restricciones con un valor de (-0.000200,
-0.000000).
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B.4. g04

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =-30665.537191,
con T = (78.000000, 33.000000, 29.995264, 44.999997, 36.775794) y las res-
tricciones con un valor de (-0.000003, -91.999997, -11.159503, -8.840497, -
5.000000, -0.000000).

B.5. g05

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =5126.50133,
con ¥ = (676.657563, 1029.576553, 0.121220, -0.395120) y las restriccio-
nes con un valor de (-0.000000, -0.000000, 0.001921, -0.033660, -1.066340,
-0.002000, -0.002000, -0.003921).

B.6. g06

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =-6961.85420,
con ¥ = (14.094984, 0.842925) y las restricciones con un valor de (-0.000016,
0.000047).

B.7. g07

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =-6961.85420,
con T =24.42530, con ¥ = (2.218124, 2.288651, 8.711773, 5.131648, 0.964729,
1.406649, 1.389230, 9.872438, 8.358119, 8.311452) y las restricciones con un
valor de (-0.000000, -0.000000, -0.000000, -1.964756, -0.000000, -0.000000,
-6.042068, -49.563640).

B.8. g08

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(x) =-0.095825,
con ¥ = (1.227971, 4.245373) y las restricciones con un valor de (-1.737460,
-0.167763).

B.9. g09

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =680.65552, con
7 =(2.329891, 1.960406, -0.466128, 4.339778, -0.607185, 1.014050, 1.578092)



B.10 g10

y las restricciones con un valor de (-0.000186, -252.689831, -145.024264, -
0.000053).

B.10. g10

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =7064.050416,
con Z =(701.608794, 1433.063370, 4929.378251, 191.418374, 302.824870, 208.581626,
288.593505, 402.824870) y las restricciones con un valor de (-0.000000, -
0.000000, -0.000000, -0.000000, -0.000000, -0.000000).

B.11. gll

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =0.749999,
con & =(0.707375, 0.500380) y las restricciones con un valor de (-0.000000,
-0.000101).

B.12. gl2

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(xz) =-1.000000,
con Z =(5.000000, 5.000000, 5.000000) y las restricciones con un valor de
(-0.062500).

B.13. gl13

El mejor valor encontrado por el algoritmo IPSO es: f(z) =0.05489, con
¥ = (-1.759748, 1.644769, 1.745934, -0.774881, -0.741213) y las restriccio-
nes con un valor de (-0.000200, -0.000000, -0.000000, -0.000000, -0.000200,
20.000200).
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