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Resumen

En esta tesis se establece la teoria para el estudio de Estrategias Evolutivas
en el contexto de la optimizacién multi-objetivo. Se analiza el trabajo previo en
convergencia hacia el Frente de Pareto de Algoritmos Evolutivos realizado por
Giinter Rudolph, Alexandru Agapie, David Van Veldhuizen y Thomas Hanne, para
crear pruebas de convergencia asintotica propias de las Estrategias multiobjetivo
(1+1), (+ )y (1, A)

Se hace un analisis de los operadores principales de las Estrategias Evolutivas,
para comprender mejor el funcionamiento de algunas de sus variantes en relacion
a la convergencia de los algoritmos.

Se propone, por ultimo, un mecanismo de auto-adaptacién para la Estrategia
Evolutiva multimiembro y se estudia su velocidad de convergencia, asi como varios
aspectos teodricos propios de la implementacion y comportamiento del algoritmo.

Abstract

In this thesis we establish the theory for the study of Evolution Strategies in the
context of the multi-objective optimization. We analyze the previous work on the
convergence toward the Pareto Front performed by Giinter Rudolph, Alexandru
Agapie, David Van Veldhuizen and Thomas Hanne, to make the specific asynthotic
proofs for the convergence of Evolution Strategies (1 + 1), (u+ A) and (u, A).

We show an study of the main operators of Evolution Strategies to better
understand the behavior of the variants of these algorithms mainly in terms of
convergence.

Finally, we propose a self-adaptation mechanism for the multi-member Evo-
lution Strategy and we study its velocity of convergence and several theoretical
aspects of its implementation and performance.
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Notacion y Acrénimos:

A A Auto-adaptacién.

AE Algoritmo Evolutivo.

AG Algoritmo Genético.

CE Computacién Evolutiva.

EE Estrategia Evolutiva.

EEsM Estrategias Evolutivas Multiobjetivo.

MOP Problema de Optimizacién Multiobjetivo.



Introduccion

Existen areas del conocimiento y el quehacer humano dentro de las cuales es
comun el surgimiento de problemas que consisten en la mejora de ciertas solu-
ciones, procedimientos o proporciones de las que se obtiene algiin beneficio ya sea
particular o comun. La disciplina que se enfoca a estudiar este tipo de problemas
y sus respectivas alternativas es conocida como optimizacion.

La computacién evolutiva es la aplicacion, mediante la implementacién en una
computadora, de algoritmos inspirados en el principio, que rige en la naturaleza,
de la sobrevivencia del individuo més apto. Los algoritmos evolutivos tienen como
objetivo principal “evolucionar” individuos, los cuales normalmente representan
soluciones a un cierto problema de optimizacién; los individuos se iran renovando
generacion tras generacion bajo el principio del mas apto, por lo que cada nueva
generacion debe poseer caracteristicas mejores que las anteriores, acercandonos con
cada iteracion a la solucion éptima del problema.

Originalmente las técnicas evolutivas no fueron concebidas como técnicas de op-
timizacion sino de aproximacion, esto debido principalmente al vacio tedrico que,
al igual que otras heuristicas, tuvieron en sus inicios. Sin embargo, con el paso
del tiempo y las mejoras, han mostrado dar buenos resultados aproximandose a
muy buenas soluciones en tiempos razonables, logrando resolver los problemas en
cuestion de manera satisfactoria. Actualmente ya se cuenta con pruebas de con-
vergencia para algunos algoritmos evolutivos y también se han ido fundamentando
y estandarizando los conceptos basicos de estas técnicas motivando cada vez mas
incursiones en materia tedrica.

El primer objetivo de este trabajo es describir en una versiéon multi-objetivo
los algoritmos correspondientes a las “estrategias evolutivas”. Los principales es-
fuerzos son para desarrollar una teoria de convergencia de la estrategia evolutiva
multi-objetivo en términos generales, es decir, con respecto a su comportamiento
al limite. En segundo término, se presenta un estudio mas detallado sobre su com-
portamiento, para un problema multi-objetivo en particular, resaltando algunos
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aspectos teodricos referentes a los espacios de busqueda, velocidad de convergencia
y auto-adaptacion.

Basados en las técnicas presentadas en [52], [48], y [60] para algoritmos evolu-
tivos multi-objetivo y los estudios de [8] referentes al comportamiento asintético de
las estrategias evolutivas mono-objetivo, se escriben la teoria y resultados corres-
pondientes al estudio de la convergencia para estrategias evolutivas multi-objetivo.
Con esto se resumen los resultados de varios articulos y las herramientas matema-
ticas necesarias para la comprension y desarrollo del estudio de la convergencia en
técnicas evolutivas y su andlisis visto como un sistema dinamico en el tiempo.

El primer capitulo se divide en dos secciones: la primera introduce conceptos
de optimizacion y heuristicas, resaltando las complicaciones que motivan al uso
técnicas evolutivas en vez de técnicas clasicas de optimizacion; la segunda seccion
se dedica a optimizaciéon multi-objetivo.

En el Capitulo 2 se decriben las principales técnicas evolutivas, motivando su
uso en problemas multi-objetivo, a manera de introduccién para el Capitulo 4
donde se particulariza en el paradigma de la Estrategia Evolutiva.

El Capitulo 3 presenta conceptos y resultados bésicos de teoria de la proba-
bilidad y procesos estocasticos necesarios para explicar los detalles de las técnicas
matematicas aqui utilizadas. El lector familiarizado con estas areas puede omitirlo.

Dentro del Capitulo 5 se proponen algoritmos para las estrategias evolutivas
(1+1)—EE multi-objetivo, (u+\)—EE multi-objetivo y (1, A\)—EE multi-objetivo,
presentando sus respectivas pruebas de convergencia hacia el frente de Pareto.

Finalmente, en el Capitulo 6, se estudian varios aspectos de la estrategia evolu-
tiva multi-objetivo sobre un caso de estudio particular para el cual se determina su
velocidad de convergencia al frente de Pareto. También se propone un mecanismo
de auto-adaptacion en el operador de mutaciéon y se comprueba experimentalmente
que dicho mecanismo mejora la velocidad de convergencia del algoritmo.



Capitulo 1

Optimizacion y problemas
multi-objetivo

1.1. Técnicas clasicas de optimizacion

El término optimizacion es usado comunmente para describir el proceso de
hallar la “mejor” soluciéon de entre un conjunto de opciones llamadas “espacio
de buisqueda”. La mejor solucién es dicha en el sentido de éptimo global (el cual
serd definido a continuacién) referente a una cierta funcién objetivo f del espacio
de busqueda.

Definicién 1.1.1 Dado un problema de minimizacion de la funcion
f:ACS=R"—>R, A#0D

El valor —oo < f* := f(&*) es llamado el dptimo global (o minimo) si y sélo si
para todos los valores

re A secumple que f(Z*) < f(x).

A la funcion f se le conoce como funcion objetivo.

1.1.1. Optimizacion lineal

Definicién 1.1.2 Se llama una igualdad (ecuacién) lineal no homogénea en las
indeterminadas x1, x», ..., x, a una expresion de la forma:
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a1, + agxy +aszxs + -+ a,r, = b

con los escalares a;,b € () donde () puede ser R,Q o Z.

Definicién 1.1.3 Al conjunto de m ecuaciones lineales en n indeterminadas se le
llama sistema de ecuaciones lineales de tamano m X n.

a1 + a12T9 + - + ALy = bl
an Ty + Qre + - 4+ T, = by
Am1T1 + QpmaTo + + G, = bm

Definicién 1.1.4 Una desigualdad lineal o inecuacion lineal es una expresion que
puede tomar una de las siguientes cuatro formas:

a1T1 + agxo + azxs + - - -
a1 + (15U + asxrs + -
a1T1 + asxo + asxrs + - - -

a1T1 + a9 + asxrs + - - -

+ a,x, <b
+ apt, < b
+ a,x, > b

+ apx, > b.

Anélogamente a la definicién 1.1.3 puede definirse un sistema de desigualdades

lineales.

Definicién 1.1.5 El conjunto de valores ordenados lexicograficamente

xr = Cq, T = Cg,

con

o Tp = Cp

¢i € (Q donde @ puede ser R,Q o Z

se dice ser una solucion a un sistema S si y so6lo si la sustitucion de los valores

MO PRUD PR
sistema de igualdades lineales tener

,Zn en S mantiene la consistencia en el sistema. Por ejemplo para un

a;1C1 + QocCy + -+ - + ey = b;

para todo1=1,2,...,m.
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La solucién a un sistema de ecuaciones (o desigualdades) lineales puede verse
como la solucién a la ecuacion matricial:

Azx =b (Ax <b)

donde
11 A12 Q1n
Q21  A22 Q2n,
A=
Am1 Am2 Amn
y
€
T2
Tr =
Tp

por:

La produccién industrial, el flujo de recursos en la economia y el manejo de fi-
nanzas entre otros ejemplos, requieren de la coordinacion de actividades las cuales
estan interrelacionadas. Si estos sistemas pueden modelarse (o aproximarse de man-
era razonable) a través de desigualdades y/o igualdades lineales, su estudio puede
entonces catalogarse dentro del area de la programacion lineal. No basta con hallar
las proporciones para que un sistema de los anteriores pueda funcionar, sino que
hay que hallar la distribucion correcta entre si para que den un rendimiento mayor,
es decir hallar la solucién 6ptima.

La programacion lineal se basa en el estudio de la convexidad de las regiones
factibles (también llamadas espacio solucién). Debido a que las restricciones en
un programa lineal son hiper-planos contenidos en algiin espacio de R" se prueba
que la interseccion de estas restricciones es una regién convexa; aplicando entonces
algunos resultados de convexidad podemos demostrar que los éptimos de funciones
lineales sobre este tipo de regiones se hallan en los vértices (también conocidos como
puntos extremos) de éstas.
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Figura 1.1: La region factible P de un sistema de desigualdades lineales, cada
desigualdad lineal es un hiper-plano H y la interseccion de éstas definen la region
factible del sistema.
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De esta forma se han desarrollado métodos matriciales y algebraicos como el
simplex que de manera algoritmica, para un problema lineal, nos lleva al 6ptimo.
En [14] y [23] se da una extensa metodologia para la resoluciéon de problemas
lineales.

1.1.2. Complejidad computacional

Un problema usualmente esta determinado por un conjunto de hipdtesis y pa-
rametros que lo especifican y un conjunto mas de condiciones insolutas que al ser
descritas nos dan la solucion del problema. Muchos problemas requieren para su
solucién una serie de pasos, los cuales al agruparse, forman lo que se conoce co-
mo algoritmo. Los algoritmos se describen de manera conceptual y posteriormente
se pueden llevar a su implementacién en una computadora; normalmente los al-
goritmos se estudian para mejorar su eficiencia, pero jqué es la eficiencia en un
algoritmo? Existen varias formas para describir la eficiencia de un algoritmo. Al-
gunos estudios se enfocan a que el algoritmo sea méas rapido para decir que es mas
eficiente; otros buscan que el algoritmo ahorre memoria de manera considerable.
Una manera de estandarizar el analisis de la eficiencia de un algoritmo es com-
parando el nimero de ciclos de ejecucién que éste representa; asi los resultados
dependeran del algoritmo de manera conceptual y no de la computadora en la que
se implemente.

Un algoritmo de tiempo polinomial es aquél cuya complejidad temporal es
O(p(n)), donde p(n) es un polinomio. Este tipo de algoritmos describen problemas
a los cuales se conoce como problemas tratables. Un algoritmo de tiempo exponen-
cial es aquel que no puede ser acotado por una funcién polinomial. Este tipo de
algoritmos describen problemas a los cuales se conoce como problemas intratables.

Otra clasificacién de problemas, dada por Alan Turing en la primera mitad del
siglo XX radica en que un problema pueda o no ser resuelto por una computadora
(como conocemos a la computadora actual, es decir una maquina determinista).
A aquellos para los cuales la afirmacién es cierta se les conoce como problemas
decidibles; a los que no pueden ser resueltos por una computadora se les llama
problemas indecidibles.

A la clase que engloba a todos los problemas que son solubles en un tiempo
polinomial le llamaremos clase P.

Un algoritmo no determinista es aquel en el que cada estado puede transitar
a varios estados diferentes de manera simultdnea y que no se puede predecir en
un principio. Llamaremos N P a la clase que engloba a los problemas tales que se
resuelven a través de un algoritmo no determinista en un tiempo polinomial.
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NP-Dificil

Indecidible

Exponencial

NP-completc
NP

-~ @@ 7

Figura 1.2: Jerarquia de la complejidad

Un problema se dice polinomialmente transformable en otro si existe una fun-
cién f tal que en tiempo polinomial transforma los casos de un problema en el otro
incluyendo las soluciones. Un problema se dice ser N P—completo si pertenece a
la clase NP y todos los problemas de la clase NP son polinomialmente trans-
formables a él. Un problema se dice que es N P—dificil si cumple con que todos
los problemas de la clase NP son polinomialmente transformables a él pero él no
necesariamente pertenece a la clase N P.

1.1.3. Heuristicas

Una heuristica es una técnica para aproximar la solucién a un problema de
optimizacién para el cual no existen métodos eficientes conocidos, ya sea porque el
espacio de busqueda es muy grande y la busqueda exhaustiva es imposible, o porque
el modelo del problema no se adapta a ninguna de las técnicas existentes (para las
cuales si se tienen algoritmos que nos llevan a la solucién precisa). Es decir, las
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heuristicas se usan para lidiar con problemas cuya complejidad es tal, que el uso de
algoritmos deterministas tiene un costo computacional prohibitivo. Una heuristica
busca aproximarse de manera intuitiva pero ordenada a la mejor solucién, aunque
no garantiza llegar al 6ptimo; para cada problema se puede construir una heuristica
especial que dé mejores resultados que otras, ya sea en tiempo o en proximidad
al 6ptimo. Se ha comprobado empiricamente que para cierto tipo de problemas
existen heuristicas que funcionan muy bien. Sin embargo no existe la heuristica
que para cualquier problema sea més eficiente que todas las demas [63].

Para problemas de graficas (por ejemplo hallar el corte méximo de una gréfica),
el espacio de busqueda es precisamente el conjunto de cortes posibles, el cual
coincide con el conjunto potencia del conjunto de los vértices de la grafica. En este
caso hacer una busqueda exhaustiva de la solucién es imposible para graficas con
muchos nodos ya que crece de manera exponencial!. En estos casos se justifica el
uso de una heuristica de busqueda local o del recocido simulado [32] en la cual el
tiempo de calculo es muy aceptable y la solucién aproximada es buena.

Las heuristicas no son adecuadas para todo tipo de problemas y son particular-
mente inadecuadas para problemas cuyo modelo se ajusta a técnicas ya muy es-
tudiadas que nos arrojan soluciones suficientemente simples, como es el caso de
los Programas Lineales; en éstos, el Método Simplex llega al 6ptimo de manera
eficiente usando un método algoritmico de tiempo polinomial. Este tipo de técnica
nos garantiza ademds, de manera determinista, que el 6ptimo (de existir) sera al-
canzado. Si es muy importante asegurar que efectivamente se alcanza el 6ptimo,
las heuristicas no son recomendables.

1.1.4. Principales complicaciones

Como hemos mencionado existen muchos métodos y estudios dentro de la op-
timizacion lineal, la Investigacion de Operaciones y la investigacion en heuristicas
que nos dan herramientas especificas para hallar las mejores soluciones con respec-
to a diferentes categorias de problemas. Sin embargo existen problemas que poseen
caracteristicas especiales que los hacen dificiles de tratar con los métodos clasicos.

La primera complicaciéon que puede tener un problema de optimizacién es el
hecho de que las funciones a optimizar no posean continuidad, dado que si buscamos
el méaximo o minimo de una funcién continua, existen ya métodos precisos que
encuentran los valores optimos.

!La cardinalidad del conjunto potencia de un conjunto con n elementos (nodos de la gréfica)
es 2™.
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a) b)

Figura 1.3: Ejemplo de a) una funcién continua, b) una funcién no continua

Otra caracteristica que dificulta el uso de métodos clasicos es cuando la re-
gién factible es no convexa. Por ejemplo, puede demostrarse mediante un poco
de topologia de conjuntos que en regiones factibles convexas las imagenes bajo
funciones lineales deben tener sus valores maximos y minimos en la frontera; sin
embargo la ausencia de convexidad nos limita y excluye de una gran cantidad de
técnicas para optimizar basadas en este hecho.

a) b)

Figura 1.4: Ejemplo de a) conjunto convexo, b) conjunto no convexo

Algunas técnicas clasicas se basan en el estudio de la concavidad de las imagenes
bajo funciones objetivo, en otras es necesario que las funciones a optimizar sean
diferenciables; en el caso de funciones no diferenciables el repositorio de técnicas
factibles a utilizar se reduce una vez méas. Mas atn, gran cantidad de problemas
presentan poca o nula informacion acerca de su region factible. A veces las regiones
no s6lo son no convexas sino no conexas, lo cual deja el problema fuera del alcance
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de muchas de las heuristicas de buisqueda local, debido a que no podrian salir de
optimos locales si cayesen en uno.

<

S

&g

Z

QA

Figura 1.5: Dos regiones factibles no conexas; la region de la derecha cuenta ademas
con componentes no convexas.

El Conjunto de Cantor (Figura 1.6) es un ejemplo de regiones no continuas,
cuya grafica representa una funciéon no diferenciable y es dificil de caracterizar
matematicamente; se define como la interseccion al infinito de todas sus etapas
parciales.

Junto con las caracteristicas descritas anteriormente puede citarse que algunos
problemas cuentan con funciones objetivo dificiles de evaluar por un humano, por
lo que el uso de una computadora es requerido. Esta y las anteriores complica-
ciones hacen de los problemas que las poseen buenos candidatos para la aplicacion
de algoritmos evolutivos, puesto que para estas técnicas nada de lo anterior acarrea
dificultad. Es por eso que cuando ningin método conocido aproxima razonable-
mente el 6ptimo o funciona en ciertos tipos de problemas, vale la pena intentar
usar una técnica evolutiva.

En particular si utilizamos técnicas evolutivas en problemas con un alto costo
computacional para la evaluacién de las funciones de aptitud, debemos tener en
cuenta que a cada generacion es indispensable evaluar a cada uno de los individuos
de la poblacién. Es precisamente en estos casos en que elegir una version paralela
del algoritmo evolutivo es una buena opcién (ejemplos de ésto se muestran en [9]).
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Intervalo inicial del Conjunto de Cantor

Primera etapa del Conjunto de Cantor
Segunda etapa del Conjunto de Cantor
_ Tercera etapa del Conjunto de Cantor

__ __ Cuarta etapa del Conjunto de Cantor

Figura 1.6: Algunas etapas del conjunto de Cantor

1.2. Problemas multi-objetivo

Para muchos campos dentro de las ciencias, tanto sociales como naturales, re-
solver un problema o tomar una decision significa hallar la mejor solucion comun
a un conjunto de relaciones (tal es el caso de la economia, el disefio en ingenieria,
situaciones de la vida cotidiana, etc.). Un ejemplo sencillo de esto se presenta al
tratar de determinar las proporciones de ciertos componentes en un medicamento
tomando en cuenta los menores costos de produccién cuando a la vez se busca que
éste no reduzca su eficacia y sea atractivo para una mayor cantidad de consumi-
dores; otro problema se presenta también si se requiere tomar la decision de usar
o no algin tipo de edulcorante en este medicamento, dado que esto afectaria en
diferente factor a los aspectos anteriores. Muchos ejemplos de lo anterior se encuen-
tran en el diseno y construccion de méaquinas o piezas en la industria, en donde se
deben tomar en cuenta diferentes caracteristicas referentes a un mismo producto.
Si cada una de estas relaciones puede expresarse como una funcién matematica, al
referirnos a la mejora en conjunto, decimos que se debe optimizar a todas las fun-
ciones de manera simultdnea, definiéndose entonces un problema del tipo descrito
a continuacion:

Definicién 1.2.1 Un problema multi-objetivo (MOP) puede definirse en el caso
de minimizacion (y andlogamente para el caso de mazimizacion) como:
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Minimizar: f(x)
dado que f:FCR" —RY ¢>2.

y se evalua en
A={a€F:¢i(a)<0,ie{l,....om}} #0

El conjunto A es llamado la region factible del problema y se dice que el prob-
lema se encuentra sujeto a las restricciones g;, donde

gi ' R" — R
son funciones cualesquiera.

Algunas veces las funciones objetivo del problema deben escalarse o cambiar
de signo, para presentar el problema de la forma anterior, ya que originalmente
los problemas multi-objetivo vienen dados de tres formas: en el que todas las
funciones se maximizan, en donde todas las funciones se minimizan y en donde
algunas funciones se maximizan mientras que otras se minimizan.

A partir de la definiciéon 1.2.1 el sentido comun nos lleva a pensar en la opti-
mizacién multi-objetivo como la bisqueda de un vector que representa el conjunto
de variables de decisién y el cual optimiza (maximiza o minimiza) en conjunto a
las funciones objetivo. Sin embargo en este caso es de principal importancia notar
que dichas funciones pueden estar en conflicto unas con otras. Por ejemplo, (ver
figura 1.7) en el caso de tener que optimizar las funciones f(z) = z+2, fo(z) = 22
v f3(x) =4 —x con 0 < x < 100, mientras que fi(z) =z + 2y fo(x) = 2% crecen
se tiene que f3(z) = 4 — z decrece, por lo que, la mejor solucién serd aquella que
nos lleve a un mejor compromiso entre las tres funciones.

Ademas de la posibilidad de estar en conflicto unas con otras, las funciones en
un problema multi-objetivo pueden representar cantidades que no son equivalentes
entre si. Por ejemplo, si el problema consiste en optimizar

f:(f17f27'--7fn)

que son las ganancias totales de una empresa, pero f; representa una ganancia
actual en pesos, fo representa una ganancia en recursos humanos, f; representa un
ahorro de energia, etc.

Debido a las situaciones anteriores, en optimizaciéon multi-objetivo no se utiliza
el término 6ptimo para referirse a la mejor solucion del problema, sino el término
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f2

Figura 1.7: Funciones en conflicto, f3 decrece mientras f; y fo crecen.

“conjunto de soluciones eficientes”; no necesariamente se debe encontrar una tinica
solucion mejoradora de todas las demas. Puesto que se estda buscando un vector
compromiso, la soluciéon de un problema multi-objetivo consiste en dar un conjunto
de vectores eficientes con los cuales se pueda tomar una decision.

Una manera de definir este compromiso entre las diferentes funciones a op-
timizar es mediante el concepto de éptimo de Pareto (introducido en la Seccién
2.4.2) el cual hace uso de los conceptos de la siguiente seccion.

1.2.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Pensar en el conjunto de vectores no dominados nos lleva de manera natu-
ral al concepto de conjunto parcialmente ordenado, el cual es estudiado por las
matematicas dentro de las areas de Algebra y Combinatoria. Para comprender
mejor este concepto recordemos lo que es una relacién y sus propiedades princi-
pales.
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Variables de decision Funciones Objetivo
Figura 1.8: Problema multi-objetivo

Definicién 1.2.2 Sea A un conjunto. Al subconjunto R C A x A le llamaremos

relacion binaria. A los elementos (x,y) € R les denotaremos como xRy y decimos
que x estd relactonado con y.

La relacion R se llamard:

a) reflexiva si ocurre que Rz para toda x € A.

c¢) simétrica si ¥Ry entonces yRx para todos x,y € A.

d) antisimétrica si Ry & yRax entonces x =y con x,y € A.
e) asimétrica si ¥Ry entonces y Rx para todos x,y € A.

f) transitiva si xRy & yRz entonces xRz para todos x,y, z € A.

Definicién 1.2.3 Una relacion binaria que cumple con ser reflexiva, antisimétri-

ca y transitiva es llamada una relacion de orden parcial vy se representa
comunmente mediante el simbolo < .

A partir de un orden parcial puede definirse la relacion de dominacion (<) de la
manera siguiente:

r<y <= =y Azx#uy.

Cuando ocurre que x 2y N y A x decimos que son no comparables, lo cual es
denotado por x || y.

Ejemplo En R" puede definirse el orden parcial < de manera natural como

r<y z,yeER" <= z; <y, coni=12...n



16 Optimizacion y problemas multi-objetivo

Es claro que existen vectores en R™ los cuales no pueden compararse bajo el orden
parcial <, como por ejemplo los vectores:

(3.5,7.8,4,6) y (4,7, 4,7).

El ejemplo anterior ilustra que no cualquier conjunto cumple con la propiedad
de que todos sus elementos puedan compararse, como es el caso de R". Esta carac-
teristica es basica para el concepto que introducimos en la siguiente definicion y
con el cual mas adelante modelaremos la jerarquizacion de Pareto.

Definicién 1.2.4 Dados A un conjunto y (<) una relacion de orden parcial sobre
él, llamamos a la pareja (A, =) un conjunto parcialmente ordenado también
referido como Poset.

Definicién 1.2.5 Dado (A, =) un Poset, el subconjunto X C A se dice ser un
orden total o cadena con respecto a (<) si y sdlo si se cumple que © < y
6y < x para todos x,y € X. En este caso decimos que (X, =) es un conjunto
totalmente ordenado.

Si se tiene que x A y para todos x,y € X entonces decimos que X es una
anticadena.

Las cadenas pueden ser finitas o infinitas y también pueden estacionarse en uno
de sus extremos como:

To=T1 =Ty <...<Tj—1 T < Tjq1 < ...

e R Wiy RT; R T R ... < T9g < T X Ty

Definiciéon 1.2.6 Un elemento x* € A es llamado un elemento minimal del
Poset (A, =) si no eziste un elemento x € A tal que x < z*. El conjunto de todos
los elementos minimales de (A, <) se denota como M(A,=).

De esta definicién se sigue claramente que el éptimo de Pareto (tratado en la
definicién 2.4.3) para un problema multi-objetivo dado es, visto de manera formal,
un conjunto parcialmente ordenado. En la seccion 5.1.1 trataremos algunos resul-
tados en donde se plantea el principio de los algoritmos evolutivos para problemas
multi-objetivo como la busqueda de los elementos minimales del espacio solucion
R™ visto como un Poset con la relacion < definida de manera natural. En los re-
sultados mencionados usaremos fuertemente el concepto de Poset completo, dado
a continuacion.
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f2

f1

Figura 1.9: Un problema de minimizacién con dos funciones objetivo. Se indica el
frente de Pareto con una linea continua.

Definicién 1.2.7 El conjunto M(A, =) de todos los elementos minimales de
(A, =) se dice completo si para cada x € A existe al menos un elemento x* €
M(A, =X) tal que z* < x.

Lema 1.2.8 Dado un Poset (A, X) tal que A es finito, se cumple que su conjunto
de elementos minimales M(A, =) es completo.

Demostracién: Sea xy € A, si zy € M(A, <) el lema es cierto por la propiedad
de reflexividad de <. Supongamos entonces que xy ¢ M(A, <), esto implica que
existe un elemento x; € A tal que z; < x. Dado que A es finito, existe un elemento

x, para alguna cadena z, < .-+ < x7 =< x¢ con n < |A| en el cual la cadena
transitiva se detiene, esto quiere decir que ningun elemento en A domina a z,, y
por lo tanto se sigue directamente que z,, € M(A, <). n

Lema 1.2.9 Sea M(A, =) # 0 el conjunto de elementos minimales de algin con-
junto parcialmente ordenado (A, =<). Sea también para x € A el conjunto

Glx):={ye Ay < x};
entonces se cumplen las siguientes implicaciones:

a) te€ M(A, =) <= Gz)\{z}=0.
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b) Si M(A, =) es completo y x ¢ M(A, <) entonces (G(x)\{z})NM(A, =) # 0
Demostracién: (a) Por definicién,
reEMAR) e (yeAry<z)e (yed:yryy#ur)

son implicaciones ciertas. La ultima expresién puede reescribirse como Ay € G(x) :
y # x. Esto entonces equivale a decir que G(z) \ {z} = 0. =

(b) Sea xz € A tal que x ¢ M(A, <). Considerando la parte (a), es un hecho
que G(z) \ {z} = (. Dado que M(A, <) es completo podemos decir que existe un
elemento z* € M (A, <) tal que x* # = y 2* < x. Entonces empleando la definicién
de G(-) concluimos que necesariamente z* € G(z) \ {z}, por lo tanto

(G(2) \ {z}) N M(A, =2) #0

1.3. Sumario

Hemos presentado, a lo largo de este capitulo, conceptos bésicos de optimizacién
y heuristicas, resaltando las complicaciones que motivan el uso técnicas evolutivas
en lugar de técnicas clasicas de optimizacion.

Hablamos también del problema de optimizacién multi-objetivo puntualizando
algunas de sus complicaciones e introduciendo el concepto de conjunto parcialmente
ordenado, el cual sera basico para las discuciones acerca de la convergencia de los
algoritmos que se trataran en este trabajo.

A continuacién expondremos algunos aspectos introductorios de la computacién
evolutiva, sus paradigmas y usos principales.



Capitulo 2

Computacion evolutiva

Las técnicas que conforman la computacién evolutiva son procedimientos ins-
pirados en el principio natural de la evolucién de las especies, que modelan la
evolucion como un proceso particular de optimizacién. Describiremos a continua-
cién de manera muy general sus caracteristicas principales:

i)

ii)

iii)

iv)

Para dichas técnicas, existen entidades (individuos) las cuales tienen la habili-
dad de reproducirse, con una cierta probabilidad; cada una de estas entidades
representa una solucion al problema que se desea resolver. Al reproducirse
éstas, se ejecuta un proceso de “explotacién” del espacio de bisqueda para
mejorar cada vez mas la solucién y con esto acercarnos al 6ptimo.

A cada una de estas entidades se le asocia una habilidad (aptitud) mediante la
cual se evalia su propia supervivencia y la de sus “genes” a cada generacion.
Esto se relaciona con el valor de la funciéon objetivo para la correspondiente
interpretacion de la entidad en términos de soluciones del problema.

Existe una poblacién que contiene a dichas entidades, la cual se renueva
generacion tras generacion bajo el principio de “seleccién del mas apto” lo
que en computacion evolutiva se interpreta como una mejora en la solucién
a nuestro problema.

La poblacién cuenta con diversidad entre sus entidades. Esto se interpreta
en computacion evolutiva como un muestreo representativo del espacio de
bisqueda, es decir, el algoritmo cuenta con un mecanismo de “exploracion.”

Basados en lo anterior han sido desarrolladas técnicas, con multiples varia-
ciones, para resolver problemas cuyo objetivo es dar una aproximacion a la solucion
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optima del problema en cuestién. Existen varias ventajas al utilizar las técnicas
evolutivas. Podemos comenzar mencionando que son una manera de incorporar el
poder de cémputo actual para la resolucién de un problema y al igual que la mayo-
ria de las heuristicas son 1tiles cuando se tienen espacios de busqueda demasiado
grandes. Para el empleo de cualquiera de estas técnicas no es necesario que dicho
problema cumpla condiciones de continuidad y/o derivabilidad en sus funciones
objetivo o restricciones ni que éstas sean sencillas de evaluar para un humano.

Entre los problemas apropiados para resolver con estas técnicas se encuentran
aquellos en los que la regién factible no se puede caracterizar de manera sencilla, no
cumple condiciones de convexidad o conexidad, o no se cuenta con un conocimiento
previo de ella.

Una descripcion acerca del surgimiento, operadores, métodos, vertientes y demas
aspectos de las principales técnicas evolutivas puede consultarse en [13].

2.1. Antecedentes y usos

Las técnicas evolutivas basan sus desarrollos y mejoras en la imitacién directa
de la naturaleza a través de la representacion de soluciones. El Neo-Darwinismo
(Capitulo 2 de [20]) basa la evolucién de la vida en nuestro planeta en los procesos
de reproduccion, mutacion y competencia para la seleccion de los individuos en
generaciones futuras. A su vez, las técnicas evolutivas toman estos principios del
Neo-Darwinismo y tratan de reproducirlos estadisticamente a través de un algo-
ritmo que asemejandose a la evolucién nos lleve de manera natural a una buena
solucion.

Componentes del ciclo evolutivo:

= Poblacion: es el conjunto de individuos que representan las soluciones al
problema. En términos de implementacion la poblacién es un arreglo de datos
en el cual se guardan de manera ordenada la cadenas de informacion genética
de todos y cada uno de los individuos (soluciones potenciales del problema).

= Operadores genéticos: son aquellos procedimientos que manipulan la infor-
macién genética de la poblacién para con esto producir nuevos individuos
vistos como variaciones de la poblacién original. Los operadores genéticos
méas comunes en los algoritmos evolutivos (AE’s) son:
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e Mutacidén: puede verse como la perturbacién (variacién) sobre uno o
mas alelos de la cadena genética del individuo. Al hacerse de manera
aleatoria nos transporta hacia una region del espacio de busqueda difer-
ente a la del individuo original; esto nos ayuda a salir en el caso de
que la busqueda se estanque en algin optimo local; por esto se dice
que la mutacién es el procedimiento del algoritmo que se dedica a la
exploracion del espacio de busqueda.

e Recombinacion: es el procedimiento mediante el cual se “mezclan” los
genes de los padres para formar las cadenas cromosémicas de los de-
scendientes, preservando presumiblemente los “buenos” genes que nos
han llevado a obtener mejores soluciones al problema; la recombinacion
es el procedimiento del algoritmo que se dedica a la explotacion de las
zonas mas prometedoras en el espacio de busqueda.

» Proceso de seleccion: es aquel mediante el cual se designa qué individuos
pasaran a formar parte de la siguiente generacién. Cada uno de los indi-
viduos cuenta con un valor que determina su aptitud de supervivencia ante
el entorno. Dicho valor de aptitud determina qué tan bueno es el individuo
como solucién al problema que se trata de resolver. A la determinacién de
dichos valores se le conoce como evaluacion de la funcion de aptitud y da-
do que el proceso de seleccion toma en cuenta esta funcién, se imita en el
algoritmo el principio de supervivencia del mas apto.

Notaremos aqui que la funcién de aptitud debe estar relacionada con la fun-
cion objetivo a optimizar, es decir que mientras mejor cumpla el individuo con
la funcién objetivo, mayor serd su aptitud de supervivencia ante el entorno. La
diferencia entre estos dos conceptos, funcion objetivo y funcién de aptitud, es mas
bien conceptual para diferenciar que las funciones objetivo son una caracteristica
intrinseca del problema a optimizar, mientras la funcién de aptitud es propia del
algoritmo evolutivo. Nétese sin embargo que muchas veces en la practica (para
el caso de optimizacién mono-objetivo) estas dos funciones coinciden y en otras
tantas ocasiones la funcion de aptitud es el resultado de escalar proporcionalmente
la funcién objetivo. Cuando tratamos con optimizacién multi-objetivo la funcién
de aptitud representa precisamente el compromiso buscado (ver seccién 1.2) entre
todas las funciones objetivo del problema.

Las técnicas evolutivas han tenido diversas implementaciones conforme su uso
se ha extendido. Se han aplicado para mejorar programas de computadora [28, 58,
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Figura 2.1: La base del ciclo evolutivo

34], diseno de circuitos y reconocimiento de patrones [33], aprendizaje de méquina
[21], resolucién de problemas combinatorios [38, 39], etc.

Cabe mencionar que la optimizacién no es el tinico uso que se le ha dado a los
algoritmos evolutivos; Beyer, por ejemplo, desarrolla en [6] un algoritmo evolutivo
que simula de manera evolutiva estados estacionarios en ciertos sistemas dinamicos.

2.2. Paradigmas principales

Existen tres paradigmas principales dentro de la computacion evolutiva. Cada
uno de éstos se desarrollé de manera independiente y con motivaciones distintas.
A continuacion se da una breve explicacién de los principios de cada uno de ellos;
un estudio detallado entre sus propiedades, diferencias y aplicaciones se encuentra
en el libro de Thomas Béck [3]. A lo largo de este trabajo nos referiremos a las
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estrategias evolutivas (EE), especificamente sus propiedades de convergencia.

2.2.1. Estrategias evolutivas

El capitulo 4 de este trabajo se dedica para una descripcion més amplia acerca
de este paradigma; aqui presentamos un breve resumen de sus aspectos principales
con el objeto de poderlo diferenciar de los otros dos paradigmas de CE descritos
enseguida.

Las estrategias evolutivas (EE) se inspiran en la evolucién que puede sufrir un
individuo determinado afectado por la mutacién y la recombinacién de los genes de
sus antepasados. Fueron concebidas en 1964 en la Universidad Técnica de Berlin, en
Alemania, por un grupo de estudiantes de ingenieria: Ingo Rechenberg, Hans-Paul
Schwefel y Paul Bienert. Dichos estudiantes necesitaban optimizar ciertas funciones
para un diseno hidrodinamico el cual representaba un problema de alto grado
de complejidad, y que ademads, no podia resolverse con técnicas de optimizacion
tradicionales.

La versién original de la EE de dos miembros, denotada por (1 + 1)—EE, usa
un solo padre y produce a cada iteracién un solo hijo. El mejor de entre los dos
pasara a formar la siguiente generacion en un ejemplo de como opera la seleccion
extintival. En la (1 + 1)—EE, un individuo nuevo es producido usando:

7 =7+ N(0,5)

donde N(0, &) es un vector de nimeros Gausianos independientes. Es decir, la mu-
tacion opera simplemente como una perturbacion entre los individuos. Los niimeros
Gausianos tienen media cero asemejandose a la naturaleza; es decir, en la natu-
raleza no se espera que ocurran mutaciones fuertes. La desviacién estandar o sirve
para controlar el proceso denominado “autoadaptacion” que consiste en variar o
dependiendo de si el nimero de éxitos obtenidos a través de la mutacion es grande
0 no con respecto a un ntmero fijo de generaciones de prueba.

Posteriormente Ingo Rechenberg propuso una variante de la estrategia evolutiva
denominada (4 1) en la que cada generacién consistia de p padres que generaban
un solo hijo, el cual podia reemplazar al peor de los p padres de la poblacién. El
uso de multiples hijos fue introducido por Schwefel en las estrategias denominadas
(L+ )y (p, A) en las cuales cada poblacién consta de p padres los cuales generan
A hijos, Mediante la seleccion se eligen a los i padres de la siguiente generacién de
entre los A hijos en la estrategia (i, \) y de entre la unién de los p padres y los A

'En la seleccién extintiva los individuos menos aptos tienen cero probabilidades de sobrevivir.
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hijos en la (1 + A).

La estrategia evolutiva multimiembro (;z+ A) puede resumirse en los pasos siguien-
tes:

I Se comienza con una poblacién de p individuos.
IT Se aplica algin operador de recombinacién para generar A\ hijos.
IIT Se aplica el operador de mutacion a los hijos.

IV Sobreviven bajo el operador de selecciéon los 1 mejores individuos de la unién
entre padres e hijos.

Dado que las estrategias evolutivas se basan en la mejora a nivel de los individu-
os, se permite la recombinacién. En las estrategias evolutivas podemos mencionar,
como un primer acercamiento a este operador, dos tipos de recombinacion: Sexual
y Panmitica. En la recombinacion sexual intervienen dos individuos seleccionados
para generar un descendiente; en la recombinacién panmitica intervienen mas de
dos padres. En el caso de la recombinaciéon panmitica el proceso es el siguiente:

1. Se tiene la poblacién Py, P, ..., P, en la generacién ¢ con p individuos.
2. Se eligen n de manera aleatoria Pj,, ..., F;, .
3. El cromosoma de cada padre Pj, estd dado por (z} 25 ,...,27 ) € R"

4. FEl hijo obtenido por recombinaciéon H; tendra por cromosoma:
1 2 n n
(zj,,75,,...,2}) ER

5. La recombinacién se repite hasta tener un total de A hijos

Hy, Hy, ..., Hy

6. Posteriormente se aplica la seleccion para obtener p individuos de entre

{P\,Ps,...,P,,Hi,H,,...,Hy}

que formaran la poblacién en la generaciéon ¢ + 1.
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2.2.2. Programacion evolutiva

La programacién evolutiva es una técnica inspirada en el principio de la evolu-
cion al nivel de las especies. Utiliza seleccion probabilistica y no requiere la cruza
ni ningin tipo de recombinacién puesto que una especie no puede mezclarse con
otra. Propuesta en 1960, por Lawrence J. Fogel, la programacién evolutiva ha sido
utilizada para diferentes problemas de entre los que destacan: prediccién, juegos y
reconocimiento de patrones entre otras [20].

El algoritmo consiste en lo siguiente:
I Generar una poblacién inicial de manera aleatoria.
IT Aplicar el operador de mutacién (existen muchos tipos diferentes).

IIT Calcular la aptitud de cada descendiente y aplicar seleccion mediante torneo
para retener a las mejores soluciones.

2.2.3. Algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos han sido ampliamente usados para la resoluciéon de
problemas diversos. Con ellos se introducen los conceptos, existentes en la natu-
raleza, de genotipo y fenotipo. El genotipo de un individuo representa la informacion
genética que por si mismo tiene, que ha heredado de sus antepasados y que a su
vez transmitird a sus descendientes. El fenotipo son las caracteristicas visibles de
cada individuo. Dentro del ambito de la computacién, llamaremos fenotipo a la
representacion natural de la solucién del problema y genotipo a la cadena binaria
que codifica dicha solucion.

Desarrollado por John H. Holland [29, 30] , el algoritmo genético opera entonces
a nivel de genotipo de las soluciones mediante la siguiente secuencia:

I Comenzar con una poblacién inicial, la cual puede ser generada de manera
aleatoria.

IT Calcular la aptitud de cada individuo.
ITITI Aplicar el operador de seleccién con base en la aptitud de la poblacién.

IV Aplicar los operadores genéticos de cruza y mutacion a la poblacién actual
para con éstos generar a la poblacion de la siguiente generacion.
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V Ir al paso II hasta que la condiciéon de paro se satisfaga.

En el algoritmo genético el operador principal es la cruza, utiliza los conceptos
de esquema® y bloque constructor® y con ellos sostiene la llamada hipdtesis de los
bloques constructores:

“La cruza dentro de un algoritmo genético tiene la capacidad de recombinar las
instancias de esquemas favorables, para formar otros igualmente buenos o
mejores.”

Al igual que en muchas otras heuristicas, el comportamiento del algoritmo
genético es altamente dependiente de los parametros iniciales (tamano de la poblacion,
porcentaje de cruza, porcentaje de mutacién, nimero de generaciones, etc.).

2.3. Abordaje de problemas multi-objetivo con
técnicas evolutivas

Las técnicas evolutivas son particularmente atractivas para el tratamiento de
problemas multi-objetivo por varias razones; aqui comentaremos algunas de ellas.

La solucién de un problema multi-objetivo no se resume a un unico resultado
optimo, sino que consiste de una coleccién de valores maximales a la vez; las técni-
cas evolutivas se acoplan bien en este aspecto ya que en ellas se procesa de manera
simultanea una poblacién de individuos, los mismos que representan soluciones a
mejorar en cada iteracién. Al final de la ejecucion del algoritmo evolutivo se ob-
tiene una muy buena aproximacion tanto al frente de Pareto como al conjunto de
6ptimos de Pareto (ver seccién 2.4.2), caracterizando con esto perfectamente a las
soluciones para ser usadas directamente por el tomador de decisiones.

En la vida real no es sencillo trabajar con problemas que no pueden caracteri-
zarse (o cuya definicién es muy compleja) algebraica o analiticamente, que tienen
una region factible geométricamente inusual, o cuyo espacio de busqueda es de-
masiado grande. Este tipo de complicaciones se extienden con creces al caso de
problemas multi-objetivo resultando en complejidades multiples. Sin embargo, es-
tas caracteristicas que hacen a los problemas “dificiles” de manejar con técnicas
clasicas son precisamente la inspiracion para el desarrollo de las técnicas evolutivas,

2Un esquema es un patrén de valores de los genes en un cromosoma.

3Un bloque constructor es un grupo pequeio y compacto de genes que han co-evolucionado de
tal forma que su introduccién en cualquier cromosoma tiene una alta probabilidad de incrementar
la aptitud de dicho cromosoma.
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y en efecto, éstas han demostrado salvar dichas dificultades durante la bisqueda.
Como una referencia acerca de las técnicas evolutivas con enfoque multi-objetivo
puede consultarse [12].

2.3.1. La importancia del trabajo en convergencia

Dentro del drea de Computacién Evolutiva aumentan cada vez maés las técni-
cas para implementar algoritmos nuevos y mejorar la eficiencia de los existentes.
Hablando en términos de la optimizacién multi-objetivo, los investigadores avan-
zan para adaptar a esta rama las ventajas de las técnicas evolutivas. Sin embargo,
paralelamente a estos esfuerzos debe trabajarse en la justificacion tedrica del fun-
cionamiento de estas técnicas dentro del area. Esto no sélo es necesario para darle
un caracter “formal” a los trabajos, sino también para poder comprender mejor las
mismas técnicas que se han disenado y generar ideas para implementar mejoras, a
la par de desarrollar nuevas propuestas.

Dentro del desarrollo de cualquier teoria que justifique un método computa-
cional es de suma importancia establecer las bases de lo que significa la conver-
gencia de la técnica (algoritmo, procedimiento etc.). En el drea de optimizacion
siempre se han estudiado las condiciones para que un problema tenga solucion y
para que ésta sea hallada por un algoritmo determinado.

Por éstas y otras razones, estudiar la convergencia para las técnicas evolutivas
se vuelve fundamental, pues sostiene la validez de las conclusiones del trabajo
realizado en el area y puede dar ideas acerca de nuevos caminos a seguir; ademaés,
sin una teoria de convergencia de las técnicas evolutivas especifica para problemas
multi-objetivo, no se puede aplicar al méaximo la maquinaria logica existente para
la formalizacién de sus resultados, aunado a que los conceptos desarrollados en
otros aspectos tedricos, como pueden ser el manejos de preferencias o el estudio de
métricas, no podrian explotarse al maximo.

Contribuir al estudio de los fundamentos tedricos en el area de la computacion
ayuda a entender mejor hacia dénde nos llevan los procedimientos que implemen-
tamos, y nos da ideas para desarrollar mejoras y/o buscar nuevas alternativas.
Dentro de la optimizacion evolutiva multi-objetivo se requiere de un mayor es-
fuerzo en cuanto al desarrollo tedrico por ser un area relativamente nueva y en la
cual su origen (la computacién evolutiva) se sustenta en principios eminentemente
empiricos.
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2.3.2. Estudios actuales sobre convergencia de AE’s en pro-
blemas multi-objetivo

Por ahora los esfuerzos para el desarrollo de la teoria de convergencia de algo-
ritmos evolutivos en problemas multi-objetivo se han enfocado al estudio, desde
el punto de vista de los procesos estocasticos, del comportamiento en el limite
asintotico ¢t — oo de algoritmos evolutivos genéricos, es decir, sin especificar el
efecto que los operadores de cruza, recombinacién y mutacion tienen en la conver-
gencia. De esta manera, se han podido modelar los algoritmos evolutivos a través
de la teoria de probabilidad para aplicar posteriormente los teoremas de convergen-
cia en el tiempo, con los que estas teorias matematicas cuentan desde hace varias
décadas.

Dos enfoques principales han surgido, uno analizando espacios de busqueda
discretos bajo el cual se encuentran principalmente trabajos de los investigadores
Giinter Rudolph [48, 52] y David Van Veldhuizen [60]. El otro enfoque se da para
los espacios de busqueda continuos y existen trabajos también de Gilinter Rudolph
[49] y Thomas Hanne [25].

2.4. Jerarquizacién de Pareto

Dentro de un algoritmo evolutivo (AE) se ejecuta un proceso de seleccién de
individuos antes de la aplicacién del operador de cruza. La mayor parte del tiempo
se trata de seleccionar a los mas aptos. La aptitud de cada individuo estd es-
trechamente relacionada con la manera en que el individuo cumple la funcién ob-
jetivo; basados en dicha aptitud, se puede establecer un orden entre la poblacion
que indique qué individuo se prefiere sobre otro por representar una mejor solucién
al problema. En el ambito de la optimizacion multi-objetivo y con el fin de aplicar
la selecciéon de individuos se tiene que decidir un cierto esquema de mejoria de una
solucion sobre otra, es decir cudles se elegiran para la cruza por ser més aptas; a
esta relacién de mejoria de un individuo sobre otro es a lo que llamaremos Fsquema
de Dominacion.

La definicién de un Esquema de Dominacién se basa principalmente en que la
solucion de un problema multi-objetivo no es tnica y por lo tanto el tomador de
decisiones debe elegir de entre una gama de posibles soluciones que no se pueden
mejorar entre si, es decir que no se dominan, la que mejor convenga a sus necesi-
dades. Si el algoritmo evolutivo basa su mecanismo de seleccién en dicho esquema
de dominacién entonces dara como resultado un conjunto de soluciones razonable-
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mente buenas para elegir de entre ellas.

2.4.1. Esquema de dominacion

Dentro del campo de los niimeros reales se encuentra definido el orden < de
manera natural. Para R™ podemos extender el concepto mediante la siguiente
definicion

Definicién 2.4.1 Dados x,y vectores en R" :

x<y siysélosi 1z <y, paratodo ke {l,...n}.

r<y siysolosi x<y y z#uy.

2.4.2. Frente de Pareto

Una opciéon comun a usarse como relacion de dominacion es la conocida domi-
nacion de Pareto definida a continuacion:

Definicién 2.4.2 Dado el problema multi-objetivo
Minimizar:  f(x)

donde
fiFCR'—RY, ¢>2

con A C F' la regiéon factible. Decimos que un vector * € A es no dominado o un
optimo de Pareto si no existe un vector z € A tal que

fx) < f(a").

Asi, la respuesta al problema de hallar las mejores soluciones (las soluciones no
dominadas, como quiera que se defina la dominacién dentro de la técnica) en un
problema multi-objetivo es a lo que llamaremos el conjunto solucion del problema.

El conjunto de valores de la funcién objetivo con dominio restringido a los
vectores del conjunto solucién (es decir, los vectores no dominados) es lo que cono-
ceremos como frente de Pareto (ver [26]). El concepto de frente de Pareto fue
introducido en el siglo XIX por el economista italiano Vilfredo Pareto y se ha
utilizado en el estudio de problemas multi-objetivo con técnicas clasicas de Inves-
tigacion de Operaciones. En general y sobre todo para problemas de la vida real
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X2 f2 \\

x1 5 f1 25
a) b)

Figura 2.2: a) Los ejes coordenados y la recta mostrada determinan la regién
factible del problema, b) La linea punteada, en el espacio de las funciones objetivo,
representa el frente de Pareto.

no es sencillo hallar el frente de Pareto de manera analitica (y en la mayoria de los
casos es imposible).

Un concepto intimamente relacionado con el Frente de Pareto es el de 6ptimo
de Pareto. Tanto el 6ptimo de Pareto como el Frente de Pareto son el marco sobre
el que se trabajaria dentro de la toma de decisiones multicriterio.

Definicién 2.4.3 El conjunto E(A, f) de soluciones de Pareto eficientes (también
conocido como conjunto de 6ptimos de Pareto) se define de la manera siguiente:

E(A f)={a€ A:Ab e A que cumpla con f(b) < f(a)}.
Es decir, el conjunto de todos los vectores no dominados bajo el esquema de Pareto.

En resumen, el conjunto de 6ptimos de Pareto es el espacio solucion del prob-
lema y el Frente de Pareto es su imagen con respecto a la funcién

fiFCR"—RY, ¢>2
a optimizar.
Definicién 2.4.4 Dado un problema MOP, llamaremos frente de Pareto verdadero

y denotaremos como F* al frente de Pareto tedrico que cada problema posee en
particular.?,

4En la mayorfa de los problemas este frente de Pareto tedérico no se conoce. En algunos puntos
de la literatura éste se denota como Fyyqye.
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Llamaremos frente de Pareto conocido y denotaremos como F; al frente de
Pareto que se desprende® del algoritmo evolutivo al término de la generacién t.

Para ilustrar el concepto de frente de Pareto damos un ejemplo a continuacion.
Ejemplo
Consideremos el problema multi-objetivo

Maximizar f=(f1, f2)
donde

fi(z) — 27 parai=1,2

y se tiene la siguiente regién factible (ver figura 2.2 ):

F={rcR*:21>0;2y > 0;2; + 25 <5}

El vector (0,5) es un vector no dominado, al igual que el (5,0) y otros més.

2.5. Sumario

En este capitulo se presentaron, de manera introducctoria, las ideas basicas de
las técnicas de computacion evolutiva dando la motivacién para abordar con ellas
a los problemas multi-bjetivo. Se mencionaron varios aspectos acerca de sus apli-
caciones y paradigmas principales, también establecimos los conceptos de 6ptimo
y frente de Pareto.

En el capitulo siguiente expondremos los conceptos y resultados bésicos de
teoria de la probabilidad y procesos estocéasticos necesarios para explicar los detalles
de las técnicas matematicas utilizadas para la demostracion de la convergencia del
algoritmo conocido como estrategia evolutiva.

5En algunos puntos de la literatura el frente de Pareto arrojado al finalizar el AE se denota
como Finown-
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Capitulo 3

Herramientas basicas

3.1. Espacios de probabilidad

Supongamos que 2 es cualquier conjunto, no necesariamente finito.

3.1.1. Conjuntos medibles y oc—algebras

Definicién 3.1.1 Una familia no vacia A de subconjuntos de ) se dice que es un
dlgebra si cumple con:

i. A° € A para todo subconjunto A € A.
it. St cualesquiera Ay, Ay pertenecen a A entonces se concluye que A1 U Ay € A.

Decimos que la familia A es una o—dlgebra si cumple con las anteriores propiedades
(i y i) y ademds cumple:

. Uy~ An € A siempre que A, € A, n > 1.

Utilizando las leyes de De Morgan se deduce que el simbolo U en (i) puede
ser reemplazado facilmente por N. Si la condicién (i) es satisfecha, se concluye de
manera inmediata que la familia A es cerrada bajo uniones finitas numerables, es
decir, que para cada entero positivo n se cumple que

UAjE.A siempre que A, € A, 1<j<n
1
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y de igual forma

ﬂAjE.A siempre que A; €A, 1< 5 <n.
1

Si tomamos A, = A; paratodon > 2 se ve que la condicién (i) impli-
ca (i), por lo que para que una familia de subconjuntos sea una o—algebra sélo
son necesarias (i) y (#i1). Por estas propiedades se dice que una o—4élgebra es nu-
merablemente cerrada bajo las operaciones de complemento, unioén e interseccién.
También puede demostrarse de manera sencilla que una o—algebra es numerable-
mente cerrada bajo la operacién de diferencia de conjuntos.

El hecho de que una o—algebra es no vacia implica que ) € Ay Q € A pues:

AeAd = A€ Ad = AUA=Qce A = Q°=0c A
Por lo tanto la minima o—4&lgebra que puede construirse es A = {0, Q}.

Definicién 3.1.2 El conjunto Q) junto con una o—dlgebra F de sus subconjuntos
es a lo que llamaremos un espacio medible, y lo denotaremos por

(€, 7).
Podemos expresar la recta real como
R=[-00,00] = {w:—00 <w < o0}

considerando para la comparacién a —oo y 0o como numeros reales.
Ahora fijemos nuestra atencién en el conjunto

(—00,00) ={w: —00 <w < o0}

al cual llamaremos linea real finita. A los elementos de ésta los referiremos como
numeros reales finitos.

Para x € R, los conjuntos [—o0, z], (—o0, ), (—00, x], [—00, z), [z, 0], (z,00),
[z,00) v (x,00] son intervalos infinitos.

Definicién 3.1.3 Llamaremos conjuntos de Borel en R a los elementos de
la o—dlgebra B generada ' por la coleccion de los intervalos finitos de la forma
[—o0, ) con x un real finito. El espacio medible (R,B) es llamado la linea de
Borel, o espacio de Borel 1—dimensional.

'La o—algebra generada por una coleccién S de subconjuntos es la interseccién de todas las
o—4algebras que contienen a S, cumple con ser la o—algebra minima que a su vez contiene a S.
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Para cualquier intervalo
JCR

la o—4algebra generada por la familia de todos los subintervalos de J coincide con
BN J. Es natural referir dicha o—algebra como la familia de subconjuntos de Borel
de J.

Las variables aleatorias juegan un papel importante en el analisis de resultados
dentro de un experimiento; en este trabajo las explotamos fuertemente al modelar
las EE’s. Para definir a las variables aleatorias es necesario introducir algunos de
los siguientes conceptos:

Definicién 3.1.4 Sean (21, F1) y (22, F2) espacios medibles, la aplicacion
X :Q — Qs
se dice ser una transformacion medible o funcion Fymedible si cumple que
X YFR) c F.

Definicién 3.1.5 Una funcidn medible X del espacio (2, F) a la linea de Borel
(R, B) es llamada funcién medible real en (2, F).

Dado que B es la o—algebra generada por la coleccién de intervalos
[—00,2),—c0 <z <00, 6 (x,00],—00<x <00

se sigue del lema 1 en [10] que con valores reales X en ) es medible si y sélo si
para cada valor finito real x se tiene

{w: X(w)<z}eF 6 {w:X(w)>z}eF, z€(—o0,00).

En el caso especial de una transformaciéon medible f de la linea de Borel (R, B)
a sl misma, referiremos a f como una funciéon Borel o una funcion Borel-
medible. Dado que cada conjunto abierto en (—oo,00) es una unién numerable
de intervalos abiertos, y cada intervalo abierto es un conjunto de Borel, cualquier
funcién continua en (—o0,00) es una funcién Borel. Asi, cualquier funcién real
en [—o0, 00| con rango [—oo, 00| la cual es continua en (—oo,00) es siempre una
funcion Borel.
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3.1.2. Funciones aditivas y espacio de probabilidad

Sea €2 un conjunto y A una familia de subconjuntos de  con A # ). Una
funcion en A es una funcién con valores reales definida sobre los elementos de A.

SiAcCcQyA=",A, con {A,,n =1,...,m} subconjuntos disjuntos a
pares de A, ésta es llamada una particién de Aen A. SiAC Qy A=)~ A4,
con {A,,n = 1,2,...} subconjuntos disjuntos a pares de A, ésta es llamada una
o—particién de A en A.

Definicién 3.1.6 La funcion p se dice ser o—aditiva o numerablemente adi-
tiva si para cualquier A € A y cualquier o—particion{A,,n = 1,2,...} de A en
A en la que Y u(A,) estd definida, se cumple:

n(A) = Z f1(An).

Definicién 3.1.7 Una funcion o—aditiva no negativa p en la familia A donde
0 € A se dice una medida si

p(0) = 0.

En el caso de una o—4algebra F se puede demostrar de su definicién que siempre
se tiene la contencién () € F.

Definicién 3.1.8 Sea A un dlgebra de subconjuntos de ). Una funcion p =
u(A),A € A, en A que toma valores en [0,00], es llamada una medida fini-
tamente aditiva definida sobre A si

#(AU B) = u(A) + u(B)

para cada par de conjuntos disjuntos A, B € A.

Una medida finitamente aditiva ji con pu(Q) < oo se dice ser finita. Si u(2) =1
se dice que es una medida de probabilidad finitamente aditiva, o simplemente una
probabilidad finitamente aditiva.

Definicién 3.1.9 Una terna (2, F, 1) donde p es una medida en la o—dlgebra F
de subconjuntos de ) es llamada un espacto de medida.
Un espacio de Probabilidad es un espacio de medida (2, F, P) tal que

P(Q) = 1.
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Se sigue de la definicion de o—aditividad que una medida p de un algebra A
es mondtona, ésto es

p{A1} < p{As} siempre que A; C Ay, A, Ay € A

Dentro de un espacio de probabilidad (€2, F, P) los conjuntos A € F son llama-
dos eventos y al valor real que toma P(A) se le llama la probabilidad del evento
A. Dado que P por ser una medida es mondtona se tiene que

0=P{0} < P{A} < P{Q} =1

El conjunto de referencia {2 normalmente es llamado espacio muestra. Desde
el punto de vista de la probabilidad, un evento es s6lo un subconjunto del espacio
muestra. Desde el punto de vista practico, decimos que un evento “ocurre” si el
resultado de un experimento alatorio esta contenido en él

Ejemplo 3.1.10 Supongamos el experimento aleatorio que consiste de lanzar un
dado. El conjunto = {1,2,3,4,5,6} es el espacio muestra donde cada nimero
representa que el dado muestra 1 , 2 , 3, 4, 5 6 6 puntos respectivamente en su
cara superior. Si A = {2, 3,5}, entonces A es el evento que representa obtener con
el dado un niimero primo, mientras que el evento B = {1, 3,5} representa obtener
con el dado un ntmero impar.

Ejemplo 3.1.11 Supongamos T el experimento aleatorio que consiste en deter-
minar el nimero de generacién (iteracién) en que el algoritmo de la EE genera a

un descendiente especifico h. El espacio muestral esta dado por Q = {1,2,..., N}
donde N es el nimero maximo de generaciones que se ejecuta el algoritmo.
La ocurrencia del evento A = {1,2,..., HV—OJ }, con respecto a T, representa que

h se generé en menos del 10 % del tiempo total propuesto.

Los eventos que tienen probabilidad cero son llamados eventos tmposibles.
A los subconjuntos que se les asocia la probabilidad uno se les llama ewventos
seguros.

3.1.3. Variables aleatorias

Definicién 3.1.12 Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y (V,G) un espacio
medible. Una funcion medible £ = £(w) de (2, F,P) a (V,G) se referird como
variable aleatoria.
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Supongamos (€2, F) un espacio medible, y sea (R, B) la linea de Borel.

Definicién 3.1.13 Una funcion real X = X(w) definida en (Q,F) se dice ser
una variable aleatoria real si y solo st X es una funcion F—medible real, es decir
del espacio (0, F) a la linea de Borel (R, B).

Ejemplo El ejemplo mas simple de una variable aleatoria es el indicador 14(w)
de un conjunto arbitrario A € F definida por

IA(w):{ 1 siwe A

0 en otro caso.

Vectores aleatorios

Definicién 3.1.14 Un wvector aleatorio de dimension n
X == (Xl,XQ, R 7Xn>7

es aquel en el cual cada una de sus componentes Xq,Xo,..., X, son variables
aleatorias sobre el mismo espacio de probabilidad (€2, F, P) con imagen en un mis-
mo espacio numérico

3.2. Funciones de distribucion

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria del espacio
(©Q,F, P) a (&, F).

Definicién 3.2.1 La funcion Fx : F — [0,1] C R definida por
Fx(A") == P(XY(A")) para todo A" € F'
es llamada la funcion de distribucion de probabilidad de X.

La funcién Fx es de hecho una medida de probabilidad para el espacio (€2, F"),
por lo que a (2, F', Fx) se le llama espacio de probabilidad inducido por X.

Definicién 3.2.2 Sea X = (X1, Xo, ..., X,) un vector aleatorio. La funcion

fx :R" —[0,1] definida para v = (vq,vs,...,v,) como
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Fx(’U) = FX17X2,...,Xn(Ulana---7vn>
= Fx, x5..x,(X1 <01, X0 <wg,..., X, <)
= P{U_ {we Q: X;(w) <v}}

es llamada la funcion de distribucion de probabilidad combinada para el
vector aleatorio X.

Definicién 3.2.3 Sean X;, Xo,..., X, wvariables aleatorias, todas ellas sobre un
mismo espacio de probabilidad (2, F, P), se dicen ser variables aleatorias in-
dependientes si y solo si cumplen:

FX17X27--~7X71 (Ula Vo, . .. >Un) = H?:lFXi (Ul)
Los vectores aleatorios se clasifican principalmente en dos tipos:

Definicién 3.2.4  (a) Un vector aleatorio X se dice ser discreto, si el conjunto
de valores S, que pueden ser alcanzados por X con probabilidad positiva es a
lo mds numerable. El conjunto S es llamado en este caso el soporte de un
vector aleatorio discreto.

(b) Un vector aleatorio X se dice ser continuo si existe una funcion no negativa
fx (t1, ..., ty), tal que para cualquier vector v = (vq,...v,) € R™ es vdlida la

relacion o .
FX(”)_/ / fX(tla-“vtn)dtn"'tl'

Entonces la funcion fx es llamada la funcion de densidad de probabilidad
de un vector aleatorio X, y el conjunto

S={veR": f,(v) >0}

es llamado el soporte de un vector aleatorio continuo.

3.3. Esperanza condicional

Definicién 3.3.1 Sea g(-) una funcion medible evaluada en los reales, y sea X
una variable aleatoria discreta con valores en el conjunto {xy,xq,...}. Si

Z |g(zi)| P{X =2} < o0
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entonces definimos la esperanza de la variable aleatoria discreta g(X) como
E[g(X)] = ) lg(z:)] P{X = ;}.
Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx y

/ o) fx(@)de < o

[e.9]

entonces definimos la esperanza de la variable aleatoria g(X) como

Bl = [ " Jg(@)| fx(@)d.

(e 9]

Si g(x) = x entonces E[X] es llamada simplemente la esperanza de X. Si g(x) =
x* entonces E[X*] es llamada el k—ésimo momento de X.

Proposicién 3.3.2 Sean X y Y dos variables aleatorias y, sean a,b constantes.
Entonces:

a) Ela] =a
b) ElaX +b] = aF[X]+b
c) E[X+Y]=E[X]+E[Y]

d) FIX] < E[]Y] si X <Y excepto a lo mds en un conjunto con probabilidad
cero.

e) (Desigualdad de Markov) Si X > 0 excepto a lo mds en un conjunto con
probabilidad cero, entonces E[X] > 0 y para cualquier € € (0, 00)

P{X > ¢} <e'E[X].
f) Si X y Y son independientes, entonces E[X - Y] = E[X] - E[Y].

Demostracién: Ver [10] y [47]
El operador esperanza puede extenderse para vectores de manera natural:
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Definicion 3.3.3 El vector esperanza de un vector aleatorio
X - (Xl,XQ, e ,Xn)T

estd dado por

Definicién 3.3.4 Sea X una variable aleatoria F—medible tal que E[X] < oo y
sea G una sub—o— dlgebra de F. Entonces la variable aleatoria G—medible definida

como
Y .= E[X|G]

/YdP:/XdP
G G

para todo G € G es llamada la esperanza condicional de X relativa a G.

que satisface

A partir de la esperanza condicional puede definirse la probabilidad condi-
ctonal de X relativo a G como :

P{G|G} == E[1a|G).

Si Xy,..., X, es una familia de variables aleatorias las cuales generan la o —alge-
bra
F = O'(Xl,...,Xn)

regularmente se escribe E[X| X7, ..., X,] en lugar de E[X| F].

3.4. Modelos estocasticos

Hablando en términos de variables aleatorias y sus esperanzas existen varias
propiedades de convergencia que, para ser analizadas a fondo requieren el estudio
de ciertas relaciones entre las mismas variables aleatorias. El estudio de estas rela-
ciones y sus consecuencias puede ubicarse dentro del area de procesos estocasti-
cos. Los modelos estocasticos son usados para estudiar cémo se comportan los
fenomenos compuestos por flujos de eventos en el tiempo, especialmente aquellos
que exhiben caracteristicas variables, es decir variables aleatorias.

Definicién 3.4.1 Un proceso estocdstico X, = {X;} con t € T, con conjunto
de indices T, se define como una familia de variables aleatorias discretas de un
espacio de probabilidad (Q, F, P) a un espacio medible (£, B).
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Si el conjunto T de indices es igual a Ny se dice que tenemos un proceso es-
tocastico discreto en el tiempo. El espacio imagen ' de X, = {X;},con t € T,
es llamado el espacio de estados del proceso.

3.4.1. Cadenas de Markov finitas

Las cadenas de Markov, al igual que las caminatas aleatorias son un proceso
discreto en el tiempo

Dentro de un conjunto finito de estados (espacio de estados de un proceso
estocéstico), las cadenas de Markov son una herramienta que mediante la repre-
sentacion matricial nos da elementos para modelar los cambios de un estado a
otro.

Supongamos que se tiene A, un conjunto finito numerado de 1 a n. Una cadena
de Markov describe una trayectoria probabilistica dentro del conjunto de estados
A. Las probabilidades de que se de una transicion del estado i € A al estado j € A
se denotan por p;;(t) para todos i,j € A.

Si p;;(t) = pi;(s) para todos t,s € T entonces la cadena de Markov relacionada
se dice ser una cadena de Markov homogénea. Dado que A es finito, las proba-
bilidades de transicién pueden agruparse en la matriz de transicién

P = (pij>z',j€S.
Definicién 3.4.2 Si S es un conjunto finito y
{X;:t e Ny}
es una S variable aleatoria con la propiedad de que
P{Xin=j|1Xi =i, Xy 1=t—1,..., Xg =1}
= P{ X1 = jIXi =i} = pij
Para todo t > 0 y para cualquier pareja (i,j) € A X A entonces la sucesion
{X;:t e Ny}
es llamada una cadena de Markov finita homogénea del espacio de estados S.

Lema 3.4.3 Una cadena de Markov homogénea con espacio de estados finito y
matriz de transicion irreducible (propiedad definida en la siguiente seccion) visita
cada estado una infinidad de veces con probabilidad uno de manera independiente
a la distribucion inicial.

Demostracién: Ver [31] pdg. 89. "
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3.4.2. Analisis en mono-objetivo de algoritmos genéticos
con cadenas de Markov

Con el fin de ejemplificar el uso de procesos de Markov en el analisis de algorit-
mos evolutivos hablaremos en esta seccion acerca de los algoritmos genéticos y su
modelo estécastico mono-objetivo. Este enfoque de cadenas de Markov para AG’s
ha sido estudiado ampliamente por autores como G. Rudolph [45] [47], Michael D.
vose [40] y L. Aarts [16]. Como un primer acercamiento a modelar los algoritmos
genéticos como procesos estocdsticos, daremos una breve descripcion de la carac-
terizacion de los estados del proceso y sus probabilidades de transicion.

El vector m(t) con m;(t) = P{X; = i} denota la distribucién de la cadena de
Markov en el paso t > 0y P? representa el producto ¢ veces de la matriz P consigo
misma, entonces

m(t) =m(t —1)P = 7(0)P*

para todo t > 1, por lo que una cadena de Markov finita homogénea estda com-
pletamente especificada por su distribucién inicial 7(0) y su matriz de transicién
P.

Las probabilidades de transicion en el k—ésimo paso son:

donde e; es el 1—ésimo vector unitario tal que
mi(t) = mi(0) - piy(t).
i€s
Debido a que las cadenas de Markov estan determinadas por sus matrices de
transicion, es de gran utilidad clasificarlas para simplificar los resultados.
Matrices de transicién

Una matriz M : n X m se dice que es no negativa si p;; > 0 y positiva si
pij > 0paratodosi=1,2,...,nyj=12,...,m.

Una matriz no negativa se dice ser estocdstica si la suma de cada renglon es
exactamente 1. Esto nos lleva a que las matrices de transicion son estocasticas.
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Una matriz estocéstica P es #rreducible si

Vi,j € S: 3k € N que cumple p;;(k) > 0.
Una matriz estocéstica P es primitiva si

dk € N :Vi,j € S se cumple p;;(k) > 0.

A las cadenas de Markov con matriz de transicién irreducible (positiva, etc.) se les
llama cadenas de Markov irreducibles (positivas, etc.).

En [45], Giinter Rudolph muestra c6mo modelar el algoritmo genético simple
(en mono-objetivo) a través de cadenas de Markov para después aplicar teoremas de
convergencia ya establecidos en la teoria de procesos estocdsticos. Primeramente,
muestra que dado que los estados en el algoritmo genético simple dependen sélo
de los genes de los individuos pertenecientes a la poblacion, el espacio de estados
se define como A := {0,1}"! donde, n denota el tamafio de la poblacién, y I
la longitud del cromosoma de cada individuo. Luego, la matriz de transicién de
probabilidades P que representa al algoritmo genético simple puede representarse
como el producto de tres matrices estocasticas P = C'- M - S que representan a los
operadores de cruza, mutacion y seleccion respectivamente.

El operador de cruza puede ser representado como una funcion aleatoria cuyo
dominio y rango es A; esto es, que cada estado de A se transforma de manera
probabilistica en otro estado de A. Normalmente se aplica con una probabilidad
pe € [0,1] por lo que C' es una matriz estocéstica.

Dado que el operador de mutacién se aplica de manera independiente a cada
“gen” (bit) en la poblacién, la probabilidad de que el estado i se convierta en el
estado j después de la mutacion esta dado por

P{i = j} = pli(1 = P)¥ "5 > 0 para todos i, € A

donde H;; es la distancia de Hamming entre la representaciéon binaria del estado
1y el estado j. De lo anterior se ve que la matriz M es una matriz positiva.

Cuando utilizamos seleccion proporcional, la poblacion de la siguiente gene-
racion sera determinada por n experimentos aleatorios independientes. La proba-
bilidad, en cada experimento, de que el individuo b; sea seleccionado de la tupla
(b1, b, ...,b,) para pertenecer a la siguiente generacién estd dada por:

f (i)

P{b; es seleccionado} = —=3———~— > 0.

2 =1 [ (b))
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En [19] David Fogel analiza las propiedades asintdticas presentando también
algunos experimentos y en [1] A. Agapie analiza condiciones minimas para la con-
vergencia.

3.5. Definiciones de convergencia

La convergencia es una propiedad que se asocia tanto a sucesiones como a fun-
ciones y nos garantiza la existencia de puntos o conjuntos a los cuales nuestros
entes en estudio se aproximan después de un nimero infinito de términos. Cuando
se trabaja con secuencias de variables aleatorias, ya que éstas estan definidas sobre
un espacio de probabilidad, debe tomarse en cuenta para la definiciéon de conver-
gencia la propia medida de probabilidad. A continuacion definiremos cudles son
los principales tipos de convergencia estocastica que utilizaremos en este trabajo.

Definicién 3.5.1 Sea X una variable aleatoria y (X,) una sucesion de variables
aleatorias definida sobre un espacio de probabilidad (2, F, P). Se dice que (Xp)
converge con probabilidad 1 (c.p.1) o de manera casi segura (c.s) a X, lo
que se denota como X,, == X, si

P(lim X, — X| :o) = 1;
o de manera explicita

P<{w: lim X, (w) = X(w)}) = 1.

n—oo

El sentido de la convergencia con probabilidad 1 es equivalente a decir que la
propiedad se cumple para casi todos los eventos, excepto un conjunto de ellos el
cual tiene probabilidad cero. Este concepto es andlogo al del analisis clasico para
propiedades de continuidad o derivabilidad excepto en un conjunto de medida (de
Lebesgue) cero.

Otros sentidos de convergencia se definen enseguida:

Definicién 3.5.2 Sea X una variable aleatoria y (X,) una sucesion de variables
aleatorias definida sobre un espacio de probabilidad (2, F, P). Se dice que (X,,) :

. prom .
a) Converge en promedio a X, lo cual se denota como X, — X, si

lfim E[|X, — X]|] = 0.

n—oo
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b) Converge completamente a X, lo cual se denota como X, X, si para
cualquier € > 0

lim Y P{|X; — X| > ¢} < 0.

n—oo 4
=1

c) Converge en probabilidad a X, lo cual se denota como X, £, X, st para
cualquier € > 0
lim P{|X, — X| <€} =1,

o equivalentemente que

lim P{|X, — X|>¢€} = 0.

Decir que tenemos convergencia completa es mas general que decir que tenemos
convergencia casi segura, la cual a su vez es mas general que la convergencia en
probabilidad. Por otra parte, la convergencia en promedio es también maés general
que la convergencia en probabilidad.

3.5.1. Convergencia de un algoritmo evolutivo multi-objetivo

Para el caso de los algoritmos evolutivos la convergencia va a representar
qué tanto, conforme el nimero de iteraciones (generaciones) crece, la sucesién
de soluciones que el algoritmo arroja se aproxima al verdadero 6ptimo global. En
el caso de problemas multi-objetivo, queremos medir qué tanto el conjunto de
elementos no dominados que arroja el algoritmo se acerca en cada iteracién al
verdadero frente de Pareto. Para poder hacer estimaciones es necesario primero
definir una métrica, que en el caso de multi-objetivo, nos represente la cercania
entre dos conjuntos.

Definicién 3.5.3 Una norma enR' se define como una aplicacién ||-]| : RY — R,
que cumple con las tres propiedades siguientes:

l|z|]| = 0 siy sdlosi x=0,
laz]] = la][|=]],
|z +yll < [lz]] + [yl

con z,y €R y o €R.
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Definicién 3.5.4 Una métrica d en X se define como una funcion
d: X xX —>R

que cumple con las cuatro propiedades siguientes:

d(xz,y) > 0 para todos x,y € X,

d(xz,y) = 0 siysdlo si x =1y para todos z,y € X,
d(z,y) = d(y,z) para todos z,y € X,

d(z,z) < d(z,y)+d(y,2) para todos x,y € X.

Claramente la aplicacién 1 : R! x R! — R, definida como

Y(z,y) = ||z —yl|

es una métrica en R..

Si A y B son subconjuntos de un conjunto X, entonces puede probarse que
d(A,B) =|AUB| - |AN B|

es una métrica del conjunto potencia de X.
La medida 65(A) = |A| — |AN B| cuenta el niimero de elementos que hay en A
pero no en B.

Definicién 3.5.5 (ver definicion 2.4.4)

(a) Se dice que el algoritmo evolutivo converge con probabilidad 1 al conjunto
de elementos minimales st

dr+(Fi) — 0 con probabilidad 1 cuando t — oo.

(b) Sea A; la poblacion de algin algoritmo evolutivo en la iteracion t > 0 y
Fi := f(Ay) suimagen asociada. Se dice que el algoritmo evolutivo converge
con probabilidad 1 al conjunto completo de elementos minimales si

d(F, F*) — 0 con probabilidad 1 cuando t — oo

(c) Se dice que la poblacion A, de un algoritmo evolutivo converge en la iteracion
to 81
Ay CF
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3.6. Sumario

En este capitulo se presentaron los conceptos y resultados basicos de teoria de
la probabilidad y procesos estocasticos necesarios para explicar los detalles de las
técnicas matematicas utilizadas en los capitulos 5 y 6. Se establecieron también
las definiciones de convergencia adoptadas en este trabajo.

En el siguiente capitulo entraremos en materia definiendo las caracteristicas y
operadores de la estrategia evolutiva multi-objetivo.



Capitulo 4

Estrategias Evolutivas
Multi-objetivo

A continuacion expondremos los aspectos caracteristicos de las Estrategias Fvo-
lutivas (EE), retomando la seccién 2.2.1, y esclareciendo el lenguaje que las des-
cribe tanto en su forma original como en sus variantes multimiembro. Dentro de
este capitulo analizaremos la adaptacion de las Estrategias Evolutivas para el caso
multiobjetivo; se tiene como segundo objetivo describir diversos aspectos referentes
a sus operadores con el objeto de modelarlos estocasticamente.

A lo largo de este capitulo, al referirnos a optimizaciéon multi-objetivo, estare-
mos hablando del caso de minimizacion simultanea de todas las funciones objetivo
de un MOP.

4.1. La estrategia (x 7 \) multi-objetivo

Tomemos una definiciéon mas general del problema multi-objetivo, esto es, reem-
plazando R (en la definicién 1.2.1) del contra-domino por cualquier conjunto K que
posea un orden total (ver definicién 1.2.5), por ejemplo K =N, K =Q 6 K =1Z;
y reemplazando también R del dominio por cualquier conjunto K; sin mayores
restricciones que tener determinada una region factible A C K7

Sea entonces la funcién a minimizar:
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f A — K™

(X1, yxn)  — (fi(z1), ..., fm(zn)).

Extendamos también, a K", la definicién de orden (parcial) dada en 2.4.1 al
igual que el concepto de no dominacién de Pareto dado, para los reales, en 2.4.2.
Decimos entonces, que para x,y € A con x # y, x tiene mejor aptitud que y o
que z es mas apto que y si f(x) domina a f(y), es decir

flx) < f(y).

La solucién a este problema de minimizaciéon multi-objetivo consiste en hallar
un conjunto

XCA

tal que todos los elementos en f(X) sean no dominados dentro de K™. Equiv-
alentemente, el problema se reduce a encontrar la anticadena correspondiente al
conjunto de elementos minimales de K™ con respecto a la relaciéon <, dado que
ésta coincide con el frente de Pareto del problema.

Definicién 4.1.1 Sea f : A — (K™, <) una aplicacién, entonces, para algin
subconjunto B € A definimos el conjunto

My(B, %) :={be B: f(b) € M(f(B),=)}.

En el caso de la EE tenemos que M (X, <) coincide con el conjunto de éptimos
de Pareto.

Un individuo en la EE mono-objetivo consiste de una tupla & = (x1,...,x,)
y un conjunto S C R™ de pardmetros “evolucionables”, llamados enddgenos en
la literatura de EE mono-objetivo[8]. Cada individuo tiene asociado el valor de
la funcién f(z) que determinard la jerarquia de su aptitud al compararse con
otros individuos. El conjunto de parametros S es utilizado para el proceso de
auto-adaptacion (ver seccién 6.3) caracteristico de las EE’s y la Programacion
Evolutiva.

En este estudio, utilizaremos como parametro endégeno solamante a la desviacion
estandar en la mutacién, es decir, S = ¢. En la EE mono-objetivo el parametro o
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es fijo, aunque para la EE de dos miembros se actualiza el valor de ¢ cada determi-
nado nimero de generaciones (regularmente es a cada 20 generaciones) de acuerdo
con la regla de auto-adaptacién de Schwefel (ver seccién 4.4).

Para la EE multi-objetivo, proponemos una regla de auto-daptacion en la sec-
cién 6.3 que actualiza los parametros endogenos a cada generacién. Para aplicar la
auto-adaptacion, propuesta en el capitulo 6.3, se debe considerar ¢ como vector en
R’} donde n es el nimero de variables en el problema multi-objetivo. Recordemos
que los parametros endégenos forman parte del cromosoma de cada individuo por
lo que son operados en la recombinacion, pero dado que son usados para la auto-
adaptacion a cada generaciéon, no se afectan por la mutacion ni intervienen dentro
del célculo de la aptitud de supervivencia del individuo.

Asi, el cromosoma de un individuo az para la EE multi-objetivo esta com-
pletamente definido por la pareja

y dados los individuos

con
az, Gy € A= AXR?_,

se dice que az es mds apto que ay si sus cadenas de genes z,y € A cumplen que
x es mas apto que y. Al conjunto A = A x R’} lo llamaremos espacio de estados
de los individuos de la poblacién.

Una poblacion en EE’s estd constituida por dos conjuntos de individuos, el
conjunto de los padres con p elementos y el conjunto de los descendientes (o hijos)
con A elementos. Se dice en este caso que la poblacién es de tamano (u T ).

Los pardmetros p y A son fijos’ en la EE original, puesto que no cambian du-
rante el ciclo evolutivo; sin embargo en algunas variantes de la EE mono-objetivo,
presentadas en [44] y [27], pueden también “evolucionarse”. En el Capitulo 6 ex-
plicaremos las ventajas y desventajas de mantener fijos estos parametros como
consecuencia del proceso de seleccion y la auto-adaptacion propuesta para la EE
multi-objetivo.

Las agrupaciones de padres e hijos en la generacion ¢, con p y A individuos
respectivamente, se simbolizan por:

IRefiriéndose a esto, Beyer les llama exdgenos en [8]



52 Estrategias Evolutivas Multi-objetivo

Plst) = {pgt)} = {pgt),...,p/(f)} = {ag,. .. a0z}

la poblacién de padres en la iteracion t de la EE, y

1Y = (= (0 B0y = {ag, . ag)

la poblacién de hijos (descendientes) en la iteracién ¢ de la EE.

4.2. Operadores

El paradigma evolutivo propuesto por Charles Darwin se encuentra sustenta-
do en el principio de variaciéon y seleccion, el cual, se representa en estrategias
evolutivas a través de los operadores de mutacién y seleccién. A continuacion
presentaremos una breve caracterizacién de los operadores evolutivos en EEsM.
En la siguiente seccién analizaremos diversos aspectos de cémo estos operadores
contribuyen a la convergencia hacia el frente de Pareto de la EE en problemas
multi-objetivo.

4.2.1. Mutacién

Se puede decir que el operador de mutacion es la base de la EE, debido a que
produce las variaciones genéticas en los individuos de manera directa. El proceso
de mutacion utiliza parametros que varian con el tiempo llevando al operador por
un proceso de auto-adaptacion.

Durante el proceso, la informaciéon genética del individuo, es decir su cadena
cromosomica, muta usando una distribucion normal. Esto representa la isotropia
del espacio de busqueda, lo que quiere decir que en principio no se tiene preferencia
alguna para moverse a un determinado lugar del espacio de busqueda, y esto se
modela de manera natural con una distribuciéon normal de Gauss.

Dado un padre p; se produce mediante la mutacién un hijo A; por medio de la
adicién de un vector aleatorio Gaussiano (ruido estocastico aditivo) z. Es decir,

hi=pi+2z con z:=(z1,...,2)"

donde cada componente de z es estadisticamente independiente de los otros com-
ponentes
z:= (N(0,01),...,N(0,02))".

Claramente la funcién de densidad del vector aleatorio z estd dada por:
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o n . 1 w(—%zy:l(%f)
p(2) gp( ) (vVam)r [T, o |

Por analogia con otras estrategias de bisqueda deterministica, llamaremos longitud
de paso correspondiente a la variable ¢ a cada uno de los ¢;. Notemos, por tltimo,
que en el caso de la EE muti-objetivo el conjunto de pardametros auto-adaptables
S estara compuesto inicamente por .

4.2.2. Seleccion

El operador de seleccion, dentro del paradigma de la estrategia evolutiva, tiene
como objetivo determinar a cada generacion ¢ cudles individuos sobreviviran y for-
maran parte del conjunto de padres en la generacion t+ 1. En el caso de estrategias
evolutivas mono-objetivo el proceso de seleccién es muy simple, ya que se elige de
manera inmediata el conjunto de los p individuos con los mejores valores de apti-
tud. Cuando se trata con un problema mono-objetivo, el espacio fenotipico es un
conjunto totalmente ordenado, por lo que el proceso de elegir los 1 mejores valores
es determinista.

La diferencia entre selecciéon (o + A) y seleccién (o, A) radica en el conjunto
de individuos sobre el cual opera la seleccion. En el primer caso se puede elegir de

entre la unién P,St) UH /(\t) de padres e hijos, y en el segundo caso sélo se elige de entre

la poblacion H /(\t) de hijos dando a los padres cero probabilidad de reproducirse por
segunda vez.

En el caso de problemas multi-objetivo el proceso de selecciéon difiere del pro-
puesto originalmente para la estrategia evolutiva, ya que el espacio fenotipico no
cuenta con un orden total y por tanto el proceso no puede llevarse a cabo de
manera directa. En problemas multi-objetivo, la funcién de aptitud no acomoda
a los individuos como una cadena, sino que solamente puede comparar si éstos se
dominan o no entre si.

A continuacion describiremos tres posibles procedimientos para implementar el
operador de seleccion en estrategias evolutivas, para problemas multi-objetivo, en
ambos casos (p + A)y (p, A).

Seleccién elitista de Peschel & Riedel

Este esquema de seleccion se desprende del algoritmo propuesto por Peschel
& Riedel [41] en 1977, en el cual la poblacién de padres se conforma, a cada
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generacién, con todos y cada uno de los elementos minimales del conjunto formado

por la poblacién de padres en la generacion anterior y los descendientes de éstos.
, ) t+1 .

Asi, la nueva generaciéon de padres P;S ™ ser:

B = MA(BD U HY %),

donde M £ (-, ) esta definido en 4.1.1.

Claramente al utilizar este esquema de seleccion se modifica la estrategia evo-
lutiva, de manera que el nimero de padres en cada generacion varia conforme al
nimero de elementos minimales de la poblacién, resultante de la unién de padres
e hijos, en esa generacién. Lo anterior es una dificultad obvia en términos de la
implementacion del algoritmo, pues en teoria el conjunto de elementos minimales
puede ser tan grande como la representacién del espacio de busqueda.

Dominacién por torneo binario

A continuacién proponemos un método para llevar el proceso de seleccion de
los p padres de la EE en MOP’s. Esta basado en la técnica de seleccion mediante
torneo propuesta por Wetzel en [62] para AG’s en problemas de optimizacién com-
binatoria mono-objetivo. La referiremos como técnica de dominacion por torneo
binario y consiste en lo siguiente:

1. Determinar la poblacién C' de candidatos de acuerdo al tipo de seleccién que
se utilizara:

(p,A) — C={c1,...cn} = HY

(p+A) — C={cn,...cim}t=PPUHY
un nimero par.

Cuidar que |C] resulte

2. Crear un nuevo conjunto C’ formado por u parejas de individuos de C' selec-
cionados aleatoriamente.

3. Comparar a los individuos de cada pareja con respecto a la relacion de domi-
nacion de Pareto. Si los individuos son comparables el individuo que domina
formard parte de la nueva generacion de padres P,EtH). Si no son compara-
bles, se elige aleatoriamente entre los dos a uno para formar parte de P,Etﬂ).

Después de esto se habran seleccionado los y nuevos padres de la generaciéon

t+ 1.

La técnica propuesta por Wetzel no puede aplicarse aqui en su version original
porque supone que se deben seleccionar tantos nuevos padres como candidatos a ser
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seleccionados hay previamente, mientras que aqui queremos seleccionar a p padres
de entre |C] candidatos. Originalmente esta técnica tiene dos enfoques, uno de-
terminista y el otro probabilistico. El enfoque determinista no puede trasladarse a
este caso debido a que no necesariamente se compararan todos los individuos de C,
ademas de que aunque asi ocurriese, en el paso 3 no necesariamente los individuos
de la pareja son comparables uno con el otro y debe introducirse una probabilidad
para elegir uno o el otro; la tinica parte que puede verse como “determinista” en
el proceso se da cuando los individuos de una pareja pueden compararse ya que
siempre se rechaza el que es dominado.

La mayoria de los estudios tedricos se han concentrado en las estrategias evo-
lutivas del tipo (1 +1)-EE en [43] y [7], (1+ A)-EE y (1, A)-EE en [55], [7]. Esto es
debido a las complicaciones matematicas, las cuales presentaremos mas adelante,
que surgen en la determinacién de las distribuciones poblacionales para hacerlas
consistentes.

4.2.3. Recombinacion

En la estrategia evolutiva original se considera tinicamente el uso de los oper-
adores de mutacion y seleccion. Al introducir el operador de recombinacién para
una EE se anade un parametro p al conjunto S de parametros fijos; el parametro p
representa el nimero de padres que intervienen en el proceso de recombinacién de
genes para producir un mismo descendiente. Las EE con este parametro se denotan
por (u/p T X) — EE. El simbolo T estd relacionado con el operador de seleccion
usado.

Adicionando el operador de recombinacién al principio de variacién y seleccién
se completan los operadores genéticos del ciclo evolutivo (figura 2.1 de la pagina
22). Adn no se tiene una justificacién contundente del porque el operador de re-
combinacion es benéfico en el proceso de bisqueda. Existen trabajos que muestran
que la recombinacién no incrementa sustancialmente el desarrollo de la técnica
[18], estd también la hipdtesis de los bloques constructores en AG [24], y para EE
se tiene la hipdtesis del reparo genético, de la cual se hablard mas adelante y se
daran sus fundamentos para multi-objetivo.

Para las EE con valores en los reales (R) o en un subconjunto de ellos (zZ, N, Q)
existen dos tipos de recombinacion, la recombinacion intermedia y la recombinacion
dominante/ discreta.

Para describir como opera la recombinacion, supongamos que el operador tra-
bajard sobre una p—tupla de vectores (pi,...p,).

Para el caso en que p > 2 decimos que se trabaja con una multirecombinacion.
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Y

4

Figura 4.1: En la recombinacion intermedia el cromosoma del descendiente es el
centro de gravedad de las coordenadas del conjunto de cromosomas de sus padres.

s Recombinacion Intermedia.- El descendiente resultante de la recombinacion
es generado vectorialmente como el centro de gravedad de los p individuos
padre previamente seleccionados de manera aleatoria

1 p
h =<p>,:= ;sz
i=1

s p— Recombinacion Dominante.- Cada una de las componentes i—ésimas del
descendiente de la recombinacién h es obtenida seleccionando de manera
aleatoria de entre los p individuos padre

n

h = Z(eiTpmi)ei con m; :=random{l,..., p}.
i=1

El simbolo e; representa el vector unitario en la ¢—ésima direcciéon. El caso
mas comun de la recombinaciéon dominante es cuando p = 2, el cual es
llamado cruza uniforme y utilizado en AG’s.
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Figura 4.2: Cadenas cromosomicas del descendiente y de sus padres en la recom-
binacién dominante.

4.3. Kernel de variacion

El concepto de Kernel positivo de variacién nos ayuda a estudiar el proceso
evolutivo y principalmente a garantizar la creacién de ciertos elementos especificos,
como se vera en la seccién 5.1, por medio de los operadores evolutivos.

Definicién 4.3.1 Sea p, con 1 < p < pu, el numero de padres que intervienen
para producir un descendiente especifico (y,0) € A X R™, donde A es el espacio de
bisqueda y {o1,...,0,} CR el conjunto de los parametros para la autoadaptacion.
Una funcion de probabilidad de transicion

P, : (AXR) x (AxR) — [0,1]

con la propiedad de que

Py <<I1701>7(‘7;2702)7"‘7(‘7:P70-P);(y70>) > 6 >0

se conocerd como kernel de variacion positivo.

Para demostrar algunos de los teoremas en el capitulo siguiente serd de gran
utilidad la siguiente propiedad:
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Lema 4.3.2 Sea T la variable aleatoria que representa el nimero de genera-
ciones necesarias para producir, con un kernel de variacién positiva, un descen-
diente especifico y a partir de una coleccién arbitraria de padres {x,x2,...2,}
con y,x1,...,T, € A x R. Entonces:

P[{T < oo}] = 1

Demostracion: Retomemos el ejemplo 3.1.11 suponiendo ahora un espacio mues-
tra infinito Q = {1,...,00}. Interpretamos P [{t} | {1,...,¢ — 1}¢] como la prob-
abilidad de que T tome el valor de t dado que no ha tomado ninguno de los valores
entre {1,...,t — 1}. Dado que el kernel de variacién es positivo se tiene que:

P{t}[{L,....,t =1} = P[{t}|{¢t,...,00}] > 0 > 0. (4.1)
Primero, probaremos por induccion matematica que
P{T >t}] < (1-9). (4.2)

Caso base:
P{1}] = P[{1}|Q] = ¢

por la hipétesis 4.1; entonces

P{T>1}] = P[Te{2,3,...}] (4.3)
= P[{1}"] (4.4)
< 1-4. (4.5)
Paso inductivo:
PI{L,....t—=1}°] = P[{L,...,t}] — P[{t+1}]
= P[{L,...,t}] = P[{t+ 1} n {{1,...,t} U{L,... t}°}]
= PHL...;t}] —P[0U {{t+1} n{1,....t}°}]
= PH1,...,t}] = P[{t+1} n{1,...,t}9]
= PHL,...,t}] = P[{t+1}|{L,..., ¢t} P[{1,...,t}]]
= PHL,...,t} ] 1 —-P[{t+1}[{1,...,t}]].

Por hipétesis de induccion se tiene que

P[{1,...,t}] < (1- o)
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y por la hipotesis 4.1 tenemos
P[{t+1}‘{17>t}6] S 1_(57
asi que de lo anterior se sigue

P[{1,...,t—1}°] < (1= (4.6)

concluyendo entonces la prueba por induccion de 4.2.
Como una consecuencia inmediata se observa que

P{T <o} = 1—t1i1£10P[{T>t}]
2 1= jim -0y
= 1.

y en vista de la definicién de medida de probabilidad concluimos que
P{T < o0}]| = 1.
]

Corolario 4.3.3 Sea T la variable aleatoria que representa el niimero de genera-
ciones necesarias para producir, con un kernel de variacién positiva, un descendi-
ente especifico y a partir de un padre x con x,y € A x R. Entonces:

P[{T < oo}] = 1

Demostracién: Inmediata del lema anterior. ]

4.4. Auto-adaptaciéon de EEs mono-objetivo.

Teodricamente se le llama auto-adaptacién al hecho de operar los parametros
endogenos durante el proceso evolutivo, es decir, que éstos como parte que son
del cromosoma intervienen dentro del proceso de recombinacion, y mutacién de la
Estrategia Evolutiva.

Sin embargo, durante el proceso de “evolucionar” estos parametros puede ajus-
tarse la longitud de paso (desviacién estdndar de la mutacién) para asi garantizar
la convergencia del algoritmo.
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En [42], Ingo Rechenberg establece la regla de éxito conocida como regla % para
la (1 + 1)—EE mono-objetivo y demuestra, para dos problemas en particular, la
convergencia de la técnica hacia el 6ptimo global.

Los problemas que Rechenberg estudia son conocidos como modelo de esfera
(f1) y modelo de corredor (f2) dados por las funciones:

fl(f) = Cp +cp - Z(Q?l —.1':)2 = Cp + - 7”2,
=1

*

donde z* = (x7,...,z}) es el minimo global y r es la distancia euclideana entre &
y %

—b b
fo(¥) =co+ci-zyconie€{2,...,n}: 7§xi§§.

Rechemberg define el factor de convergencia de la técnica como

¢ = /p(k) - kdk,

donde p(k) representa la probabilidad para una mutacién de cubrir cierta distancia
k con respecto al 6ptimo (para un anédlisis detallado de esto pueden consultarse
[56, 54]). Los limites de integraciéon dependen de la funcién objetivo en particular.

Optimizando ¢ para ambos modelos, la esfera y el corredor, se deriva la siguien-
te regla: Para un cierto nimero de generaciones dentro de la bisqueda del 6ptimo
se calcula la frecuencia de éxitos, es decir, el cociente del nimero de mutaciones
exitosas entre el niimero total de mutaciones dentro del periodo fijo de generaciones;
si este cociente es mayor que %, aumentar la varianza, en caso contrario disminuirla.

Esto se puede ver dentro del algoritmo como que a cada n generaciones se
modifica o de acuerdo a:

o(t—n)-1, sips >
o(t) =< o(t—n)-¢c, sips<
U(t_n)7 sips =

QU Ot =

donde p, es la frecuencia relativa de mutaciones existosas y 0,817 < ¢ < 1. Este
valor para c¢ fue derivado de manera tedrica, posteriormente, por Schwefel [54].
La regla % aplica para estrategias evolutivas mono-objetivo sin recombinacién ni
mutacién del parametro o.

Para ambos modelos, esfera y corredor, Schwefel derivé una aproximacién de
esta teorfa para el caso de las estrategias (u+A) y (u, A) ([54] pdg. 142-145). La idea
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basica que Schwefel utiliza es estudiar el promedio de los p mejores individuos que
forman la siguiente generacién, donde cada descendiente cubre una cierta distancia
k; siendo p, (k) la probabilidad de que los v—ésimos mejores descendientes cubran
la distancia k, la probabilidad correspondiente al promedio de los © mejores es

pE) = 5 S plh),

4.5. Sumario

En este capitulo se definieron los operadores y caracteristicas especificos de la
estrategia evolutiva como paradigma de la computacién evolutiva multi-objetivo.
Se establecio el concepto de “kernel de variacion”, el cual nos ayudara a contin-
uaciéon a probar la convergencia del algoritmo, al igual que las ideas del algoritmo
de autoadaptacion para mono-objetivo, tema que se extendera a multi-objetivo en
el Capitulo 6.

En el capitulo siguiente se propondran algoritmos para las estrategias evolutivas
multiobjetivo (14-1), (1, A) y (u+ ) estudiando el comportamiento limite de dichos
algoritmos.
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Capitulo 5

Convergencia

Supongamos un problema que consta de una funcién multi-objetivo a optimizar
(maximizar o minimizar) f definida sobre un conjunto S (no necesariamente finito),
el cual representa el espacio de busqueda, también llamado espacio solucion.

Si logramos modelar los elementos de S de manera que podamos representar
una buena parte de ellos en una computadora aproximando con esto al conjunto
S, entonces puede utilizarse una técnica evolutiva para hallar valores cercanos al
optimo de Pareto y obtener asi una buena solucién al problema Multi-objetivo
original.

A partir de esto surgen dos interrogantes:

., Cémo podemos garantizar que las técnicas evolutivas nos aproximaran a la
soluciéon del problema?

. Qué tan rapido nos acercan las técnicas evolutivas al 6ptimo de Pareto del
problema en cuestion?

Para comenzar a responder estas preguntas analizaremos en este capitulo con-
vergencia asintética de la EE multi-objetivo, posteriormente hablaremos de la ve-
locidad de convergencia en el Capitulo 6.

5.1. Aspectos globales para la convergencia de
EEsM

Para demostrar la convergencia de la EE, primeramente debemos definir una
manera de medir la distancia entre dos conjuntos: la imagen de nuestro conjunto
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solucién arrojado por la técnica en cuestién, y el verdadero frente de Pareto F*
teorico del problema. Comenzamos entonces esta seccion con la definicién de dicha
métrica.

Definicién 5.1.1 Cualquier conjunto no vacio F puede ser dotado con la métrica
discreta definida para a,b € F como

0 sia=0
d(a, ) '_{ 1 sia#b.

Usando la métrica discreta, la distancia
d(a,A) :== min{d(a,b) : be A}

de un punto a € F cualquiera a un subconjunto A C F esta bien definida, ya que
escerosi a € A yunosi a & A.

El primer aspecto que debe atacarse en el estudio de la convergencia de una EE
es, en el sentido global, si el algoritmo tiene la capacidad de llegar al estado soluciéon
optimo; es decir, como es un algoritmo probabilistico debemos poder garantizar
que se tendra al menos una solucion aceptable al final de su ejecucion.

En los teoremas posteriores 5.1.5 y 5.1.7, se muestra que para un tiempo ar-
bitrariamente grande (cuando t — o) las estrategias evolutivas (14 1) y (u+ )
garantizan al menos una solucion en el conjunto 6ptimo de Pareto.

Esto es:

lm P[f(z) € M(f(5),2)]=1

t— 00

5.1.1. Convergencia de la (1 + 1)—EE multiobjetivo

A continuacién analizaremos cémo en teoria una estrategia evolutiva (1 + 1)
alcanza el 6ptimo de Pareto en alguna generacion y sin importar cuantas genera-
ciones mas se ejecute, la solucién no se perdera.

Suponemos que el espacio de busqueda S # ) es finito; lo anterior se justifica
puesto que la estrategia evolutiva se implementa en una computadora; sin importar
cual sea su precision con los ntimeros reales, una soluciéon puede tomar sélo un
numero finito de valores.

Supongamos también una aplicacién f : S — f(9) resultando que (f(.5), <) es
un Poset. Dado que la imagen de un conjunto finito es un conjunto finito, podemos
garantizar, que M(f(S), =) es completo.
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Algoritmo 5.1.2 El algoritmo en general de la estrategia evolutiva (1+1) se
puede describir de la siguiente forma:

I) Generar de manera aleatoria un individuo zg € S, inicializar el

contador de generaciones ¢ = 0.

II) Aplicar algin operador de variacién (mutacidén) para perturbar

el valor de x; y obtener asi un descendiente y, € S.

III) Evaluar, si f(y:) = f(x;) entonces ;1 =y;, de lo contrario

Tir1 =y (mecanismo de seleccidn).

IV) Incrementar ¢ y a menos que se cumpla alguna condicién de

terminacién volver al paso (II).

Con este algoritmo generamos una sucesién (z; : ¢ > 0). Hablando en términos
de la convergencia del algoritmo, el objetivo es mostrar que a partir de un cierto
valor to la sucesién de las imagenes (f(zy) : t > to) pertenece a M(f(9),=).
Para esto, supondremos que el operador de variacién referido en el paso (II) tiene
asociada una funcién de probabilidad de transicion P, para pasar de un estado
(un padre) = € S del espacio de busqueda a otro estado y € S (un descendiente);
supongamos también que P, cumple con la propiedad:

P,(z,y) > > 0 para todos z,y € S.

A lo largo de este trabajo, a la funcién de probabilidad de transicion le llamamos
también (ver definicién 4.3.1) kernel de variacion.

Dado que el kernel de variacion esta acotado por cero de manera estricta, la
probabilidad de generar un descendiente especifico y € S a través de una variaciéon
relativa a un padre arbitrario z € S, tal que

fly) € M(f(5), %),

es estrictamente positiva; es decir, al menos § > 0. Lo anterior se interpreta de
manera practica como que todo elemento minimal de f(.S) puede ser producido a
partir de cualquier estado de S.

Suponiendo que ha ocurrido lo anterior, es decir, se dio una transicién de x € S
ay € Sconye M(f(S),=), esto no garantiza que el paso (III) del algoritmo
acepte a y como el individuo de la nueva poblacion. Lo anterior es debido a que en
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conjunto S de soluciones Poset = f(s)

posibles

elementos
minimales

M(s,<)

optimo
de Pareto

Figura 5.1: El frente de Pareto coincide con el conjunto de los elementos minimales de
un conjunto parcialmente ordenado, por definicién. En el caso de dominaciéon de Pareto
el Poset coincide con R™ bajo la relacién usual (<).

un orden parcial no necesariamente cada pareja de elementos debe ser comparable.
Esto nos lleva a que el elemento y puede ser rechazado a pesar de ser un elemento
minimal. Para superar esta inconveniencia notemos el siguiente lema:

Lema 5.1.3 Dadas las hipdtesis tales que S # () es un conjunto finito y
f:8—f(9)

una aplicacion para la cual (f(S), =) resulta ser un Poset, (ver pdgina 17 para
notacion) es cierto que:

a) T (f(x)) == G (f(x) N M(f(S), =) # 0 para cualquier x € S.
b) Z(f(z)) ={yesS: fly) €T (f(x)} # 0 para cualquier x € S.

Demostracién: Dado que M(f(S), <) es completo, el lema 1.2.9(b) nos asegura
que para cada x € S se tiene que 7 (f(z)) # 0. A consecuencia de esto el conjunto
Z (f(x)), el cual es imagen inversa de 7 (f(x)), debe también ser no vacio. "

Teorema 5.1.4 (teorema 1 de EEsM) Dado S un espacio de bisqueda finito,
la poblacidn de la estrategia evolutiva mutiobjetivo (14 1) sobre S, descrita en el
algoritmo 5.1.2 converge (ver def 3.5.5) en un nimero finito de generaciones.
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Demostracién: En vista del lema anterior 5.1.3(a) podemos asegurar la existen-
cia de elementos minimales contenidos también en el conjunto G(f(z)) para cada
x € S,y el conjunto 7 (f(z)) es de hecho donde se encuentran dichos elementos.
Dado que Z (f(x)) # 0, claramente contiene a todos los descendientes que cumplen
con ser minimales y que seran aceptados por el algoritmo para reemplazar a la
poblacién actual; la probabilidad con la que el algoritmo (1 + 1)—EE genera y a la
vez acepta un descendiente del conjunto de elementos minimales en una iteracion
puede ser acotado por:

p(x,Z(f(x))>0d-|Z(f(x))] >0 >0paracada =€ S. (5.1)

Ahora veamos qué ocurre después de que un elemento de la sucesién

(f(xt) 1t >0)

forma ya parte del conjunto M(f(S), <) de elementos minimales:
Tomemos ty € N el primero tal que se cumple

f(@,) € M(F(5), =)

El conjunto de elementos que podrian ser aceptados en una iteracién a partir de
que la poblacién consiste del individuo xy, es G(f(z4,)) = {f(xy,)}. Por esto y en
vista del lema 1.2.9(a) podemos garantizar que

f(xy) € M(f(S),=) para todo t > t.

Notemos que a consecuencia de lo anterior, la probabilidad de que la poblacién
“salga” del conjunto de elementos minimales durante la aplicacion del algoritmo
es cero. n

Lo anterior, puede retomarse cuando se trata de generalizar este resultado a
espacios métricos arbitrarios, siguiendo el trabajo en 5.1. De la ecuacion 5.1 y el
Lema 1 en [46]' se sigue que para t > 1

P{f(ze) € M(f(5),2)} =1 —(1-0)" (5.2)

'El Lema 1 en [46] afirma que dado el conjunto de estados 6ptimos A, si el kernel de variacién
K(z,A), es decir la probabilidad de transicién del estado x al conjunto A estd estrictamente
acotado por cero

K(x,A)>§>0

para todo z € E\ Ay K(z,A) =1 para « € A entonces la probabilidad de transicién del estado
x al conjunto A en el tiempo t estd estrictamente acotada por

KOz, A)>1—(1-06)

para t > 1.



68 Convergencia

Teorema 5.1.5 (Rudolph [48]) sea S # 0 un conjunto finito y
f:8 —F={f(x):z €S}

una funcion, donde (F,=) es un conjunto parcialmente ordenado dotado con la
métrica discreta d(-,-). Sea (xy :t > 0) con x; € S la sucesion aleatoria generada
por la estrategia evolutiva (14 1) cuyo kernel de variacion invariante en el tiempo
tiene la propiedad de acotarse como:

P,(z,y) > 6 >0 para todos x,y € S.

Entonces la sucesion
d (f(ze), M(f(5),2))

de distancias aleatorias entre f(x;) y el conjunto de elementos minimales
M (f(5), =)
converge completamente y en promedio a cero cuando t — oo.

Demostracion:
Utilizando el concepto de distancia derivado de la métrica discreta (definicién
5.1.1) podemos definir la variable aleatoria D; como

Dy = d(f(z:), M(f(5),2))

asi la expresion 5.2 puede reescribirse en términos de D; para € > 0 de la forma
siguiente:
P{D;<e} >1—(1-96). (5.3)

Dado que la variable aleatoria en la ecuacién 5.2 converge a uno cuando ¢t — oo
puede mostrarse que la sucesién (D, : t > 0) converge en probabilidad (ver defini-
cién 3.5.2 de la pagina 45) a cero. Dado que la convergencia es geométricamente
mas rapida en 5.3 que en 5.2 se sigue que (D; : t > 0) converge completamente
a cero, por lo cual se implica la convergencia con probabilidad 1. La convergencia
en promedio se asegura a través de los margenes que acotan a D; aunado a la
convergencia en probabilidad. [

Si tomamos una poblacién con mas de un individuo por generacién y lo dotamos
con una estrategia de preservacion elitista, el teorema anterior nos garantiza que la
imagen de al menos un elemento de la poblacién alcanza el conjunto de elementos
minimales después del ciclo evolutivo.
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Definicién 5.1.6 estrategia de preservacion elitista: Sea

P="pY, .. .pY)

la poblacion de padres y

H=n" Y, hY)

la coleccion de descendientes en la generacion t > 0. Sin pérdida de generalidad
llamaremos padre elitista a x; = pgt).
St
By ={h € Hy: f(h) € G(f(x:)) \ {f(z)}}
es vacio, entonces asignamos el valor de el padre elitista en la generacion t + 1

como T4 = 4. De otro modo, elegimos un individuo hi € B; arbitrario cuya
imagen sea minima® en el Poset (f(By), <) y determinamos i1 = hj.

Usando esta definicién surge el siguiente teorema:

Teorema 5.1.7 (Rudolph [48]) Sea S # O un conjunto finito y
f:8S —F={f(x): 2z €S}

una funcion, donde (F,=) es un conjunto parcialmente ordenado dotado con la
métrica discreta d(-,-). Sea un algoritmo evolutivo con p < oo padres y A < 00
hijos en S que toma f(-) como funcion multi-objetivo a optimizar, y estd provisto
con una estrategia de preservacion elitista. Entonces podemos garantizar, con dicho
algoritmo evolutivo, la generacion de al menos una secuencia x; aleatoria de padres
tales que la sucesion de distancias

d (f(ar), M(f(5),=2))

converge completamente y en promedio a cero cuando t — o0, bajo la suposicion
de que el kernel de variacion tnvariante en el tiempo es estrictamente positivo en
St x S, esto es,

Py(z,y) >3 >0 para todos x € S*,yc S

2Siempre puede elegirse un elemento cuya imagen es minima porque B es finito.
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Demostracién: Claramente la sucesién {x,;} resultante de la estrategia de preser-
vacion de élite aplicada cumple con las condiciones del teorema 5.1.5, por lo que
el resultado es inmediato. [

En el caso de la (1 + 1)—EE multiobjetivo, el teorema 1 de EEsM prueba la
convergencia por completo ya que la poblacion a cada generacién consiste de un
solo elemento, el mismo para el cual se ha probado la convergencia al conjunto de
optimos de Pareto. Para demostrar la convergencia de la poblaciéon completa en
las estrategias evolutivas (u + A) y (i, A) multiobjetivo, se requiere de un estudio
especial y aplican algunas restricciones; para mostrar esto, dedicamos las secciones
siguientes.

5.2. Convergencia de la (u+)\)—EE multi-objetivo

En la (x4 A\)—EE mono-objetivo existe un elitismo de manera implicita dentro
del operador de seleccion, esto es porque una vez que el 6ptimo global se encuentra
dentro de la poblacién de padres podemos asegurar, por la construccion del algo-
ritmo, que el 6ptimo global se seleccionara como padre en todas las generaciones
posteriores.

Si logramos trasladar esta propiedad al caso de multi-objetivo podriamos garan-
tizar la convergencia de toda la poblacién de individuos hacia el frente de Pareto
en un numero finito de generaciones.

Aplicando a la EE multi-objetivo el esquema de seleccién propuesto por Peschel
& Riedel (seccion 4.2.2), se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo 5.2.1 Denotamos por Pﬁ(f) a la poblacién de padres?, H)(\t) es el con-
junto de descendientes® y M (-, -) estd definido en 4.1.1.

) de manera aleatoria.

I) Se inicializa Pﬁg
II) t <0
(t) . can( P
I1I) H,’ <« recombinacién(Fy,’)
V) H/(\t) — mutacién(H)(\t))

V) PUTY = My(PY U HY <)

3de tamafio p en la iteracién (generacién) t.
4de tamafio A en la iteracién (generacién) t.
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VI) t —t+1
VII) Si el criterio de terminacién no se satisface, ir al paso III.

A continuaciéon haremos unas observaciones, en forma de lemas, en torno al
funcionamiento del algoritmo anterior

Lema 5.2.2 Si en la poblacion Pﬁf) ha entrado un elemento optimo de Pareto, en-
tonces éste pertenecerd a cada poblacion de padres subsecuente. Lo anterior quiere
decir que dado x € S : f(x) € My(S,=), para todot > 0 se cumple
x € PV =z e PITD.
t

Mt+1

Demostracién: Se sigue inmediatamente, pues por ser x minimal, no existe ele-

mento alguno en S que lo domine bajo el orden < . En particular, para t > 0 no

existe elemento alguno de P,E? uH @ C S que lo domine, asi que en el paso V del
. . (t+1)

algoritmo se garantiza que x € P/, . ]

Lema 5.2.3 Si el elemento y € P,E? no es un optimo de Pareto, entonces existe

un elemento x € S tal que x = y.

Demostracion: Esto se sigue de que la representacién de S es un conjunto finito,
y por el lema 1.2.8 se tiene que M( f(S), =), es completo. =
El elitismo implicito de este algoritmo puede verse como una generalizacion de
la estrategia de preservacion elitista (Definicién 5.1.6) mencionada en el teorema
5.1.7; es precisamente este elitismo implicito lo que nos ayuda a probar, en el
siguiente teorema, la convergencia del algoritmo hacia el frente de Pareto.

Teorema 5.2.4 (teorema 2 de EEsM) Si el Kernel de variacion de la EE

multi-objetivo descrita en el algoritmo 5.2.1 es positivo, entonces la poblacion P,Sﬂ
converge (ver def. 3.5.5) en un niumero finito de generaciones.

Demostracion: Supongamos que en el pasot > 0 ningtin miembro de la poblacién
Pf) es un 6ptimo de Pareto. El lema 5.2.3 nos asegura que podemos encontrar un

elemento x € S tal que domina a alguno de los padres en Pff). Como el kernel
de variacién es positivo, se puede aplicar el lema 4.3.2 y con él probar que dicho

elemento x € M( f(5), =) se generard en un nimero finito de generaciones con

probabilidad uno, de forma que para algin t;, < oo se tendra que r € H /(\tO).

Claramente
ze H® — z e plot)

Htg+1
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y por el lema 5.2.2, este individuo permanecera en la poblacién de padres para
todas las generaciones posteriores. Repitiendo este argumento para cada elemento
de la poblacién actual que no sea un éptimo de Pareto, llegaremos, después de un
nimero finito de generaciones, a la conclusién de que todos los elementos de la
poblacién son 6ptimos de Pareto. [

A pesar de que se ha demostrado la convergencia de la poblacién, no podemos
decir que este algoritmo adapta la (@ + A\)—EE al caso de multiobjetivo, puesto
que el pardmetro p cambia de generacion en generacion. Mas aun, ésta es la mayor
desventaja en cuanto al uso de este algoritmo, ya que si el tamano de la poblacion
de padres varia con respecto al tiempo, ésta puede llegar a ser demasiado grande,
tanto como el mismo frente de Pareto tedrico F* del problema.

Debido a lo anterior presentamos, como alternativa para definir la (u+ \)—EE
multiobjetivo, una adaptacién del algoritmo propuesto por Rudolph en [51]; Aqui se
utiliza un esquema de seleccién muy parecido al elitismo implicito de Peschel &
Riedel, pero a la vez se acota el tamafnio de la poblacién a un nimero fijo de pu
padres como maximo.

5.2.1. Restringiendo el tamano de la poblaciéon de padres

Algoritmo 5.2.5 Denotamos por Pﬁ” a la poblacién de padres, H)(\t) es el con-

junto de descendientes, M (-, -) esta definido en 4.1.1, P,E?, H:\kt(t) y AUX(t) son
conjuntos tales que:

M= HOI <A we= PP <p v |AUX(e)] < [HLV| < A
La funcién draw(k, A) elige de manera estocéstica k individuos del conjunto A.
I) Se inicializa P,EO) de manera aleatoria.
ID Py — M(BY).
I1I) t <0
V) H)(\t) — recombinacién(P,S?)
V) HS) — mutacién(H)(\t))
WD = My )

VII) AUX(t) « 0
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VIII) para cada h € H;(t) ejecutar:

t

a) Dy ={pebi : f(h) <)}
b) si Dy # 0 entonces P\ «— (P\ D) U{h}

c) de lo contrario, si f(h)|| f(p) para cualquier p € P,E?

entonces AUX(t) « AUX(t)U{h}
IX) k= min{pu— u, |AUX(E)|}
X) Pﬁ(fii}) =P U draw(k, AUX(t))
XI) t«+—t+1

XII) Si el criterio de terminacién no se satisface, ir al paso IV.

En este algoritmo el tamano de la poblacién de padres oscila, durante la eje-
cucion del algoritmo, entre 1 y u; en la demostracion del siguiente teorema queda
claro que al final del algoritmo la poblacién final constard de min{u, F*} elemen-
tos.

Teorema 5.2.6 (teorema 3 de EEsM) Si el Kernel de variacion de la EE

multi-objetivo descrita en el algoritmo 5.2.5 es positivo, entonces la poblacion P,St)
converge (ver def. 3.5.5) en un niumero finito de generaciones.

Demostracién: Claramente en este algoritmo se sigue cumpliendo el lema 5.2.2,
es decir si un éptimo de Pareto pertenece a la poblacion P,Sf) pertenecerd también
a la poblacion de padres en cada una de las generaciones posteriores.

Si un elemento h € H:ft) domina a alguno de los padres en P,S? entonces h
formara parte de PSE) y por lo tanto de Pﬁfﬁ ), mientras que los padres en P;(Li) que
fueron dominados por A ya no pasaran a la siguiente generacion.

Si un elemento h € H:ft) es un optimo de Pareto entonces éste pasara ya sea

a P;(L?, si domina a alguno de los padres, o a AUX si no lo hace. Lo anterior hace
posible perder un elemento éptimo de Pareto mientras se conserva un elemento no
optimo en el caso en que ]Péf | = p. Lo anterior no afecta a la convergencia, pues
supongamos que existe un elemento p € Pﬂf) el cual no es un 6ptimo de Pareto,
el lema 5.2.3 nos asegura que podemos encontrar un elemento x € M( f(5),=)
que lo domina, luego, el lema 4.3.2 nos asegura que dicho elemento se generara en
un numero finito de iteraciones con probabilidad uno. Por tltimo, el paso VII
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®)

t

del algoritmo nos asegura que pertenecerd al conjunto Hy '~ para algin ¢ > 0,
reemplazando en esta iteracién al elemento p.

Repitiendo este argumento para cada elemento de la poblacion actual que no
sea un optimo de Pareto, llegaremos, después de un niimero finito de generaciones,
a la conclusion de que todos los elementos de la poblacién son éptimos de Pareto.

5.3. Convergencia de la (u, \)—EE multi-objetivo

En el caso de la (u, \)—EE el elitismo no estd implicito en el mecanismo de
seleccion puesto que las soluciones de los padres de la generaciéon anterior no se
conservan. Si existe un 6ptimo de Pareto entre los padres, éste puede perderse al
pasar a la siguiente generacion. El elitismo en este caso se implementa de manera
“explicita” utilizando lo que se conoce como poblacién secundaria, PS? en la
cual se conservan las mejores soluciones (soluciones no dominadas) con respecto
a la poblacién de descendientes, la cual constituye la poblacién de la siguiente
generacion.

En esta estrategia puede demostrarse de manera directa la convergencia de toda
la poblacién secundaria hacia el frente de Pareto. El siguiente algoritmo de la
(1, A\)—EE multi-objetivo servird para ejemplificar la demostracién:

Algoritmo 5.3.1 P! esla poblacién del algoritmo y cumple 0 < |P?| < max{\, p.}
1. Se inicializa Pg de manera aleatoria.
2. P° — Mxs(PY, =)
. P} =
3. t=0, PS® = PY
4. PIMt = generacién(P)
5. PS" = Mg(P!"V 0PSO, <)
6. t—t+1

7. Si el criterio de terminacién no se satisface, ir al paso 4.
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Teorema 5.3.2 (teorema 4 de EEsM) Si la secuencia poblacional Pi, t > 0 de
la (11, \)— EE anterior (algoritmo 5.3.1) es una cadena de Markov finita homogénea
con matriz de transicion irreducible (ver seccion 3.4.2) entonces el algoritmo com-
pleto converge al frente de Pareto completo de la representacion del problema.

Demostracion: La convergencia para este algoritmo puede también derivarse de
la convergencia del algoritmo presentado por David Van Veldhuizen en [60].

Por la construccion del algoritmo podemos garantizar que el conjunto imagen
f(PS") de PS* es una anticadena la cual a cada generacién coincide con el conjun-
to de elementos minimales de (f(PS"),<). Tan pronto como un elemento de F*
entra en PS! podemos garantizar que no saldra de este conjunto. Ahora sélo resta
mostrar que el conjunto de elementos minimales tedrico del problema esta com-
pletamente contenido (con probabilidad uno) en f(PS*) en un ndmero finito de
generaciones.

Sea y € PS™ tal que f(a) € F*. Dado que (F, <) es completo (Lema 1.2.8) se
garantiza que existe © € S tal que f(x) < f(y), es decir, para alguna iteracién t >
to el elemento no 6ptimo sera reemplazado por un elemento éptimo generado en la
secuencia P/{t) y por lo tanto en PS*. Dado que la cadena de Markov es irreducible,
el lema 3.4.3 asegura que cada elemento de S™ sera visitado una infinidad de veces,
lo que nos lleva a que el tiempo de espera para que se genere (con probabilidad 1)
x es finito. De esta forma, los elementos no éptimos serén eliminados de PS?, en
un tiempo finito, con probabilidad uno.

Si un individuo es incomparable con los elementos de P)Et), éste pasara a formar
parte de PS* y si es un éptimo, formard parte de cada uno de los PS*™*, k > 0 sub-
secuentes. Si el elemento mencionado no es un 6ptimo, entonces sera reemplazado
por un optimo en un tiempo finito. En conclusion,

d(f(PSY, F*) —0

con probabilidad uno cuando

5.3.1. Restringiendo el tamano de la poblacién secundaria

Una de las principales desventajas del algoritmo 5.3.1 es que el tamano de la
poblacién PS* puede llegar a crecer tanto como el 6ptimo de Pareto tedrico del
problema el cual esta solamente acotado por el espacio de bisqueda en cuestién.
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Lo anterior claramente hace que este algoritmo se pueda implementar solamente
para cierto tipo de problemas. A continuaciéon presentamos un algoritmo basado
en el propuesto por G. Rudolph y A. Agapie en [52].

Algoritmo 5.3.3 Denotamos por P® ala poblacién. PS* la poblacién secundaria
tal que |PS*| < m, m € N. M(-,-) esta definido en 4.1.1 y AUX(t) y P;t(t) son
conjuntos tales que:

A <Ay |AUX(t)| < A

La funcién draw(k, A) elige de manera estocastica k individuos del conjunto A.
I) Se inicializa P,EO) de manera aleatoria.

11) PS© — My (PO).

III) t <0

V) P/\(t) — recombinacién(Pﬁ(Lt))
V) P)Et) — mutacién(P)Et))

vD) P = MR =)

VII) AUX(t) « 0

VIII) para cada h € P;t(t) ejecutar:

a) Dy = {pe PSSV : f(n) < f(p)}
b) si Dy # 0 entonces PSW « (PSW\ D,)u{h}

c) de lo contrario, si f(h)|| f(p) para cualquier p € PS®
entonces AUX(t) « AUX(t)U{h}

IX) k=min{m — |PS"|, |AUX(t)|}
X) PSUY = PS® U draw(k, AUX(t) )
XI) t—t+1, P = draw(p, PA(t*l)).

XII) Si el criterio de terminacién no se satisface, ir al paso IV.
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En este algoritmo el tamano de la poblacion secundaria oscila, durante la eje-
cucion del algoritmo, entre 1 y m. En la demostracién del siguiente teorema queda
claro que al final del algoritmo la poblacién final constara de min{m, F*} elemen-
tos.

Este algoritmo presenta un esquema de seleccién mas complejo pero garantiza
la convergencia de la poblacién secundaria restringiendo su cardinalidad, lo cual
se prueba en el siguiente teorema:

Teorema 5.3.4 (teorema 5 de EEsM) Si la secuencia poblacional Pi, t > 0 de
la (u, \)—EE anterior (algoritmo 5.5.3) es una cadena de Markov finita homogénea
con matriz de transicion irreducible (ver seccion 3.4.2) entonces el algoritmo com-
pleto converge al frente de Pareto de la representacion del problema. También se
tiene que

[ f(PSY) | — min{p, |F7[}.

Demostracion: Por la construccién del algoritmo podemos garantizar que el
conjunto f(PS") es una anticadena y claramente

PS' = M;(PS*, <) para todo t > 0.

Un elemento y € PS* es eliminado si existe un elemento z € P/{O que lo domine;
entonces = entra en PS{ y al menos un elemento de PS§ serd eliminado. Si el
elemento x pertenece a F* entonces v € PS*, para todo t > t,.

Notemos que los elementos de AUX son incomparables con los elementos de PS* y
éstos se utilizan para completar la cardinalidad de PS* a m. Usando el mismo ar-
gumento de la prueba del teorema 5.3.2 podemos garantizar que si hay un elemento
no éptimo en PS?, éste serd reemplazado en un tiempo finito por uno éptimo. Los
elementos Optimos entraran a PS* directamente desde el paso VIII(b) o a través
de AUX en el paso X. Entonces concluimos que:

Sz« ( f(PS")) — 0 con probabilidad uno y en promedio cuando t — occ.

5.4. Sumario

A lo largo de este capitulo hemos propuesto algoritmos para las estrategias evo-
lutivas multiobjetivo (1 + 1), (i, A)y(i + A); hemos estudiado el comportamiento
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limite de los algoritmos propuestos basandonos en los trabajos de David Van Veld-
huizen [61, 60], G. Rudolph [46, 49, 48, 52, 50, 47] y A. Agapie [52]. Presentamos
cinco algoritmos y las pruebas correspondientes de su convergencia hacia el frente
de Pareto.

Para la estrategia (1 + 1)—EE multiobjetivo (algoritmo 5.1.2) se prueba, en el teo-
rema 5.1.4, que la poblacién (compuesta por un elemento) pertenece al conjunto de
optimos de Pareto en un ntimero finito de iteraciones del algoritmo, y se estaciona
ahi.

Para la estrategia (1 + A\)—EE multiobjetivo (algoritmo 5.2.1) se prueba, en el
teorema 5.2.4, que la poblacion pertenece, y de hecho iguala, al conjunto de 6ptimos
de Pareto en un nimero finito de iteraciones del algoritmo.

Para la estrategia (u, \)—EE multiobjetivo (algoritmo 5.3.1) se mencionan varios
aspectos acerca de su funcionamiento y el elitismo explicito que se implementa a
través de la poblacion secundaria. Se prueba, en el teorema 5.3.2, que la poblacion
secundaria pertenece, y de hecho iguala, al conjunto de 6ptimos de Pareto en un
numero finito de iteraciones del algoritmo.

Para ambas estrategias (¢ + A\)—EE multiobjetivo y (u, \)—EE multiobjetivo se
dan algoritmos alternativos, 5.2.5 y 5.3.3, para restringir el tamano de la poblacién
para la (1 + A\)—EE multiobjetivo y de la poblacién secundaria para la (u, \)—EE
multiobjetivo. También se dan las pruebas de dichos algoritmos alternativos.



Capitulo 6

Aspectos locales en la
convergencia de EEsM

En el capitulo anterior se han dado las pruebas de convergencia global para un
AE multi-objetivo del tipo (14 1)—EE multi-objetivo, (u, A\)—EE multi-objetivo y
(u+A)—EE multi-objetivo con presencia implicita o explicita de elitismo. En dichas
pruebas, por su caracter general, no se toma en cuenta mucha de la influencia que
tienen los operadores de seleccion, mutacion y recombinacion especificos de cada
AFE dentro de la convergencia en multi-objetivo.

A continuacién haremos un analisis de las caracteristicas de estos operadores
MOP’s encaminado a desarrollar una teoria especifica de convergencia en EE.
Estimar cuales mecanismos intervienen dentro de las EE’s para acercarnos al frente
de Pareto no sélo nos garantiza la convergencia, sino que nos da ideas acerca del
desempeno y las capacidades del algoritmo.

Otra forma de estudiar la convergencia se presenta al buscar una razon de
avance para la convergencia, es decir, tratar de acotar el nimero de generaciones
suficientes para que el algoritmo tenga un buen desempeno. Cabe mencionar que
esto no parece ser una tarea sencilla puesto que habra que entender la dinamica
de la EE y hacer un cuidadoso analisis de las caracteristicas estocasticas de sus
estados y sus parametros.

Una buena forma de comenzar a escribir una teoria de convergencia para EE’sM
es llevando al ambito multi-objetivo el andlisis hecho previamente para la conver-
gencia de EE hacia un 6ptimo global. Asi pues, comenzaremos analizando algunos
conceptos caracteristicos para los cuales se puede escribir una teoria en multi-
objetivo.

A lo largo de este capitulo vamos a analizar la velocidad de convergencia de la
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Estrategia Evolutiva multi-objetivo a través de un problema particular.

6.1. Problema de prueba

Por tener un frente de pareto convexo, usaremos el problema tres que Valenzuela-
Rendén y Uresti-Charre proponen en [59]. Este problema se describe en el ejemplo
a continuacion por dos funciones objetivo sobre dos variables.

Ejemplo 6.1.1 Minimizar:

filz,y) = +y+1
folw,y) =242y —1

con x € [-3,3],y € [-3,3].

De manera analitica se encuentran los Optimos y el Frente de Pareto, los cuales
se muestran en la Figura 6.1 respectivamente.

A) Optimos de Pareto B) Frente de Pareto

N

3 25 2 15 1 05 ) s 45 4 35 3 25 2
f

Figura 6.1: Conjunto de éptimos de Pareto y frente de Pareto para el problema estudi-
ado.
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6.2. Poblaciones de tamano variable

Como se vio en las demostraciones del capitulo anterior, usar jerarquizacion de
Pareto en el proceso de seleccion de individuos que sobreviven de una generacion
a otra garantiza que: Si se ha hallado un 6ptimo de Pareto en una determinada
generacion, éste sobrevivird por siempre en todas las generaciones posteriores en
forma de individuo dentro de la poblaciéon. Sin embargo, una de las principales
desventajas del uso de la jerarquizacién de Pareto es que la complejidad computa-
cional en el proceso de seleccién puede llegar a O(n?). Pero esto no es lo tnico que
debe tomarse en cuenta, pues al considerar a la jerarquizacién de Pareto como el
unico proceso de seleccion, el tamano de la poblacion variard a cada generacion
acarreando con ello algunas complicaciones:

En el caso del Ejemplo 6.1.1 el nimero de individuos en la anti-cadena de la
poblacién inicial es dramaticamente pequeno con respecto al de la poblacién mis-
ma (ver Figura 6.2). Recordemos que estos pocos individuos serdn los tnicos que
pasaran como padres a la siguiente generacion; esto contribuye a que el algoritmo
llegue en este caso a estancamientos parciales en un determinado momento y afecta
como consecuencia a su velocidad de convergencia. Este problema se superé in-
mediatamente al mejorar el mecanismo de busqueda incorporando al algoritmo el
mecanismo de auto-adaptacién propuesto en la seccion 6.3.1. En la seccion 6.4.2
expondremos cémo el tamano de la poblaciéon podria ayudar para la convergencia.

En la siguiente seccién analizaremos un aspecto que contribuye a la distribucién
de los puntos en el espacio fenotipico observada en la Figura 6.3 donde se ilustran
los pocos individuos que quedan en la poblacién después de la jerarquizacion de
Pareto.

La segunda complicacion ocurre cuando se salva la primera: Sabemos que teéri-
camente el frente de Pareto puede llegar a ser tan grande como la cardinalidad de
la imagen del espacio de buisqueda; como la representaciéon de R" en una computa-
dora. Particularmente en el Ejemplo 6.1.1 al incorporar mecanismos de mejora
en la busqueda, como la adaptacion (seccién 6.3), el algoritmo con una poblacién
inicial de 100 padres s6lo pudo ejecutarse cuatro o cinco iteraciones, dependiendo
de la semilla inicial, puesto que el frente de Pareto crecia a cada generacion y se
llegaba a un desbordamiento de memoria; esto se explicard mas a detalle en la
seccion 6.3.2.



82 Aspectos locales en la convergencia de EEsM
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Figura 6.2: Tamano u de la poblacién inicial para la EE multi-objetivo en el problema
del Ejemplo 6.1.1 contra el de su respectiva anti-cadena.

6.2.1. Correlacién entre las funciones objetivo

Otra caracteristica interesante en el espacio de las funciones objetivo es la
correlacion que puede existir entre ellas. El coeficiente de correlacion es una medida
de dependencia estadistica lineal entre dos variables X y Y y esta definido por:

Cov(X,Y)

PEY) = TR )

donde
Cov(X,Y)=FE((X—-EX)) (Y-E®X))).

Una de las propiedades de p(X,Y) es que se encuentra en el intervalo [—1,1].
Un valor cerca de uno indica que a medida que el valor de una variable aumenta,
el valor de la otra también tiende a aumentar. Si el valor esté cerca de -1 a medida
que el valor de una variable aumenta, el valor de la otra variable disminuye. Una
correlacion de cero indica que no hay dependencia lineal estadistica entre las dos
variables, aunque no indica que necesariamente las variables sean independientes.
Una correlaciéon distinta de cero tampoco es evidencia suficiente para concluir que
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Figura 6.3: Poblaciones iniciales de 60 padres y sus respectivas anti-cadenas (represen-
tadas por m) para diferentes semillas aleatorias iniciales.

hay una relacion de causa y efecto entre las variables.

Cuando existe una correlaciéon entre las funciones objetivo del problema ésta
puede intervenir sobre el proceso de generacion aleatorio de individuos afectando la
forma en que éstos se distribuyen a través del espacio fenotipico. Un ejemplo de esto
se da en el caso particular que estudiamos, bajo una distribuciéon de probabilidad
uniforme para x,y € [—3, 3| independientes entre si, las funciones fi(x,y) = = +
y+1y folz,y) = 2* + 2y — 1 estdn correlacionadas por:

Cov(iz +y+1,22+2y—1) /5

= = — ~ 0,56
Pl 12) olx+y+1o(z?+2y—1) 4 ’

puesto que:

Ex+y+1)=1,
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BE(x?+2y—1)=2,
o*(x+y+1) =6,
96

o*(?+2y—1) = =

Cov(zr +y+ 1,22 +2y —1) = E[(z +y)(2* + 2y — 3)]
= FE2® + 2zy — 32 + y2? + 2% — 3y
= 2E[y’]
= 6.

Para este problema particular es sencillo observar que

fo = 2*+2y—1

2 +y+1)+2*—22 -3
2@ +y+1)—4

= 2f1 —4,

v

por lo cual, al generar la poblacién inicial del algoritmo a pesar de ser de manera
aleatoria, todos los fenotipos de los individuos en la poblaciéon permaneceran en el
semi-plano generado por la desigualdad anterior. La Figura 6.4 ilustra lo anterior.

6.3. Auto-adaptacion

La region en la cual se tiene alcance a través de la mutacién, cominmente
llamada “ventana evolutiva” depende directamente de la topologia del espacio
fenotipico, un aspecto que no es del todo conocido de manera “a priori”. Por
ejemplo, en [49], Rudolph prueba que un algoritmo sencillo converge si el alcance
de la mutacién esté relacionado de manera proporcional a la distancia con respecto
a Fr.

En [35], Frank Kursawe propone una estrategia evolutiva que utiliza la es-
tructura de diploides, es decir el uso de genes recesivos y genes dominantes, para
manejar la informacién cromosoémica de los individuos. Kursawe no utiliza domi-
nancia de Pareto para la seleccion, sino un vector de probabilidades para cada
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Figura 6.4: Poblacién inicial para la EE multi-objetivo aplicada al problema 6.1.1.

objetivo el cual va cambiando en el tiempo con respecto al entorno poblacional y
a través de las estructuras diploides se propone guardar los cambios en este vector
de una generacién a otra con el fin de perder la menor cantidad posible de buenas
soluciones.

Otro tipo de auto-adaptacion se presenta en el modelo “cazador-presa” [37], el
cual puede verse como un tipo especial de (u+ 1)—EE; en dicho modelo el tamano
de paso para la mutacién es decrementado por un factor constante (conservativo)
cada vez que es producido un descendiente. Podemos decir que en este caso el
alcance de la mutaciéon no se ajusta con respecto al entorno ademas de que no se
tiene la posibilidad de incrementar el tamano de paso, sélo de disminuirlo, ésto
aunado a que deben introducirse nuevos parametros al algoritmo correspondientes
al factor de disminucion.

6.3.1. Algoritmo propuesto

El conjunto de parametros endégenos del estado de un individuo no intervienen
en la determinacion de su aptitud. Sin embargo, son transmitidos a sus descendi-
entes y evolucionados como parte de su cadena genética a cada generacion que el
individuo sobrevive.
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Al igual que en mono-objetivo, esta auto-adaptacion para la EE multi-objetivo
busca modificar la longitud de paso para la mutacion, es decir, restringir o expandir
el espacio hacia donde se exploran los nuevos individuos. El alcance de la mutacion
se determina de acuerdo con el entorno poblacional y se ajusta a cada generacion;
este ajuste se hace imitando el razonamiento de la (1 + 1)EE mono-objetivo de
que el méaximo desempeno se alcanza mediante longitudes de paso guiadas por una
probabilidad de éxito de aproximadamente 20 % .

Supongamos un problema multi-objetivo que consiste en minimizar (en el sen-
tido de Pareto) la funcién

f:<f1,...,fm) R — R™.

Para implementar la auto-adaptacién que proponemos en la EE multi-objetivo,
debemos modificar ligeramente el algoritmo tradicional: Para cada iteracion del
ciclo evolutivo, cada pareja de padres (a,b) debe tener al menos un hijo h(ab),
Durante el proceso que llamaremos “célculo de la auto-adaptacién”, cada h(®?)

producird un total de k;, ¢ = 1, ..., n individuos mutados en la variable ¢ para cada
una de las variables x4, ..., x,, es decir, aplicando a su cromosoma unicamente el
ruido aditivo correspondiente a o;; denotaremos a estos k; individuos mutados en
la variable ¢ por hz(?,;b) k=1,..., k;. Posteriormente calculamos:

iy (£ = fihem)
Sk | £ = fi(hien) |

para cada variable z; y cada funcién objetivo f;. Con los valores anteriores po-
dremos establecer, para cada pareja de padres y cada una de las variables x1, ..., z,
del genotipo, el factor:

Sij =

a(%b) — o~ 2= 8y

Ty

mediante el cual “adaptaremos”, a cada generacién, los parametros endogenos de
cada uno de los individuos (padres y/o hijos) que intervienen en el proceso de
seleccion como candidatos a formar parte de la siguiente generacién. Asi, la rutina
de auto-adaptacion propuesta es la siguiente:

Algoritmo 6.3.1 Mutacién con auto-adaptacién de la EE Multi-objetivo.
Denotamos por P, a la poblacién de padres?, h(®b) denota un descendiente producto

!De tamafio i en la iteracién (generacién) t.
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de la recombinacién de a y b con a,b € P,, H (@b) serdn las clases? que forman a la
poblacién de descendientes Hy = UH(*? para a,b € P, en la generacion t.

1. Tomar una copia de cada clase de la poblacién de hijos,

Mab) — frlab)
2. Para cada z; en el espacio genotipico:

a) Para cada h(*Y € M, =UM©@P .
Mutar sélo el gen correspondiente a z;, es decir,
h(a7b)

” = mutacién en z; de h(@Y)

b) Para cada f; en el espacio fenotipico:
Siiy (G — g5 (ne0))
Shiy [ £ =g () |

calcular s;; =

c) Para cada a,b€ P, calcular a;“ b — e Xilisia,

3. H, «—— mutacién( H, ).

4. Para cada ind®? € P,UH, : ind® = (z,...,2,,01,...,0,)

a) Actualizar los genes o0; i=1,..n de su cadena

cromosémica con el factor de auto-adaptacién

(a,b)
O — Qg * 0;

b) Actualizar las referencias a sus padres dejandolos como

descendientes de si mismos, esto es, para cada ind € P, U H)

se tiene que ind = ind(ndind)

Cuando se genera la primera poblaciéon de padres se toma como convenciéon que
éstos descienden de la recombinacién con si mismos, es decir, para cada p € P, se
tiene que p = p®P).

El proceso mutacién(H)) es el habitual, aplicando al cromosoma de cada indi-
viduo ind® = (zy,...,2,,01,...,0,) € Hy el ruido estocastico correspondiente
a sus parametros endogenos: x; = x; + N(0,0;), paratodo i =1,...,n.

2Las H (a,b) forman una particién de H como clases de equivalencia bajo la relacién hlat:bi)
hla2:02) o g = qq &by = by para todos los padres a,b € P,
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6.3.2. Restringiendo a la poblacién de padres

Con respecto al proceso de auto-adaptacién propuesto se deben hacer algunos
comentarios:

Notemos que el tamano A de la poblacién de descendientes variara en funcién
del tamano de la poblacion de padres p el cual, a su vez, estd determinado por la
longitud de la mayor anti-cadena (conjunto de elementos minimales) de la unién
de las poblaciones de padres e hijos, en el caso de seleccién (p + A), o unicamente
la poblacién de hijos en el caso de seleccién (p, \).

Sin importar el tipo de seleccion (p + A) 6 (u, A) dado que cada pareja de
padres debe tener al menos un hijo, el valor de A serd proporcional a w que es
el nimero de parejas de padres que pueden formarse a cada generacion; para cada
pareja de padres se puede crear un nimero fijo k£ de hijos. Esto, como veremos méas
adelante nos ayuda a asegurar la convergencia. Asi, en el peor de los casos (que a
su vez seria el mejor en términos de la busqueda) el tamano de la anti-cadena en
la seleccion estara determinado a cada iteracion ¢ por

1
MR+ D), <)) =k Lt D)

Dado entonces que
¢ OC 17

i1 OC Ay

el tamano de la poblacién de padres crecera de manera exponencial

i o< pug!

razén por la cual, al implementar del programa se produce en tiempo de ejecucion
un desbordamiento de memoria.

Para poder ejecutar en el programa una cantidad considerable de iteraciones del
ciclo evolutivo, debemos modificarlo restringiendo el crecimiento de la poblacién
de padres. La manera mas sencilla es tomar un valor fijo para p al inicio de cada
generacion.

En las demostraciones del Capitulo 5 se considera que la seleccién es de Pare-
to, por lo que si un elemento 6ptimo de Pareto llega a la poblacion de padres,
éste sobrevivira en todas las iteraciones; pero resulta claro, de las aproximaciones
anteriores, que si permitimos variabilidad en el tamano de la poblacién es imposi-
ble guardar todos los valores de la anti-cadena a cada generacion. Modificaremos
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entonces el algoritmo para usar un nimero fijo de padres en vista de las demostra-
ciones 5.2.6 y 5.3.4, que garantizan la convergencia al limite en este caso y de
que los valores experimentales, para este caso particular, confirman que se pueden
obtener buenos resultados.

6.4. Velocidad de Convergencia

Si queremos medir el acercamiento, en cada iteracion t, del conjunto de éptimos
arrojado por nuestro algoritmo al conjunto de éptimos tedricos del problema debe-
mos definir una distancia (ver definicién de métrica 3.5.4) entre estos conjuntos. La
forma en que estudiaremos la velocidad de convergencia de la EE multi-objetivo,
para el caso del Ejemplo 6.1.1, sera midiendo dicha distancia del conjunto de
imégenes de los éptimos que arroja el algoritmo a cada generacién con respecto al
frente de Pareto teérico del problema.

Dentro de la seccién 3.5.1 se propusieron, para fines de demostrar convergencia
global, un par de métricas para determinar la distancia entre dos conjuntos; ahora
tratamos de “trazar” el acercamiento a cada iteracién del algoritmo, es por eso que
en esta seccién usaremos una tercera métrica.

Definicién 6.4.1 Llamaremos norma supremo a la aplicacion
|- oo - R” — Ry,
definida por:
l|z||co — sup{ |z1], |22|, ..., |2p| } para todo x = (21,22 ...,2,) € RP.

Es sencillo comprobar que la norma supremo cumple con la definicion 3.5.3, des-
prendiendo de ella la métrica correspondiente:

doo(,y) = ||z = Ylloo = supf{ [z;i —u;| } parai =1,....p

y para todos x,y € RP.
La métrica d,, no pierde generalidad con respecto a la métrica que se deriva de
la norma euclidiana

l|z]]2 — \/x%—l—x%jt---—i-xg para todo = = (x1,22...,1,) € R,
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h fy

Figura 6.5: Individuo en el espacio fenotipico, su distancia euclideana dy al frente de
Pareto y su distancia dy..

puesto que el Teorema 8.10 de [5] nos da una equivalencia® entre ambas.
Usar una en vez de la otra se hizo para simplificar la implementacién y ahorrar
calculos en tiempo de ejecucién.
Dado que d, se puede extender a la distancia entre un punto z y un conjunto
B como
doo(z, B) = inf{dy(2z,b) : b€ B}

tomaremos entonces para fines de demostrar el acercamiento, de todos los elemen-
tos de Ft a F*, la distancia entre ellos como:

doo (F', F*) = sup{ doo(a, F*) :a € F'}.

El siguiente lema nos serd 1itil para el estudio de la probabilidad de convergencia
de la seccion 6.4.3:

Lema 6.4.2 Sea F* el frente de Pareto de un problema multi-objetivo cualquiera
y h un elemento en el espacio fenotipico con Ahy y Ahy como en la Figura 6.5,

3El Teorema 8.10 de [5] afirma que si = (z1,72...,7,) € R” entonces

il <zl < VP Il2loo-
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entonces

doo<h,f*) S me{Ahl, Ahg}

Demostracion: Utilizando la nomenclatura de la Figura 6.5, notemos que

doo(h, F*) < dso(h, c) para todoc € F*,

particularmente
doo(h7 a) = Ah; con a = (hl, f2’(f1:h1)>7 y
doo(h, b) = Ahg con b= (f1|(f2:h2), hg);

por lo que
doo(h,f*) S me{Ahl, Ahg}

6.4.1. Distancia genotipica vs. distancia fenotipica

En [49] Rudolph analiza la convergencia de una Estrategia Evolutiva (1+1) para
un problema particular con dos variables y dos funciones objetivo. En ese articulo
Rudolph prueba, para dicho problema, la convergencia asintética en el espacio
genotipico, es decir de F; * hacia F*~! (Ver definicién 2.4.4) cuando t — co. Las
pruebas en general de la convergencia asintética que presentamos en el Capitulo 5
estan hechas en el espacio fenotipico, es decir que se prueba el acercamiento con
probabilidad 1 de F; hacia F* cuando t — oo.

La razén por la que seguiremos trabajando en el espacio fenotipico para estu-
diar la velocidad de convergencia es simplemente porque la comparacién entre los
individuos para determinar supervivencia a través del tiempo se da en este espacio.
Al usar el espacio genotipico se encontraron casos como el siguiente:

Ejemplo 6.4.3 En el problema expuesto en el Ejemplo 6.1.1 se hallaron casos
en los cuales a pesar de que los individuos mejoraban en el sentido de Pareto, es
decir en el espacio fenotipico, su distancia en el espacio genotipico con respecto al
conjunto de 6ptimos aumentaba:

Generaciéon 14

Ind. Ty T f1($1,$2) f2(371ax2)
a 1.764 -2.239 0.525 -2.366
b 1.531 -1.992 0.539 -2.640
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fy

1 Individuos dominados por "p"
B Individuos incomparables con "p"
[ Individuos dominantesde "p"

Figura 6.6: Representacion, para dos funciones objetivo, de las regiones de dominancia
e incomparabilidad de un individuo p.

Generacion 15

Ind. T T fi(z1, 22) fa(z1, 22)
C 0.556 -1.168 -0.72 -3.03

A pesar de que toda la generacién 14 fue reemplazada por la siguiente, la
distancia en el espacio genotipo aumenté pues*:

doo(a, F1) = méx{|1.764—0.0| , |—2.239—(—3)| } = méax{(1.764), (0.76)} = 1.764

doo (b, F7') = max{|1.531-0.0|, |~1.992—(=3)| } = méx{(1.531) , (1.01)} = 1.531
doo(c, F~1) = méx{ [0.556— 0.0, |~1.168—(—3)| } = max{(0.556), (1.83)} = 1.83

4De la geometria del problema, y para este ejemplo particular, es claro que
do(a, F71) = dos(a, (0, =3)) = méx{(a; — 0), (a, — (=3))},

igualmente para doo (b, F~1) vy doo(c, F71).
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f f (b)
f,(b)-c,
L @,

fy

Figura 6.7: doo(f(b), F*) = doo(f(b), ¢) ¥ deo(f(a), F*) = ds(f(a),d)

dipes oty = max{du(a, F),do(b, F7)}
max{1.764 , 1.531}
— 1.764

d(}-l—sl’]:*fl) = doo(C,:Fil)
= 1.83

1Ippllcan que: d(ﬂ?,p_l) > d(:}—;l17‘7_-*—1). Las figuras 6.8 y 6.9 ilustran a los indi-
viduos a, b y ¢ en ambos espacios.

Lo anterior no ocurre, en general para frentes de Pareto en la frontera de
conjuntos convexos, cuando las distancias se miden en el espacio fenotipico pues

a<b < fi(a) < fi(b), fala) < fo(b), .., fm(a) < fu(b)
< fila) —c¢ < fi(b) —¢; paratodoi=1,...,my para todo c € F,

dado ¢ € F* tal que dy(f(b), F*) = doo(f (D), ¢) se tienen dos casos:
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Figura 6.8: Fenotipos de los individuos del Ejemplo 6.4.3, la generacién ¢t + 1 = 15
reemplaza completamente a la generacion t = 14.

De<a:

|fi(a) — | < |fi(b) —¢;| paratodoi=1,...,m
sup{|fi(a) — ¢;|} <sup{|fi(b) —¢|} coni=1,....m
doo(f(a), ¢) < duo(f(D), )

doo(f(a), F*) < dw(f(a), c) < deo(f(D),¢) = duo(f(b), F7).

c<a

A

IT) ¢ es incomparable con a : Dada la geometria del problema, (ver Figura 6.7),
doo(f(a), F) =du(f(a),d) y sids(f(a),F) = |fi(a) — d;| para algini=1,...,m,

entonces

|fila) —di| < |fi(a) — ci
< [fi(b) — ail
= |fj(b) —¢j| paraj=1,....,m
< doo(f(b), F7)

implica que do.(f(a), F*) < dso(f(b), F¥) n
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Figura 6.9: Genotipos de los individuos del Ejemplo 6.4.3. La distancia méxima hacia el
conjunto de éptimos para la generacion t+ 1 = 15 aumenta con respecto a la encontrada
en la generacién anterior ¢t = 14.

6.4.2. Ventajas poblacionales

Dado un problema con m funciones objetivo, se tiene que cada individuo p
divide el espacio fenotipico en 4 regiones delimitadas por la interseccién de m
hiperplanos® cada una. Estas regiones representan el espacio en el que se encuentran
los fenotipos de individuos que dominan a p, los fenotipos de individuos que son
dominados por p y los fenotipos de individuos que son incomparables con respecto
a p (Ver Figura 6.6).

Independientemente del espacio en el que se estudie (genotipico o fenotipico) la
velocidad de convergencia, la distancia entre la anti-cadena y el frente de Pareto no
siempre es decreciente (Figura 6.10); esto es porque en cualquier momento pueden
entrar elementos nuevos en la anti-cadena, los cuales pueden ser incomparables con

°Estas regiones también son llamadas “conos poliédricos” [36]. Un conjunto no vacio C' en R"
se dice un cono generado por yi, ..., Ym s

C:{A1y1+"‘+)\mym|)‘1w'~v>‘m20}
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25

1.5 |

Distancia al frente

0.5k | \

E
Generaciodn

Figura 6.10: Velocidad de convergencia, en 60 generaciones del algoritmo propuesto.
Para una poblacién de 100 individuos muestra la distancia fenotipica al frente de Pareto
para cada generacion.

los actuales, por lo tanto y como no entraron a la anti-cadena dominando a alguno
de los ya existentes entonces no necesariamente su distancia va a ser menor.

Sin embargo, la distancia si decrece conforme pasa el tiempo y esto es gracias a
que no se trabaja con un solo individuo, sino con toda una poblacién de individuos
elitistas. En la Figura 6.11 se ve que aunque la distancia no necesariamente decrece,
el efecto conjunto de la mejora, en general, de la poblaciéon ayuda a que el rango
entre el cual la distancia puede medirse disminuya de generacién en generacion.

6.4.3. Probabilidad de acercamiento

Supongamos que para una cierta generacién n la poblacién elitista (ya sea la
de padres o la secundaria) se encuentra bien determinada. Tomemos entonces, de
entre los individuos de dicha poblacién, el punto (K, K3) como el fenotipo del
individuo maés alejado (d) del frente de Pareto (ver Figura 6.12). En vista del
Lema 6.4.2 consideraremos al valor AKj,, con objeto de simplificar el anélisis, como
una cota para la distancia (d.,) al frente de Pareto.

A continuacién calcularemos el valor esperado para el valor de la distancia Ad
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Figura 6.11: Se observa la regién I' en que pueden encontrarse los nuevos individuos y
la cual es una cota para la distancia generacional. Para los individuos de la generacién
siguiente el drea se acota ain mas.

mostrada en la Figura 6.12:

B{Ad) = / ) / " v (@) (Ad) (2, y)dA

Kg—y
> fmm/ Ky —vy (1— )AK dy. 6.1
&ﬁm(z ) AK, ! (6.1)

El calculo del elemento dA se ilustra con la Figura 6.12 dado que

AKy — A A
b: 2 d:>b:<1 d

- AK
AK, AK, AKQ) 1dy

Ad = Kg—y

tenemos

Kg—y
A=b- A= (1- AK.dy.
d b-dy = d ( AKQ) 1dy

El valor de la integral

K2 Ky — AK(AK>)?
Ky—y) (1= 2229 AR dy = 28127220 2
/| L y>( AKQ) \dy : (6.2
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AK,

(K1.K 2

Ad

AK

\\M

Figura 6.12: (K, K2) representa el fenotipo del individuo mas alejado (con respecto a
do) del frente para una cierta generacién n.

puede aproximarse con

AK (AK5)? (AR,
6 ~ 36

pues por el teorema del valor medio

AK) > aminAK,
con

1
Gmin = ax{|F P}

donde F'P’ es el valor de la derivada de la funcién objetivo f; con respecto a f;
fo(fi) = fi+4f1i—3 = FP' =2f +4

por lo que

max{|FP'|} = 6 para f; € [-5,—2].

Por otra parte, tomando un individuo h € Hy+ obtenido durante el proceso de
recombinacion, sean Y),Ys las variables aleatorias definidas como Y;(h) = h; +
N(0,01) y Ya(h) = hy + N(0,0,). Estas variables representan a los individuos
mutados a partir de h.
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Claramente la funcién de distribucion de probabilidad conjunta de Y7, Ys esta da-
da por:

FY1Y2(y1,y2) - <{Y1 < yl} N {}/2 < y2})

Yi—h1)2 | (Yo—ho)?
vi vz ] 1 _(( 12021) +( 22022) )
- — ce \ P %2 ) dY,dY.
o oo 2T

0'y10y2

En el caso de la EE multi-objetivo sin autoadaptacion, se tiene que la longitud de
paso o es fija, por lo que
Oy, = Oy, = 0,

fijando o = 0,5, la funcién de densidad de probabilidad puede también acotarse
por debajo con su valor minimo dentro del area factible como:

X—h? | (Y—ho)? 6v2)? | (6v2)?
f _ il . 6_( 2021 Tt ) > i 1 . _<2<(0,5)2+2»(0,5)2 — 53 x 107126
2102 = 270,52 - ’
b

siendo f,,i, = 5,3 x 107126 resulta de 6.2 y 6.3 que

B{Ad) > (AR

por lo anterior y considerando que por el crecimiento de las normas LP con p,
B{(AKS")*} > E{AK")

tenemos que

E{AK™Y = B{AKM)} — E{Ad}

< B{AKY) - T2 E{(AR")*)
< E{AKMY - ¥E{Ak§ 3,
(6.4)
Suponiendo que para alguna iteracién n se cumple que
n 1
E{AKMY < para algun ¢ (6.5)

Vi +c
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tenemos por 6.4 que

f .
E{AKVY < — mn (6.6)

de la ecuacion 6.6 y dado que

(n?—=1)(n—1)

n3

=
)2
N 1 fin 1 < 1
fg%n (W”) 2 fg%(n +1)
- 1
vemos que ¢ = 0 cumple tanto que ¢ < —(AKQO))Z como que
1 frin 1 1
- 36 f ] 3 S )
f’g%n—l—c (Firn +c)2 \/f’éﬁ%(n—i—l)—l—c

Con todo lo anterior, queda entonces demostrado que

1
E{AKMY < ——

36

n

Hemos probado que la velocidad de convergencia de la estrategia evolutiva mul-
tiobjetivo planteada en un principio es hiperbdlica con exponente % Esto muestra
que el proceso de convergencia es muy lento, lo cual coincide con los resultados
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experimentales obtenidos y presentados en la secciéon 6.6.1. El orden de conver-
gencia no puede mejorar si se mantiene una longitud de paso con o; constante,
va que f < 5=— por lo que si en el andlisis previo, en vez de minimizar el valor
esperado lo max1m1zamos la velocidad calculada no variaria mas que en el valor
de la constante f,;, (la cual esta acotada por f), es decir, conserva el mismo orden

Es por lo anterior, que propusimos en la seccién 6.3 un proceso de auto-
adaptacion basado en una variacién controlada para los valores de los ofs. Los
resultados que obtuvimos al implementarlo en el algoritmo de la EE multiobjeti-
vo se presentan en la secciéon 6.6.2 y muestran un mejora significativa sobre los

arrojados por el algoritmo sin auto-adaptacion.

6.5. Algoritmo para la EE Multi-objetivo
El algoritmo al cual analizamos su velocidad de convergencia fue:

Algoritmo 6.5.1 EE-Multi-objetivo: Denotamos por P"i ala poblacién de padres
a cada generacion t, el subindice de P! denotard el tamafio de la poblacién y vari-
ara como p; durante el ciclo evolutivo de cada generacién, pero al pasar de una
generacién a otra se tomard siempre un numero fijo de padres p. La poblacion
de descendientes HY también variard de tamano pues X estard determinado por
A =k -y donde k es el nimero de hijos para cada pareja de padres; k£ no varia
con el tiempo.

I (0)

Se inicializa P, de manera aleatoria.

11 — My (P).

III) ¢«

)
) b
)
IV) H )(\t — recombmacnon(P,E?).

V) Hﬁt) — mutacién(H/(\t)).

VI) P = MR U HD)
VII) Restringir a p el tamano de la poblacién para la generacién siguiente

(t+1) (t+1)
Pu — Put+1 .
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VIID) ¢« ¢+ 1.

IX) Si el criterio de terminacién no se satisface, ir al paso IV.

6.6. Resultados

6.6.1. Resultados sin auto-adaptacion

Las figuras 6.13, 6.14, 6.15 y 6.16 muestran, para diferentes semillas aleatorias,
la distancia maxima de la poblacién de padres con respecto al frente de Pareto teori-
co del ejemplo 6.1.1 a cada generacién. Cada grafica muestra el comportamiento
del algoritmo 6.5 usando una desviacién estandar fija o = 0.01 ; 0.1 , 1.0 y 2.0
respectivamente; en todos los casos la cantidad de padres que intervienen en la
creacion de cada hijo es p = 2. Notemos que en ninguno de los casos se alcanza
la convergencia total antes de 6000 generaciones. Se puede observar también que
para una o muy pequena (Figura 6.13) la velocidad de convergencia es muy mala,
esto se explica porque el tamano de paso con que la poblacién se acerca al frente
es demasiado pequeno por lo que la velocidad empeora.

Estrategiasin AA
6 T T

Distancia mAxima FP*
w
T

L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
No. de generaciones

Figura 6.13: Grafica de la velocidad de convergencia para nueve diferentes semillas
iniciales, durante 6000 generaciones con ¢ = 0,01, del algoritmo con g = 100 padres
y A = 150 hijos.
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Estrategiasin AA
6 T

Distancia mAxima FP*
w
!

No. de generaciones

Figura 6.14: Grafica de la velocidad de convergencia para nueve diferentes semillas

iniciales, durante 6000 generaciones con o = 0,1, del algoritmo con p = 100 padres
y A = 150 hijos.

Estrategiasin AA
5 T

45

35

25 1

Distancia mAxima FP*

No. de generaciones

Figura 6.15: Grafica de la velocidad de convergencia para nueve diferentes semillas
iniciales, durante 6000 generaciones con o = 1,0, del algoritmo con p = 100 padres
y A = 150 hijos.
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Estrategiasin AA
45 r T T

Distancia mAxima FP*

L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
No. de generaciones

Figura 6.16: Grafica de la velocidad de convergencia para nueve diferentes semillas
iniciales, durante 6000 generaciones con o = 2,0, del algoritmo con p = 100 padres
y A = 150 hijos.

6.6.2. Resultados con auto-adaptacion

Las figuras 6.17 y 6.18 muestran, para diferentes semillas aleatorias, la distan-
cia maxima de la poblacion de padres de 100 y 200 individuos respectivamente con
respecto al frente de Pareto tedrico del ejemplo 6.1.1 para el algoritmo 6.5 adicio-
nandole el mecanismo de autoadaptacién propuesto en 6.3. Cada grafica muestra el
comportamiento del algoritmo con 100 y 200 padres respectivamente. La cantidad
de padres que intervienen en la creacién de cada hijo es p = 2. Podemos notar que
la convergencia total se alcanza para el caso p = 200 en menos de 40 generaciones y
para el caso u = 100 en menos de 100 generaciones; cabe mencionar que la ventaja

de un caso sobre otro pude deberse al efecto poblacional mencionado en la seccion
6.4.2.

Aunque no se ha demostrado una cota para la velocidad de convergencia del
algoritmo con autoadaptacién, se desprende de los presentes resultados experi-
mentales (para este ejemplo en particular) que el orden de la velocidad de este
algoritmo es menor que O(\/Lﬁ) encontrado en la seccién 6.4.3 para el algoritmo sin
autoadaptacion.
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Figura 6.17: Velocidades de convergencia para cada generacién de la estrategia con
auto-adaptacion. p = 100

6.7. Sumario

En este capitulo se estudiaron varios aspectos de la estrategia evolutiva multi-
objetivo sobre un caso de estudio particular para el cual se determiné su velocidad
de convergencia al frente de Pareto. También se propuso un mecanismo de auto-
adaptacion en el operador de mutaciéon y se comprobd experimentalmente que
dicho mecanismo mejora la velocidad de convergencia del algoritmo.

La prueba para la velocidad de convergencia presentada en la seccién 6.4.3
se aplica no solo al este caso de estudio, sino que funciona para la estrategia
evolutiva aplicada a cualquier otro problema con dos funciones objetivo y frente

de Pareto convexo simpre que se cuente con un operador de mutacién cuya funcion
de densidad de probabilidad no se anule.
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Velocidad de convergencia
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Figura 6.18: Velocidades de convergencia para cada generacién de la estrategia con
auto-adaptacion. u = 200



Conclusiones

A lo largo de este trabajo se establecieron la notacién y los conceptos principales
para el estudio tedrico de las Estrategias Evolutivas (141), (i, A) y (#+ ) usadas
en problemas de optimizaciéon multi-objetivo. Se analizaron sus operadores desde
el punto de vista probabilistico ejemplificando su efecto en la bisqueda mediante
un problema especifico.

Se presentaron, en el Capitulo 5, los algoritmos propuestos para adaptar la EE
original al caso multi-objetivo. Se demostré que, para espacios de bisqueda finios,
dichos algoritmos multi-objetivo convergen hacia el frente de Pareto en un ntimero
finito de iteraciones. En este capitulo se utilizaron dos enfoques, uno restringiendo
y otro no restringiendo el tamano de la poblacién de padres; el uso de estos dos
enfoques se justificé y discutié en la seccién 6.3.2.

La idea de convergencia que aqui utilizamos, para la Estrategia Evolutiva multi-
objetivo, se basa en que la poblacién elitista quede totalmente contenida dentro
del frente de Pareto en alguna iteracién del algoritmo y en iteraciones posteriores
las soluciones no se pierdan. En el caso de la estrategia (1 + A) mutiobjetivo la
poblacién elitista coincide con la poblacién original de padres a cada generacion,
debido al elitismo implicito de este tipo de seleccion; en el caso de la estrategia
(1 + A) mutiobjetivo la poblacién elitista se maneja a través de una poblacién
secundaria. Para el analisis de la velocidad de convergencia de los algoritmos, con-
sideramos a cada generacion la distancia de la poblacién al frente de Pareto como
el peor valor de las distancias de cada uno de los individuos (elitistas) con respecto
al frente; asi, la “convergencia total” del algoritmo depende de esta distancia, y
asegura el acercamiento de la poblacion total hacia el frente.

Se analizaron, en el Capitulo 6, varios aspectos acerca del uso de jeraquizacién
de Pareto en el proceso de seleccién, como son, el aumento o disminucién excesivos
en el tamano de la poblacion asi como las consecuencias que éstos acarrean al
problema especifico y en general, para la clase de problemas en los que sus funciones
objetivo mantienen alguna correlacion estadistica. Para el caso de estudio elegido
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se halld, en la seccién 6.4.3, una relacién para la velocidad de convergencia de la
EE multiobjetivo sin auto-adaptacion, sin embargo la pueba puede extenderse sin
mayores dificultades a la clase de problemas multiobjetivos con frentes de Pareto
convexos bajo mutaciones cuya densidad de probabilidad no se anule. Se mostré que
el acercamiento al frente de Pareto se hace con orden O(\/Lﬁ) con n el nimero
de iteracion del algoritmo, siendo esta una velocidad de convergencia muy lenta,
lo cual se ilustra con resultados experimentales en la secciéon 6.6.1. Se propuso
entonces un mecanismo de auto-adaptacion de los pardmetros de la mutacion en
el algoritmo, el cual, es perfectamente escalable para problemas de dimensiones
mayores.

Ayudados por el mecanismo de auto-adaptacién propuesto en 6.3, los algorit-
mos de la EE Multiobjetivo que usan la jerarquizacion de Pareto dieron buenos
resultados, para el caso de estudio, ademas de que garantizan teéricamente su con-
vergencia asintética hacia el frente de Pareto. Los resultados comparados fueron
para el algoritmo sin el mecanismo de auto-adaptacion, que no logré una conver-
gencia completa en menos de 6000 generaciones, contra el algoritmo que usa la
auto-adaptacion propuesta, el cual logré la convergencia completa en menos de
100 generaciones, con lo que se ve experimentalmente una mejoria notable.

Trabajo Futuro

Fuera de los alcances de esta tesis queda estudiar varios problemas concretos
resueltos previamente con algoritmos evolutivos multiobjetivo que usan seleccion
de tipo (u + A), como son NPGA2 [17] y NSGA-II [15], estudiando las variantes
de los operadores genéticos en estos algoritmos y cémo afectan a la convergencia
para ciertos problemas en particular.

Analizar cémo afecta estocdsticamente a la convergencia el uso de otros tipos
de seleccion, por ejemplo, la adaptacion propuesta en la seccion 4.2.2 para multi-
objetivo, del torneo binario.

Un problema abierto para varios algoritmos evolutivos multiobjetivo consiste en
determinar el tiempo esperado de convergencia del algoritmo para diversas clases
de problemas.

Para estimar la velocidad de convergencia del algoritmo de autoadaptacién
propuesto, es necesario hacer un analisis cuidadoso de cémo interviene generacion
a generacion el ajuste de la desviacion estandar para cada una de las variables;
se puede iniciar haciendo un andlisis estadistico para ciertos casos particulares de
estudio con cardacteristicas definidas previamente.
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