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PREFACIO

La idea para este trabajo surgié de un articulo publicado por
el Dr. Jerzy F. Plebanskil del Departamento de Fisica del Centro
de Investigacion y de Estudios Avanzados del IPN. En dicho
articulo se habla de la ecuacién de Liouville2,

dd<P = e N ye2=1, ()]
lo cual puede ser expresada en forma equivalente como,
F-SxSyF - 3xF-3yF = e, donde F := @
En términos de £ la ecuacién (2) puede escribirse como,
jer=e, c2=i [©)]
Para n22, £ constituye la generalizaciéon natural del
concepto del “operador de Liouville™ £\
En su trabajo Plebanski da soluciones en términos de £° para

£MEJF) donde n=2, mO. Basandose en la definicién general de £~
se halla la siguiente expresion general para £ {£ F),

£ntm-1F "EnifnF) = IF*~n 1 + K

donde sepostula quelos términos restantesrepresentados
" son construcciones algebraicas hechas por £F, m=0,1,
ki2(mn-1). Se expresa interés en determinar la forma expl

1 Jerzy"F. Plebanski, J.Nath Phys. 29 (1983,) 2162.
2. Y. Liouwville, J. Math. Pure Appi. 18 (1853) 71.



de los términos ya que de esta manera se determinaria el
“algebra™ de la composicién de los operadores £,
{EL>EI=E£ (EP).
En los desarrollos algebraicos que conducen a la expansion de
se usa la expansién polinomial de £ (FG). Es de suponer,
entonces, que la expansién polinomial de £ (FG) seria necesaria
para calcular algebraicamente %3(£ E)= Plebanski menciona que
probablemente no exista tal expansion polinomial a £2(FG) y que,
por lo tanto, un desarrollo algebrdico de £ (EF) seria muy
di de lograr.

Las generalizaciones de la ecuacién de Liouville tienen
aplicaciones en el estudio de la relatividad general, asi como
tarbién, en otras areas de la fisica matematica.

En el presente trabajo se busca una expansion general a
£ {£F) a través de la computaciéon directa de algunos casos
particulares, tales como £3(£1F) y E4 (£’1F)' De estos resultados
se demuestra que no existe una expansioén general polinomial para
£ (EF) y que los términos ™ de la ecuaciéon (4 tampoco
I, aunque si existen

coinciden con una representacién polinom
algunos términos polinomiales y otros que son un polinomio
multiplicado por un dxidyF, i=j, en la expansion general.

Para completar el trabajo se estudié también la relacion
JXCFG). Por manipulacién algebraica y por computacién directa se
hall6 el resultado de la operaciéon £MFG) y se vié que,
efectivamente, no tiene una representacioén polinomial en términos
de £F y £8, k2.
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Capitulo 1. Introduccién.

Sea ™ el conjunto de funciones infinitamente diferenciables
de dos variables X, Y. Considérese entonces la sucesiéon de
transformaciones no-lineales diferenciales £ : 2 9, k=1,2,...
definidas por:

Fe? = 2F:= det(Sx'aykF), I,k = 0,l...... m m>0 (1.1)

donde la entrada general F se Interpreta como  dx‘dykF,
i y k siendo las iteraciones de derivadas parciales en x y en vy,
respectivamente, sobre F y donde dx° = dy° = L

Esta definicioén puede ser extendida a incluir a todo entero
m, postulando que,

m= 0= £F=F
m= -1= £F=1
m< -2=> £F =0 c1.2)

En la publicacién del Dr. Plebanski se demuestran las
siguientes identidades béasicas del operador £ ,

EEP = E,F *EngF (.3)

XiX -'f) = (Zm_lF)Z . szF + (umELF)Z .r m_E (1.4)

El problema que se plantea es la generalizacién de
estas formulas a una representacion polinomial de £ {£ F) escrito
como

v = F* 1¢WP)” + o

donde basta con buscar una expansién para £M£EJr) y luego hacer la
multiplicacién por £ + /¥ para que quede en forma polinomial.



Para llegar a las expansiones de £/°£ F) algebraicamente se

us6 la expansion de £ (5,
£F) = F226 + G2TF @a.e)

Por simetria con el caso de EZ{EmF). Plebanski conjetura que
la expansion de requiere de la expansion de a WNFG) para
su calculo algebraico. El comenta que, debido a esta dependencia,
un calculo algebraico de £ (EF), n > 2, ha de ser muy dificil, ya
que parece ser que £2(FG) no tiene una representacion polinomial
en términos del operador £& El sugiere que se hagan unos
calculos por via directa de la computacién de 2 (E F)t n > 2, para
conocer la naturaleza de estos resultados.

El objetivo de esta tesis es analizar la expansién general a
£Jj.£F) por via directa de la computacién para verificar si existe
una expansion polinomial general directa o en forma de la ecuacion
@.5).

Para llegar a una solucién del problema de £ (XF), lo
primero que se hizo fue resumir en un banco todas las
ecuaciones conocidas para £ (EF), n<3, y £ (), m <2, con la
esperanza de encontrar alguna férmula algebraica para el caso de
£3(£mF). Tal formula no se hall6, pero si sirvieron estas
ecuaciones del banco para calcular algebraicamente a i"CFG). Se
vié que, en efecto, la representacién para jJRFG) no es un
polinomio en términos de £ °s. Esta representacion se corrobord
con un calculo directo via computadora.

Después, se hizo un programa que calcula £ (£ F) directamente
con las restricciones sobre n y m dependientes del tiempo y
cantidad de memoria disponi El estilo del programa siguié al
que se us6 para calcular a 2F0). Se comprob6 su buen
funcionamiento al hacerlo reproducir las representaciones

polinomiales para £°(EF), n < 3.

Con este programa se hizo la expansién completa de
£3(£F) como una suma de témminos. El programa se encargd de
eliminar términos que se cancelan entre si y de registrar el
nimero de veces que aparecen los términos no cancelables. La
simplificacion de grupos de términos a MF’s se hizo también por



computadora, aunque fue necesario hacer un reagrupacién manual de
los términos para llegar a una simplificion completa.

Del resultado para el caso de £ (EF) se pudo sacar
conclusiones acerca de las caracteristicas de una respuesta
general a P. La conclusién principal fue que paran >2 no
hay una representacion polinomial completa en términos de los
I~F’s, ni aun haciendo la multiplicacién sugerida en la ecuacién
(@.5). Se demostré el porqué, basandose en las caracteristicas
generales de los términos que conforman las respuestas a las
formulas E GEF). Sin embargo, en el capitulo 8 se dan unas
formulas que sugieran que la respuesta general a £ (E°F) siempre
contendra un término polinomial, més algunaos otros términos de
forma polinomial multiplicados por factores regulares del tipo
3xMdyF, donde i=j.




Capitulo 2. Banco de Férmulas Conocidas.

En este capitulo se da un repaso sobre las ecuaciones
mencionadas por el Dr. Flebanski sobre el manejo algebraico de las
operaciones EIF) y . (G)- Se da una relacion para tF en
términos del logaritmo natural, lo cual sirve para calcular el
resultado a ¢MFG). A la vez, se desarrolla una relaciéon para

(F ) que se necesita en el capitulo 4 para el calculo algebraico
de ¢MFG). Luego se nota la fuerte dependencia que hay entre las
operaciones ¢ (FG) y £ (£EF) al ver como se necesita el resultado
de £ (FG) para calcular Z\."JIF). Finalmente, se desarrolla un
resultado parcial para la operacién general ¢(M3M7).

La primera relacién interesante por mostrar es que jf.F puede
expresarse como F23x3y(@n(F)). Recordando que,

d 1
- e =-
dx X
y que
d d dg
- @) = - FEEI)—
dx dx dx
entonces,

1
dyin(F) = : dyF = F_13yF

de donde se tiene que,
3xByin(F) = (kTF 15yF) = - F 28xF3yF + F 16x3yF @D
Multiplicando ambos lados de la ecuacion (2.1) por F da
FZdxdyIn(F) = FSXSyF - F.3F = | ~yF |=£F @.2

Una relaciéon que se usa para solucionar JMFG) se halla

baséandose en la ecuaciéon (2.2),



AFY) = F2a33y(in<tRa;) = <oRa3x3y(n(M;) =
= o DFB3Y( IN(F) ) = bF2("1)HF @3

Sustituyendo FG en lugar de F en la ecuacién (2.2) se puede
demostrar a la ecuacion (1.6),

JENFG) = (FG)233YIN(FG) = (FG) 233y(In(F) + in(G)
= (FGIVAF + (FG)aG*ZBG
= G2HF + F2EG @9
La comprobaciéon algebraica de la ecuacion(1.3) no es
trivial, pero la ecuaciéon (1.4) si sepuede demostrarfacilmente

utilizando a las ecuaciones (1.3) y (2.4). En efecto, tenemos
primeramente que,

VW D=Vaiid @ell
Ahora, se tiene por la ecuacién (2.4) que
RE EM = EEE B + E PHEED @9

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién 2.5 se tiene por la

ecuacion (1.3) que,
E\EEP) = EPEEP @z

y desarrollando el lado derecho de la ecuacién (2.5) se tiene por

la ecuacioén (2.4) que,
®.PZEE D+ & DEE,D =
= &, P2EGEE + & D2 FEF G

Cancelando EF a ambos lados, da como resultado que,



B&GF> = B P2k, F + X, f (2.6)
Se notard que para hallar J%(ZmF) se us6 el resultado de
2 (PG). Se esperaria, en consecuencia, que el calculo algebraico
de £2{£F) depende del resultado de N(FG).
Las ualtimas formulas que quedan por describir dan una
respuesta parcial a £ (EF) en su forma general donde no hay
restriccion sobre el valor de n. Por definicién se tiene que,

£F =£a FrdxmiynF + ... Q.70

donde son los mm! témminos restantes de los (m + D!
términos de £ F. Aqui y en lo sucesivo, un término es un sumando
tomado por un producto de factores de la forma dxidy*F. Luego,
basandose en la ecuacioén 2.7, resulta que,

EJEF) = En-iif)IbOyTI(EF) + ==

=£ |'|!/'£F)m"dxruyn({£_ F)—dxdyl};ﬁl) R
= faiF<Eni axntmayniF + .
(2.8)

En la ecuacion 2.8 "..." representaa todoslos términos
restantes de la formula £ (EF). En el caso particular de n = 3,
m = 1, hay 1200 términos distinguibles en la expansién completa.
Lo que se quiere decir con términos “distinguibles” es que son
distintos unos de otros al comparar los valones de los Indices de
sus factores. La cuenta de términos en total toma en cuenta el
nimero de repeticiones de cada término distinguible. Se comenta
esto para hacer notar que no es facil averiguar el contenido de

Para el caso de n = 3, el resultado parcial expresado por la

ecuacion 2.8 cae dentro del rango previamente definido,



£m F»je2i£ F)-dxn*ndyn*m @.9

Entonces, la ecuacion 2.9 sirve como una manera de verificar
parte si la expansion propuesta para P, con una m dado,
correcta. Se vera en el capitulo 6 que la ecuacién 2.9 si
cumple en las expansiones halladas por via directa de
computacién para los casos m = 1y m = 2 donde n = 3.

Al multiplicar la ecuacién (2.8) por £°m F Y empleando
ecuacion (2.7) se consigue una ecuacién polinomial en términos d
operador £" para la formula general £ (£F),

en

8

la

la
el

La ecuacion (2.10) es la que propone Plebanski que pueda dar

una expansion general polinomial para la iteracion £ (EF), ya que
la ecuacién (2.8) no sirve debido a la presencia del factor

dxn+adynar.



Capitulo 3. Calculo Algebraico de ~(FG).

Usando algunas de las ecuaciones mencionadas en el capitulo 1
y otras de las desarrolladas en el capitulo 2 se muestra en este
capitulo un calculo algebraico del resultado de j2(FG). Se vera
que dicho resultadono estd en forma polinomial, sino que la
mayoria de los témminos tienen factores residuales que no son
reducibles aconjuntos de £r y X6. En el capitulo 9 sediscute
las caracteristicas generalesde ~(FG) y se demuestra que no hay
manera de desaparecer a los residuos en los resultados para
2k(FG), k> 1

Usando ec. 1.3 tenemos que £ 1{£1 ) = £O(FG)—2 2(l%). de
donde se deduce que,

it = - g Gi () G.D
FG 1

donde, aplicando la ecuacion 1.6, da

EF = - t@eF+re d @2
2 FG 1 1;

Para determinar si i2(FG) es representable como un polinomio
entérminos de £ *s hay que desarollar la ecuacién (2.2) hasta
eliminar la divisioén por FG. Haciendo algunas substituciones para
simplificar la representacion, digamos, a = G2KF y b = F~G, se
tiene que,



*t(@a+ b) =

@~ b)OD @+ b)Ol _ a0+0 b 00 aDl+ b 01
@+ b)io (a+b) il a i‘; b 10 all+ b 11

de donde se puede escribir la siguiente representacion de £ (FG),

20) = (HEFaKG) + HEP) + (det_I + det 2)
FG G

G-3)

Resolviendo la ecuacién (3.3) por partes, se tiene primero

que,
T 6 =U 620 ) + K~ (£iG) (por ec. 1.6)
= KG)2x (F2) + F4Gj£6 (por ec. 1.3)
= EGR22@2«F + fVAG (por ec. 2.3)

= FZQ(E G)23F + FX-if0)

de donde se tiene que,



¢ SCAS I
FG

= I_ "P2@QQeiG)2*1IF + FG-£0) + G2(2(EJF)2IAG + GFi2PJ
FG

= 2 JRQGREF +G2(U,PEG + F3IF + GIRF
FG

G5

Falta desarrollar los det 1 y det 2. Basta con desarollar el
det_I para conocer el det 2 ya que son simétricos al cambiar los
F por los Gy los G por los F. Se tiene que el det I es igual a

@by~ Ak, -

Calculo de det_I:
APy = CDE-(F2ep yy = GEFIYF2GPy - G X =

= C2CF,F,; - Fiofo )*f' 200" 18008 11 ¥ 61 F10C0c® u
PP G 12t ool & a
TR AR 0 BRE R
~ Rof B 107 BoFof G Lo

*Fof Gofd 227 BoFof & by
= Gz|2¥l/1(F(DF]1)2 - (FQLFID)a * FZEIF(GQ)GQ - GCQG?D)
- Fi?lFE/Fm GooBiz ~ Cofi0? * For Goolar ~ CoCro ]

(€3O

Ahora,,. para calcular amb]D basta con conocer a- Ya que b:lo se
conocera entonces por simetria, i.e.,

10



oy = 6 (Fu-Ffda = 2Cofufufn - Cofufa’ 1’

+6GGFF + GGFF -GGFFE - GGFF
00 00 01 11 00 00 00 12 00 00 02 10 00 00 01 11

= 2G.(I§;01£1F + GZ(Fijzf FCQFJ.O)’

de donde se tiene que,

3,050 = @Col i VGG 08B )+ & .F Re!
+ G2CFor f5 F olol/%% f ilc + 26 of 217 Cof20?
(€20)

Resumiendo, el det I es igual a la ecuacién (3.5 menos la
ecuacion (3.6) yel det 2 es igual a detl, excepto por un
intercambio de todos los F*s por G’s y todos los G”s por F*s.

Juntaindo las ecuaciones (3.4), (3.5), y (3.6) y haciendo las
divisiones necesarias por FG en las ecuaciones (3.5) y (3.6), se
obtiene la siguiente representacion de 1 (FG),

1



E nando los términos que se cancelan entre si en la
ecuacion (3.7), todos los términos restantes son divisibles por
FG, (los términos que se cancelan se subrayan. ) Reacomodando los
términos restantes se llega a la siguiente representacion
simplificada para iMFG), (se indica parte de la simetria
presente):







El resultado simplificado de £ (PG), la ecuacién (3.8), no
puede simplificarse més. La mayoria de sus términos tienen
factores residuales, es decir términos que no se prestan a una
simplificacion en forma de 2 *s. Se discute este problema de la
simplificacion en los capitulos 7 y 9.
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Capitulo 4. Calculo de £ (EF) via la Computacioén Directa.
4.a. Introduccion.

El calculo de £M£Y) es de una naturaleza simbdlica. Se
trata de la blisqgueda de una representaciéon polinomial en términos
de los £T*s, donde la funcién F es una funcién cualquiera
infinitamente diferenciable. De la definicién del operador £/ se
concluye que el resultado del calculo de £ {EF) va a ser un
conjunto de términos del tipo Fx(l),y(1)Fx(2),y(2)"'Fx(i).y(i)"
donde i = (h+ De(m+ D). Entonces hay que utilizar un lenguaje
que permite el Tfacil manejo de estos téminos. Otra
caracteristica que debe tener el lenguaje eligido es un coédigo
eficiente, ya que para n y m grandes se genera un nimero excesivo
de térmimos y tarda mucho en analizar a todos. Se eligi6 el
lenguaje de programacion C debido a su facilidad para manejar
estructuras de datos y a su eficiente codigo ejecutable. Un
listado del programa se encuentra en el suplemento de la tesis.

El programa estd separado en cuatro secciones, segin los
sucesivos pasos que hay que seguir para llegar hasta el resultado
Ffinal. El primer paso calcula £ F y guarda este conjunto de
sub-términos Que es del tigo Fx(O),y(O)Fx(l),y(\)'."Fx(Ji,y(J)*
J =m + 1, en una estructura adecuada. Este paso es muy sencillo
debido a que los términos vienen directmente de la definici

un determinante de orden m,

15



donde los términos son interpretados de la siguiente manera,

maxV QF .axVIF-...—ax"a/L,F

Surgen los demas pasos al iterar la operacion haciendo
sobre t F,
donde cada elemento del determinante se interpreta como

axW)a/ @fer> se ve que los términos del resultado final
vienen de construcciones como,

axcayy(0){i? F}-axla / cl fie F}—... axnayy(n>{2 >

El paso 2 hace las derivadas parciales indicadas sobre Ilos
conjuntos de sub-términos representados por £ F. El paso 3
termina el calculo de los términos del resultado final al hallar
los productos entre los conjuntos 3xxii)Syyid{is F. El paso 4
toma el resultado final y lo simplifica, reduciendo conjuntos de

términos finales a Elf's_

4.b. Codificacion de E'f.

Para resolver determinantes partimos de su misma definicion

con la cual se puede hallar su valor,

16



donde Ti(elem) es una funcién uno-a-uno que mapea el conjunto de
elementos 0,1... n sobre si mismo. Visto de otra manera, 7r(elem)
produce permutaciones sobre el conjunto finito de elementos,
0,1,..,n.

Para encontrar los términos del determinante hay que sumar
sobre todas las (n + D! permutaciones posibles. El signo de cada
término es positivo o negativo segin si la cantidad de inversiones
que habria que hacer sobre la permutacién para recuperar el orden
natural es de orden par o impar, respectivamente. Por inversién
se entiende que hay uno o mas elementoshacia la derecha que son
de menor magnitud que el elemento bajo observacién. Por ejemplo,
(© 3 12) tiene dos inversiones, ya que el 3 esta fuera de orden
con respecto al 1y al 2*

Interpretando la ecuaciéon 4a. 1 como representacion del
operador £ resulta que,

W= (Signo i) 3x°3yrOF*3xBy7IF" ... <3dGyMWF  (4b.2)

donde las potencias de derivadas parciales coinciden con las
indices de las entradas al determinante.

La formula para en forma de determinante es muy facil de
traducir & una representacion numérica para el calculo de su valor
por computadora. Lo Unico que hay que guardar
permutaciones. En un arreglo con K = k + 1 entradas, el valor de
la potencia de dx coincide con el indice del arreglo y el valor de
la potencia de dy se guarda en dicho indice,

arreglo[potencia 5x] = potencia_ 3y
La estructura que almacena la representacién de necesita
memoria para K! permutaciones. Y cada permutacion requiere
memoria para K valores enteros que representan a los K rr(i)*s mas

un valor entero para el signo de la permutacion,

char perms[K_Factorial][K + 1];

17
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donde, para ahorrar espacio de memoria, se debe de usar un tipo de
dato entero que s6lo ocupa un byte (en este caso '‘char'), ya que
los valores que se manejan son del orden de 10.

Hay muchas maneras de generar permutaciones. No se
recomienda usar algoritmos recursivos, ya que el nimero de
permutaciones, igual a K!', puede ser muy grande para K grande, vy
puede ocasionar sobreflujo a la pila durante la ejecucion. Los
métodos iterativos son mucho mds seguros y son, generalmente, mas
réapidos tarbién.

El algoritmo que se implemento empieza con los elementos en
su orden natural: 0,1,2... k y con el signo positivo. La segunda
permutaciéon se consigue invirtiendo el elemento k-1 con el
elemento k. Esta segunda permutacioén tiene signo negativo, ya que
requiere 1 inversion (nimero impar) para recuperar el orden
natural. Sobre estas dos primeras permutaciones se toma el
elemento k-2 y lo recorre hacia la derecha cuantas veces se puede
a través de sucesivas inversiones con los vecinos. Se repite con
k-3 sobre todas las anteriores permutaciones, y etc., hasta que se
haya recorrido el elemento 0. Observe el proceso con k =3, que
nos da 4! = 24 permutaciones,

En el programa, la funcién genera_permsQ) toma un element6
del conjunto O0...n, elem, y una permutacién de las generadas con
un elemento anterior, penn, y los manda a la funcién intcamO. En
intcamO se generan todas las posibles permutaciones nuevas al

18



recorrer el elemento elem hacia la derecha en la permutacién perm.

La generacioén de los signos se hace en intcam() de manera muy
sencilla. Cada inversidn sobre una permutacion produce una nueva
permutacién con signo opuesto a la permutacién original. Esto
funciona porque cada inversién que se hace de un elemento con su
vecino derecho es una inversion hacia mayor desorden, ya que estos
vecinos siempre son de menor magnitud en el método empleado.

Para el calculo de £"NEJF) hacen falta dos juegos de
permutaciones, uno sobre N - n+l elementos y otro sobre M = m+l
elementos. Por lo tanto, en el programa se hizo una modificacion
a la estructura perms[J[], dejandolo como

char perms[2][NMmaxFactorial][Nvmax + 1J;

Las rutinas de generacion de permutaciones también sufren ligeras
modificaciones. En una sola llamada a genera_perms() se generan
los MI y los N!' permutaciones.

4.c. Derivacion en £" aplicada sobre £ F.

£°F quedd almacenado en perms[][][1- El siguiente paso es
aplicar las derivadas parciales representadas por £ sobre los
términos de £ F. Tomando como ejemplo el caso de n = 1,

EEPD = £3J dx£J (4c.1)
dyE F dxdyEF

se ve que las derivaciones son sobre conjuntos de (m+1)!
términos. Luego se ve que cada dxMykf F produce un factor que
es, a su vez, un conjunto de términos. Ahora, los términos del
resultado de £ son més complicados de hallar que en el caso de
£ . No es simplemente cuestién de encadenar una hilera de

Es, mas bien, cuestién de encadenar cadenas de Flk’s. El trabajo
de encadenar las cadenas se hace en el siguiente paso del
programa. La tarea del paso bajo consideracion es la de dejar las
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sub-cadenas almacenadas para su uso posterior.
De la ecuacion (4b.1) seve quela primera permutacién de £
da como ""término" a<"F} * {dxdyf F>,donde {> significa quees
un conjunto de elementos. Siempre habra (n + 1) conjuntos de
derivadas que tener que multiplicar entre si. Hace falta hacer
estructuraos de datos que permiten almacenar estos conjuntos. En
las variables ders[][] y Il_der[][] los indices de los factores se
guardan en f[2][] y el numero de repeticiones del término se
almacena en la variable "nveces".

struct d_Il {
- int nveces;
char f[2][vmax];
>ders[2][\NDI1], 11_der[NMAX][NDF]; /* NDI =# ders int’s \
/* NDF = # ders finales */

En el programa se usa un espacio de memoria compartido para
hacer las derivadas y otra para guardar a los (n+ 1) conjuntos
{£. Esto se hace porque el {> es de menor cantidad de términos
que los conjuntos intermedios generados durante el proceso de las
sucesivas iteraciones de las derivadas.

En 1l_der[][] se guardan los {> de un macro término. Luego,
el paso posterior hace el producto de {3*{3*...*{3 y guarda los
términos resultantes en otra estructura como parte del resultado
final. Asi queda listo Il_der[][] para aceptar los conjuntos, {>,
del siguiente macro término.

En ders[][] se maneja el proceso mateméatico de la derivacion.
Primero se pone en ders[0][] los términos generados por 2F
(transcritos directamente desde perms[O][][].) Luego, se deriva
con respecto ay, dy, las veces que indica su potencia y después
se deriva con respecto a x, dx, las veces indicadas. Cada
iteracion produce un nuevo juego de términos. Por eso los
términos resultantes de la primera iteracién se guardan en
ders[1][]- Luego se deriva sobre los que estan en ders[I][] y el
resultado se guarda en ders[0][]- Asi se van alternando los
juegos de términos entre ders[O][] y ders[I][] hasta agotar las
iteraciones de dy y de dx.

Después de cada iteracion se simplifica el conjunto de
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términos juntando los que son iguales. La cuenta de cuantas veces
aparece cada término se mantiene en su respectiva variable
ders[][J-.nveces, lo cual es un miembro de la estructura de dato
d Il. Al términar, se copia el conjunto de términos resultante a
11_ders[i][]. donde i representa el indice del factor.

Factor dx£ F, donde m = 1, se desarolla como sigue,

&xBytpF -FF ) - FF+FE-FE -F F.

00 11 01 10 10 11
(4c.2)
lo cual se reduce a F_F -F F_ . Los téminos +F _F y
00 21 o1 20 10 11

” FigFii se eliminan de posteriores iteraciones, suponiendo que
hubiera, al poner igual a O sus respectivos valores de nimero de
repeticiones.

Para comparar un término con otro, los dos deben de estar
ordenados.; Por ejemplo, si se genera el término F2iFqq hay que
reordenarlo para que quede como FAF~.  La convencién que se esta
usando es de ordenar primero con respecto a i yluego con respecto
a ken F.kL Entonces el término F_F_ se queda como esti, pero

12° 20
F_F__ se cambia a F_F Larutina ord dersO es la que se

21 02 02 21”7
encarga de este trabajo.

La rutina borra_der_reps() compara los términos (los
sub-términos que resultan de las derivaciones) y elimina los
repetidos a través de un manejo de la variable nveces de la
estructura d_Il, tomando siempre en cuenta a los signos.

La operacién de derivar parcialmente sobre una funcién es
sumamente facil cuando se considera una funcion en general. Por
ejemplo, un factor Fji, donde i es la potencia de la derivada
parcial con respecto a x, y k es la potencia con respecto ay, se
deriva haciendo sumas sobre iy k, 3x33ydFii = F .

Siendo tan facil la operacién de derivacion parcial, hay
varias maneras para implementarlo en el programa. El método A
itera las derivadas directamente sobre el conjunto {£ P>,
ordenando términos y borrando repetidos después de cada iteracion.
El método B itera las derivadas indicadas sobre un solo término de
la forma Foann"'Foo de longitud (n + 1) factores FQO. lo cual
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produce un pequefio conjunto de términos. Después se suman todos

estos términos resultantes a todos los términos del conjunto {"F}

de la forma que se indica en las ecuaciones (4c.3) y (4c.4). En

el método B el proceso de ordenar términos y de borrar repetidos

se hace una sola vez al final de la operacion de sumas, IT
Iteracion de derivadas sobre FOOFOO'

donde [j es un operador que ahora definimos y que significa que se
suman los Indices correspondientes.Por ejemplo,

FDE 1n -[IT glF 20 = FOf a

El método B aparentemente deberia ser mas eficiente ya que
hace las derivadas iteradas sobre un solo término original
FOO"'F ot yJIo que sigue es solamente hacer sumas. Pero resulta
que el conjunto de términos resultante de las derivaciones sobre
F....F ofS muy grande debido a una minima reduccién en nimero de

00
términos durante las sucesivas iteraciones, lo cual implica un mal

uso de tiempo y memoria.
Se concluye que el método A es mejor que el método B. Se
muestra una comparacion de los dos métodos en la tabla 4.1.,
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Método A Método B

nm prods NDI  NDF tiempo NDI NDF  tiempo
11 8 4 2 - 8 2 -
12 72 18 6 - 54 6 < I
13 1152 96 24 67 384 24 125"
14 28800 600 120 3.5 >2000 - -
21 192 8 8 2" 18 8 27
22 5184 36 24 17 216 24 23"
23 331776 192 96 23718 >2000 - -
31 6144 16 8 29" 32 8 30
32 1119744 108 54 lhrl6” - - -
4 1 552960 24 18 30~ - - -
Tabla 4.1

donde NDI significa él nimero de términos distinguibles maximo en
los conjuntos de derivadas intermedias, NDF significa el numero de
términos distinguibles finales al terminar de hacer todas las
iteraciones indicadas de las derivadas, el valor de "prods” es la
cuenta de cuantos términos finales son construidos y los tiempos
fueron medidos en una computadora personal (FC) de 10 Mhz.

Se vé en la tabla que el nimero de derivadas finales es la
misma en los dos métodos. Donde hay gran diferencia es en el
méximo nlmero de derivadas intermedias que son generadas.

Para jdemostrar la magnitud de cada problema se
muestra con “prods” la cantidad de términos que semandan al
resultado final. Se puede apreciar que el tiempo de ejecucion
depende mas del nimero de productos que de la derivacién. Esto se
vera en mas detalle en el siguiente paso del programa. Aqui es
suficiente observar que el método modificado de derivacién si hace
mas lento al programa. Cabe mencionar, tanbién, que los tiempos
expresados en la tabla no toman en cuenta el almacenamiento ni el
manejo de los productos. Los tiempos reales que dan resultados
simplificados a £ F) son mucho mayores.

Otra observacion de la tabla 4.1 es que los valores de NDI y
NDF representan al nimero de derivadas que no quedaron canceladas.
Ya que las canceladas desperdician algo de memoria, es necesario
pedir mas memoria que lo indicado por estos valores en la Tabla
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@.1).

4.d. Productos.

Lo que se tiene hasta agui son los factores {dx"dy7PLy ™R} de
una permutacién dada guardadas en Il _der[i][]1. Falta hacer los
productos entre estos factores donde i =0,...,n. Los productos
se almacenan en otra estructura de datos como parte del resultado
final y 1l _der[J[1 queda libre para el calculo de la siguiente
permutacién sobre los N elementos. Resumiendo,

£n@F) = E (Signo n) {3xByn(0)2 > = < {exdy7r"XJ}

@d.D

donde {> representa un conjunto de términos. Habra un producto
proveniente de cada posible combinacién en donde se escoja =un
término de cada {factor i}. El algoritmo usado en la rutina
producto() del programa enumera todas estas posibles combinaciones
y haceun producto en base a cadauno. Visto en unejemplo,

0 12 0 10001 10 11 2021
{fa +b+ c}e {0 + h} =a*g
i =0 i=1

donde se construye la serie 00, 01, 10, 11, 20, 21 usando una base
distinta para cada digito del "nimero” y donde las letras
representan a términos almacendos en 1l_der[i][]- El primer
digito (de la izquierda) se refiere a un elemento del conjunto
{a,b,c> y su base es 3. El segundo digito se refiere a un
elemento del conjunto {g,h} y su base es 2.

La estructura que almacena el producto y los resultados es la

siguiente,
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struct prod {
r_:har f[2][Mmax * Nr.ad];
int nveces;
3} prod, resultiNR]; /* NR es el # méx de resultados */

En el programa la rutina productoO escoge un indice de cada
{factor i} y, en base a ellos, crea un producto usando la rutina
make_prod(). La estructura templNmax] es donde se guarda el
“nimero™ cuyos digitos, tempfij, se refieren a los términos en
1_der[i][]- La rutina copiarO, que pasa las derivadas a
11_der[1[. es la que se encarga de guardar los valores de las
bases en la estructura libase[NVAX]. Cada base i es simplemente
el nimero de términos almacenados en il_der[i][]-

S6lo existe un producto a la vez. Después de crearlo se hace
el intento de incluirlo en una de las categorias que manejan las
rutinas de simplificacion. Si hay éxito, el producto se almacena
en una de las estructuras del resultado simplificado, que se vera
més adelante. Si no hay éxito, el producto se almacena en
resultU. Luego, se procede a calcular el siguiente producto.

Como en el caso de las derivadas parciales, hay mas de una
manera de hallar los productos. Un método alternativo al que se
usé hace el producto {factor O}*{factor 1> y se guarda el conjinto
resultante en prods[O][] de la estructura,

struct prod {
char f[2][Mmax * Nmax];
int nveces;
> prods[2j [NP];
AllT se simplifica al quitar téminos repetidos a través de un
manejo de la variable "nveces™ de la estructura “prod.. Luego se
multiplican los términos en prods[O][J por los de {factor 2} y los
guarda en prods[11[]. y asi alternando los valores entre
pro<is[O][] y prods[I][] hasta agotar los {factor 1i}. Luego se
manda todo el conjunto de productos resultantes a las rutinas dr*
simplificacion.
En el caso de n = 3, m = 1, este método alternativo tarda 10
minutos para llenar resultil con productos, sin intentos do
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simplificar el resultado. Con el método original, usando
enumeracion de indices, se tarda s6lo 29 segundos para lograr lo
mismo.

La lentitud del método alternativo se debe a las muchas veces
que se tiene que ordenar términos y buscar repeticiones. Se tiene
icaciéon por un

que hacer estas dos cosas después de cada mult
{factor i>L Y las bUsquedas de repeticiones implican un recorrido
de toda la lista de productos anteriores. En el método original
se ordena una sola vez cada producto y cada producto provoca un
so6lo recorrido por la lista de anteriores productos para ver si es
una repeticién. En cuanto a ahorro de memoria, con el método
original se usa una vez el espacio de la variable prod. En
canbio, el método alternativo requiere muchas instancias de esta
misma estructura.

4.e. Simplificacion.

Con n > 2 los términos del resultado de £ (EF) suelen tener
residuos, es decir, témminos que no pueden ser incluidos en ningin
£,  Por ejemplo consideremos el témmino

4FFFFFFF _F . D
01 02 10 11 11 20 22 33

el cual puede ser escrito como

4 FOlF 1(']: 2'; 33« EZFI{: 20 *Fll =4 [‘%FJ -[22':‘| *F]_‘l (46.2)
donde significa que la cadena es una permutaciéon que
corresponde a XB¥  En este sentido, F~ es un residuo y el
término aparece 4 veces en el resultado.

Si hubiera 4!-31 = 144 témminos distinguibles que tuvieran la

representacion igual al lado derecho de la ecuacién (4de.2), se
podria reducir estos a la representacion,

4 £ F*E F*F 4. 3)
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La simplificacién del resultado de £ (EF), lo cual es un
conjunto de términos como la ecuacion (4e.l), consiste en dejarlo
como un conjunto de férmulas del tipo de la ecuacién (4e.3). Se
logra esto extrayendo cadenas correspondientes a £ Fs a los
términos y agrupando los términos segin la £¥ef£ ¥eresiduo 6
JE¥*residuo a que corresponden. Se podria buscar grupos de
cadenas de mayor orden, por ejemplo £¥e£ ¥*£"¥*residuo, pero esto
no fue necesario para el caso particular de £{.£¥) que se
estudio.

Como estA disefiado el programa, cada producto se manda a
simplificacion antes de proceder a calcular el siguiente producto.
Esto hace que uno puede pedir que solo se almacenan términos que
coinciden con una categoria de £i¥-£lf ] £iF dado en cada corrida
del programa, eliminando asi, en parte, los problemas de cantidad
de memoria disponible. Se puede reducir aun mas el “campo visual"
del programa a pedir que sélo almacene los términos con un residuo
dado. Asi se hizo para calcular 2 (EF). Primero se guardd
solamente residuos, agrupados seglin su categoria de jMNINF 6 £¥.
Luego, baséndose en esta informacion, se fue pidiendo listas de
términos completos seglin su categoria y su residuo.

Para resolver el problema de £/{£¥) primero se sac6é la lista
completa de residuos seglin categorias. A continuacién se muestra
una parte de dicha lista. El formato que usaremos en la
presentacion es el siguiente,

[£iF][£lJ—] con residuos:
signo cuantos facto”™ factor2 ...

el cual debe interpretarse como sigue: despues de extraer una
permutacion correspondiente a £¥ y una correspondiente a £¥ de
un término del resultado final quedardn los factores residuales
que se listan. El signo del residuo viene del signo del término
completo multiplicado por los signos de las dos permutaciones. El
valor de “cuantos™ cuenta el ndmero de términos en el resultado
final que contienen permutaciones [i”"FHIJM] y que tienen un

residuo con el signo indicado.
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LISTA PARCIAL de RESIDUOS (n = 3, m = 1)
[24F_|[% F] con residuos:
+ 120 00 00
[E3] \-£F] con residuos:
+576 1

[M7]1 [ F] con residuos:

- 212 01 32

- 212 10 23

+212 00 33

+ 116 13 20

- 116 03 30

+ 116 02 31
[£3l—j [EDFJ con residuos:

+76 10 13 21

[£2F] [£2Fj con residuos:

+72 01 43
+72 10 34
+36 00 44

En la lista parcial de vresiduos se ven algunas
simplificaciones directamente. Estan los 120 términos de
{EF)XEF, por ejemplo, donde (m+ D! = @ + D! = 120, Estan
los 576 = 4131 %4 téminos de £§£F2*11, donde el numero de
repeticiones de cada término es 4. Hay 2 veces £/EF»{0\ 43 + 10
34) y una vez £ FE FE P4

Si todos los resultados encajaran tan perfectamente seria
facil simplificar el resultado completo de £J7£F). Pero, ocurre
un fenémeno que esconde algunas de las permutaciones £ F.
Volviendo a la lista parcial de residuos, se nota que hay 76 veces
[£3F_| [£f_|°(10 13 21). En el resultado final se calcula que
deberia de haber 96 = 4! *1e(4 veces)- de estos téminos. La
pregunta es, ¢Donde estan los otros 20 = 5 (4 veces) témminos de
[£,F1[£ F1-(10 13 21)?
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Para empezar, resulta que ocho de sus supuestos términos

pertenecen a

[U3F]*(03 10 10 21),

4 (00)=C- 03 10 21 32 =
+03 10 22 31)=(10 1321)

DoFl PzBF] residuo

= 4@®001321 R
- 00 13 22 31)-(0310 10 21)

[23F]1 residuo

Estos dos términos distinguibles aparecen con uwi nlmero de

repeticiones
=1 —
4. |0FJ(§F (10

igual a 8, lo cual permite que entren a la cuenta de
13 21) y de —4—J§F—(O3 10 10 21). Los 7 términos

distinguibles, 7*4 = 28 términos total, que faltan para completar
a 4"203£3F*(10 13 21) se encuentran en -4°[i"F] [2.F]=(13 20) y en
-4-[* FI[3>» F1-(10 23),

4 (00)=C- 02

11 20 33 =

+03 11 20 32)-(10 13 21)

4 (00)*(+ OL
- 01

4 (00)*(- 00
+ 02

4 (00)=(+ OL
IX Fl

-4 (+00 11)-(+ 02 10 21 33
- 03 10 21 33)-(13 20)

12 20 33
13 20 32)-(10 13 21)
-4 (- 0L 11)-(- 00 12 21 33
+00 13 21 32)=(13 20)
123 R
11 23 30)=(10 13 21)

-4 (+ 00 11)*(+ 00 13 21 32
- 02 13 21 30)*(10 23)

10 23 32)-(10 13 21)
|'£3FJ residuo

-4 (- 01 10)-(+ 00 13 21 32)-(10 )
["F]1 [*3F] residuo
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Otra cosa que ocurre es que algunos residuos se cancelan,
aunque los términos completos no se cancelan. En el caso de
<3( ) hubo dos términos distinguibles que se escondieron asf,

4 (00)*(+ 00 11)*(+02 12 24 30 31
4 (00)*(- Ol 10)*(-02 12 24 30 31)
A [iF] residuo

En la lista de residuos para fQF]J[EF] no aparece el residuo
(02 12 24 30 31) debido a que hubo 4 positivos del mismo y 4
negativos, por lo cual se cancelaron.

Clarificando el asunto de los signos, el término tiene un
signo que se almacena en su variable 'nveces” lo cual guarda el
nimero de repeticiones de cada témino. Luego, el signo del
residuo se calcula segin lo que queda después de aplicar los
signos correspondientes a las permutaciones sobre jt¥ que se
extraen del término. En el ejemplo de los residuos cancelados, si
los residuos hubieran tenido el mismo signo se hubiera podido
reducir los dos témminos correspondientes a (resid).

El ejemplo de los residuos cancelados demuestra, ademds, que
el resultado tiene algunos juegos incompletos de permutaciones.
Debido a esto, no es posible simplificar el resultado sin ver a
todos los términos en su forma completa para saber cuales faltan
de los juegos de permutaciones.

Para la simplificaciéon de £ (EF), que se muestra en el
capitulo 6, se estudi6 a cada uno de los 1200 términos
distinguibles para asegurar que no hubiera error en la
interpretacion de las listas de residuos. Este labor costé unas 3
semanas de tiempo. No es factible pensar en usar este mismo
método para ir avanzando al estudio de n’sy m’s de mayor
magnitud. Faltaria elaborar mas las rutinas de simplificacion y
muy probablemente usar mds tiempo y memoria paraextraer a todos
los términos que corresponden a cada foérmula dada de
1k(i)"'xk(i)* residuo,

El programa usa muchas rutinas para encontrar las cadenas Yy
los residuos. No tiene caso hablar de todas ellas, pero si puede
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ser de utilidad explicar el método que se usb.
Trabajemos sobre un ejemplo particular. Consideremos el
siguiente término como ejemplo:

FOjFO2F10F11F11F20F22 133
el cual se representa por la lista

01 02 10 11 11 20 22 33

F = dxx(i)ay (IF.

A las 8 parejas en la lista las denotaremos por lasprimeras
letras delalfabeto: abcdefgh. Lo primero que hay que
hacer es mapear los factores. El mapeose guarda en las
estructuras:

char q\ifen[valor x(i)][#1;
char valor[valor x(i)][#;

En quien[][] se guarda el nombre de cada factor y en valorNM se
guarda el valor y(i) de los correspondientes factores. Una mejor
manera hubiera sido usando una estructura tal como,

struct facs {
char nombre;
“char valor_y;
} factor[n+m][l;

ya que asi seria mas claro la relacién entre quien!][] y

valor[1[-

En el programa se nombran los factores con nlmeros desde 1
hasta (0 + D»(m + D). Pero aqui, para mayor claridad, se
describe con nombres alfabéticos desde “a” hasta poner una letra a
cada factor.

El mapeo del témmino ejemplo es, pues, el siguiente,
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quien[]0 = 0123 valor!] [1 = 0 12 3

0 a cf h 010 0 3
1 b dg - \ 2 2 -
2 - e - 2

1
1

Para encontrar cadenas tipo [U F] basta con escoger un factor
de cada una de las k+1 columnas del arreglo valor[J[] de tal
manera que los valores cubran a una permutacién de O..k. Por
ejenplo, la cadena a-c-g-h con valores correspondientes 1-0-2-3,
es una cadena I“F]. La rutina make_chains() del programa busca
todas las cadenas que hay y los almacena en
cadena [longitud Jc][cuad][i = 0..K].

Se usa el método de "back-tracking" para hallar las cadenas.
Por ejemplo, después de encontrar a b-d-f-h se regresa al nivel de
f para ver si hay otra opcién en vez de h. No la hay, entonces se
regresa hasta d. Tampoco hay camino que no sea a través de fT.
Pero regresando hasta b se encuentra que e esuna alternativa de
d. Progresando desde e se completa la cadenab-e-f-h.

Se callculan primero todas las cadenas delongitud k= O,
luego de k = 1, y etc., hasta calcular las dek = n+m

Del término ejemplar se encuentran las siguientes cadenas,

k = 3:a-c-g-h, b-d-f-h, b-e-f-h
k = 2:ac-g, b-d-f, b-e-f
k = 1a—c, b<c, bd, b-e

Después de tener calculadas las cadenas se hace necesario,
para descomponer el témino, buscar cadenas independientes (que no
comparten factores). Luego, los factores que sobran forman el
residuo. Haciendo este proceso sobre el ejemplo da:

TERMINO EJEMPLO SIMPLIFICADO:  (a-c-g-h)=(b-d-F)—-
1 [*/! Fn

El trabajo de las rutinas de simplificacion es agrupar los

términos segin categorias de [EF]"s y, a partir de allf, segin
sus residuos. Todo esto s6lo sirve al usario para tener mas
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control sobre el gran nimero de términos que se encuentran en
resultado. La reduccién a grupos de £ F*s se hace a mano por
usuario.
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Capitulo 5. Calculo de iS"(FG) via la Computacion Directa.

El calculo de £ (FG) es muy parecido al de £ (£F). Por o
tanto no hace falta entrar en tantos detalles en este capitulo.
Solamente se va a mostrar los paralelismos entre las dos
operaciones y las estructuras de datos que se usan en el programa.

En la representacion de £ (FG) como determinante,

se puede apreciar que los factores (FG)® de los términos del
determinante ya son conjuntos de sub-términos,

ax'ay"FG) = FIOGOO + Foon

La operacion de £° sobre FG es paralelo a la operacion de £° sobre
J¥. Ya que las funciones Fy G son generales, el resultado no
depende de que sean diferentes o iguales. Suponiendo el caso de
que F y G sean la misma funcién, tanto £ (FG) como £ (EF) se
tratan de una operacién £ sobre un conjunto de cadenas
Fxco),y'(og i(l),y(l)"'Fx(k),y(k)' Con F distinto a G, la Unica
diferencia es que la mitad de los factores serdn derivadas
parciales sobre G en vez de sobre F.

El programa sigue los mismos pasos que en el caso de £ {£ F).
El primer paso es generar (m + 1)! permutaciones para conocer los
indices de los factores (FG)®. El segundo paso es derivar los
factores. El tercer paso es hallar los productos entre los
factores de cada término del determinante. No se hicieron rutinas
dé simplificacién, ya que el nimero de términos en el resultado



final de Interes, m = 2, fue pequefio y facil de simplificar a
mano.

Las estructuras usadas son muy similares a las que se usan
para £ (EF). La Unica fuerte diferencia es que, en el caso de
2m(FG) hay que separar los factores Fx(l).y(i) de los factores
GXG, YD)~ Y la ordenacién de los términos se hace ordenando los
factores F por separado y los factores G por separado.

La estructura que almacena las derivadas sobre los factores
GG)X_y es,

struct d fg {
int nveces;
char f[2];

char g[2j;
> fg_der[Mmax][NI], fo[21[N2];

El variable fg[2][N2] se usa para analizar un solo factor.
El resultado de la primera derivacion se guarda en Tg[O][]- La
segunda iteracién pone sus resultados en fg[13[j. Sobre los
factores Fx,ny.y que estan en fg[I][] se itera con respecto a x 0
ay, segun lo indicado, y los resultados se guardan en fg[O][]-
Asi se .en alternando los resultados de las sucesivas iteraciones
entre fg[O][] y fo[l]1[] hasta agotar las derivaciones indicadas.
Una vez terminada la derivacion sobre un factor i se guarda el
conjunto de factores resultantes en fg der[i][]-

En fg der[][] se guarda el resultado de hacer todas las
derivadas parciales indicadas sobre cada factor de una
permutacion. Sobre estos factores se hallan los productos antes
de proceder a analizar la siguiente permutacion.

La estructura que almacena los productos y el resultado final

es,

struct prod {
int nveces;

char f[2][Mmax];
char g[2][Mmax];
} prod, result[Rmax];

donde se ve que hay M = m + 1 factores F>< ny y en los términos
del resultado final.
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Un listado del programa se encuentra en el suplemento a esta
tesis. Es relativamente corto y estd bien documentado. Los
nombres de las rutinas explican por si mismas sus funciones.
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Capitulo 6. Resultado Simplificado de

El resultado que se da aqui consiste de exactamente 1200
términos distinguibles. Tomando en cuenta el nimero  de
repeticiones de cada término, el resultado tiene exactamente 3720
téminos. Esta es lacantidad de témminos que la computadora
calcula en su resultado completo.

La simplificacién solamente agrupa a los términos, donde se
puede, en cadenas de operadores multiplicados por residuos. No
hay ningin intento de completar artificialmente a alguna cadena de
operadores, como lo que serfa el caso de hacer,

4{tF - +00 1) * (-0330) = 4H =2Y *-0330) +
4£F - (-0L 10) * (+0330)

donde significa multiplicacion por un eslab6én [ICF] 6 un juego
completo de permutaciones J¥F, significa multiplicacién por
uno 6 mads residuos, y &XY -. XY) significa un sub_término
GF = F )

RESULTADO SIMPLIFICADO DE ~(inF):

1 (L P3P
4ALFELr * 11
ALFLFALF *
d: T é (+33)
4 LFLF * (-013 - 10 23)
1 3

4 (LF)2 LF * (- 13 31
(LF)2 Ly ( )
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4 lgF L Fe (¢ 01 13 30 ¢ 03 10 31
¢10 1321 + 0L 12 31)
1 LF LFLF * (+44)
0 2 2
2 L'FL2F * (¢ 0143 + 1034)
1 LgF LFL2F - (24 42)
2 LgF L FL2F * (-23 43 -32 34)
2 LFL2F * (- 0123 42 -10 24 32)
1 (LaF)2 L2F * (- 1422 41)
2
1 (LgF)" L2F * (#12 24 41 « 1421 42)
2 (LaF)2L2F *  (+12 31 34 + 132143)
1y, FLF (+02
1 FLF 401
b o2 (
- 0214 2140 - 04 1220
- 0210 24 41 - 011420
- 0112 24 40 - 04 1021
2 FLF* o1
b 2 (
+ 1012 24 31 + 011321
- 0210 3134 - 011320
+ 1014 2132 ¢ 011223
- 0112 3034 - 031021
2 LF (LF)2 * (+23 2842 ¢ 243232

2 >
2Py F

IS

LF)2 L F *
(0) 1

2 LOF LlF * (+ 02 10 23 23 41

+ 0112 23 23 40

(-12 2323 41

(-13 2123 42

-1421

- 1224

+ 01 14

+04 10

142041)

14224040410 22
a1
42

42)

132241- 1014 22

a2
a3

a

43)
32 32)
31 32)
20 32 32
21 32 32)
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4

LoF LiF

2v )3 o+

2

4

2

s

ncompletos de permutaciones:

4

(LOF)2

2
(LaF)

LAE *

LF *

LF *

términos

L
3

L

03

03

04

04

04

04

01

02

02

04

04

01

01

01

01

01

01

que

03 10 2123 42
¢ 01 132023 42

* 0l 12 24 30 32
+ 02 10 24 31 32)

1212 2431 31 * 13 13 21 21 42

1214 2231 31 - 13 13 21 22 41)

04 1212203131"02 1313 21 21 40

02 1014223131401 1313 20 22 41

04 1012223131401 1313 21 22 40

02 1214203131402 1313 20 21 41)

02 1012243131- 01 1313 20 21 42

o1 1214223031403 1013 21 22 41

o1 1212243031-03 1013 21 21 42)

1010 21- 01 01 12 30

1011 20 01 02 11 30)

1011 2230 - 0L 03 11 22 40

10 122130401 03 12 2140

10 102132-01 01 12 2340

10 112032601 02 11 2340

02 132041402 10 14 2031

10 112430401 03 11 2042

10 102431-01 01 13 2042

10 102231+01 01 13 2240

10 122031- 01 02 13 2140)

0113 13 20 2240 - 0204 10 10 22 31 31

0113 13 20 2042 + 0202 10 10 24 31 31

0112 14 22 3030 - 0303 10 10 21 22 41

0112 12 24 3030 ¢ 0303 10 10 21 21 12

02 1313202041 - 0202 10 14 20 31 31

02 1313202140 ¢ 0204 10 12 20 31 31)

siguen  tienen  Juegos  completos  mas

(-01 10)%(+02 31+1320)
(+00 11)*(-03 30)
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. 034 " m

30

32)

3 2341)

0113

0412

0412

0313

0313

0313

0313

02 14

02 14

0114

2 L2F (L 0110 22 + 01 12 20)
2LF + 001122 -01R22) -+ (- 0440
1LF (+ 0011) * (+ 04 20 42 + 02 2440)
2 LF (+ 0011) * (+ 0230 34 ¢ 03 2043)
2 LF (- 00100 * (¢ 1224 30 + 03 21 42
+ 0223 41 + 14 20 32)
2 LjF (+ 0011) * (- 0223 23 40 - 0420 32 32)
4 LMF (+ 00 11) * (- 0320 23 42 - 0224
2
2 (L§) [ (+ 00 11 22
- 011022
02 1120) *(+14 3132
+ (+ 02 10 21
- 001221
+ 0112200 * (- 1431 32
2 lDF [(- 0211 20 +02 10 22 - 0012 21) *
(- 0110 22 +01 12 20 + 0011 22) +
2 'UF [(- 0211 20 +01 12 20 - 0012 21) *
(- 0110 22 +02 1021 +00 11 22) *
2 IbF [(+0112 20 -01 1022 - 02 11 20) *
(+ 0011 22 -00 1221 +02 10 21) *
2 LOF [(+ 0210 21 - 01 1022 - 02 1 20) *
(+ 0011 22 -00 1221 + 01 12 20) *
2 LlgF [(+ 0112 20 - 01 1022 - 00 12 21) *
(+ 0011 22 +02 1021 - 02 11 20) *
2 IbF [(+ 0210 21 - 01 1022 - 00 12 21) *
(+ 0011 22 +01 1220 - 02 11 20) *
2 (IjF [(+0112 20 -00 1221 - 02 1 20) *
(+ 00 11 22 - 01 10 22 + 02 10 21) *

40

10 31

10 31

13 23

23

30

30

21

21

20

20

30

30

30

2341)]

32) +

32)]

40)  +

40)]

31) +

31)]

40) +
40)]
41) +
41)]

31) +

31)1

32) +

01 14 30 32)]



4 IlgF (+ 00 11) * (¢ 03 13 20 21 42 ¢ 02 12 24 30 31
4 0412 20 31 32 ¢ 02 13 21 23 40
¢ 02 14 2130 32 ¢ 03 12 20 23 41)
4 LoF (- 01 10) * (- 0313 20 21 42 - 02 12 24 30 31
- 0214 20 31 32 - 02 13 20 23 41)
—0s  términos que siguen contienen solamente  juegos  incompletos
permutaciones:
2 (+00 11) | (+ Ol 12 20
+02 10 21
- 021120 * (-03 2340 -04 30 32)
+(+ o001 2
- 0110 22
- 0012 21) * (+03 23 40 +04 30 32)1
4 (- 0110) (- 00 12 21) *(+03 23 40 ¢ 04 30
2 (+ 001 22
- 001221) * (- 02 04 11 3030 - 03 0311 20 40
+01 04 12 3030 + 03 0310 21  40)
2 (¢ 001122 * (+ 0102 1430 30 + 0303 10 20  41)
2 (- 0012 21) * (- 0102 1430 30 - 0303 10 20  41)
4 (+ 0011 22) * (+ 0204 1030 31 + 0103 13 20  40)
2 (+ 00  11)*(- 0202 14 2130 30 - 03 03 12 20 20 41
+ 02 02 11 2430 30 + 03 03 11 2020 42)
4 (+ 00 11)* (- 01 02 12 2430 30 - 0303 10 20 21 42
- 010313 2020 42 - 0202 10 24 30 31)

41

de

32)



El resultado calculado por via directa de la ecomputacién de
23(E F) coincide con el resultado parcial previsto en la regla
LL.4 (ver capitulo 7, seccién b),

£qFF)*P4  (de la regla LL.4) =
EOT—l;f223F + (22F)2)'FM (usando la ecuacién (2.6) =
FB'%F—FAA * UOP'(;BZF)Z"FM

donde F3&J3 F*F44 queda contenido en FSEA F.
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Capitulo 7. Caracteristicas de la Expansion de £ {£ F).
7.a. Introduccion.

El resultado de la operacion £ (EF) es un conjunto de
términos que comparten algunas cualidades. Siguiendo unas reglas
de construccién se pueden hallar todos los posibles términos del
resultado final. Se concluye que el problema de cémo construir el
iesultado final reside en saber cual serd el nimero de instancias
de cada término que cumple con dichas reglas.

Otra caracteristica de los términos del resultado de £ (EF)
es que, generalmente, no coinciden con una representacion
polinomial. Como se vid en el capitulo 4, en la seccion sobre
simplificacion, muchos términos tienen residuos que no pueden ser
reducidos ja cadenas de permutaciones tipo [JS¥]. Habiendo
términos con residuos en el resultado final, se hace imposible la
representacion polinomial del resultado. Se concluye que no
existe una formula polinomial general para la expansion de
£ (EF), yaque paran >2 la mayoria de los términos en el
resultado final contienen residuos. Sin embargo, si hay una
representacién parcial polinomial, lo cual se describe en el

capitulo 8.

7.b. Reglas de Construccion.

Las reglas de construccion de términos vienen directamente de
la definicion del operador £ . Lo primero que se observa es que
todos los términos de un resultado son de la misma longitud.
Aplicando £ una vez sobre una funcién F da como resultado
(m + D! términos de longitud m + 1. Aplicando £ una segunda vez
produce (n + D! productos sobre n + 1 conjuntos de sub-términos
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de longitud m +1, dandocomo resultadotérminos de longitud
O+ D+ D.

REGLA LL.1: La longitud de los términos es de (n+l)e(m+l)
res F_ .
xy

Otra cosa que se observa es que la suma sobre los indices es
una constante para todos los términos de un resultado dado.
Dichas sumas pueden ser calculados como se indica en la
regla LL.2, donde los N*M factores (N=n+ 1, M=m+1)se

representan como . F : = I
x(y ()

NeM NeM n
REGLA LL.2:  £xfi;=£y() = £H + £ jv
i=1 J=1 1=0 j=o

- +m(m + 1))

El razonamiento para hallar la regla LL.2 es el siguiente.
Aplicando £ una vez da témminos donde las x(i)’s tienen valores
de x(i) = i1 (segin que los factores se ordenan primero con
respecto a las potencias de dX). Y los valores y(j) dan la misma
suma pero con el orden permutado sobre los factores. Al aplicar
£ una segunda vez, habra un incremento de 1 en la suma de x(i)’s
para cada dx aplicado sobre un témmino, y un incremento de 1 en la
suma de y(j)’s para cada dy. Y como las sumas de dx y de dy son
constantes para una £ que se va a aplicar, entonces todos los
términos recibiran el mismo aumento en sus Indices x(i) y y()-

Otra cosa que se puede sacar de la definicion del operador £
es el rango de valores permitidos para los indices de los términos
resultantes. Aplicando £ una vez sobre una funcién F se ve desde”
laspermutaciones que el méximo valor de un sub-indice va a ser m
También se ve que el minimo valor va a ser0 y que todos los

valores intemedios enteros son validos. Ahora, aplicando una
segunda operacion £ sobre los témminos del resultado de £ F, el
méximo incremento en potencia de dx y de dysera n. Entonces el
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méaximo valor alcanzable de potencias de derivadas sobre F sera
(@ + n). Y, obviamente, el minimo valor sigue siendo 0.

REGLA LL.3: El rango de indices x(i) y y(j) es 0,1,..,nm.

La tabla 7.1 muestra algunos valores particulares calculados
en base a las regias 1, 2, y 3.

# de max valor
n m  factores £ x(i) de Indice
1 1 4 3 2
1 2 6 7 3
1 3 8 13 4
2 1 6 6 3
2 2 9 12 4
2 3 12 21 5
3 1 8 10 4
3 2 12 18 5
3 3 16 30 6
4 1 10 15 5
5 1 12 21 6
Tabla 7.1

El resultado general correspondiente a la ecuaciéon (2.8) esta
basado también en la definicién del operador . Presentado como
regla, tenemos

REGLA LL.4: Z, (1, F) = it F-£, ) (5 F)-SfweagninF * ...

La regla 4 wuelve a referirse a témminos que ya estan
cubiertos por las reglas 1, 2, y 3, pero da mds informacién. Dice
que todos los términos de esta formula apareceran exactamente una
vez.

Muchos de los términos que cumplen con las reglas 1, 2, y 3
son generados por la operacién 2 (EF) pero desaparecen del
resultado final debido a que aparecen tantas veces con signo
positivo como con signo negativo. Los que persisten en el
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resultado final tienen una variedad de nimeros de repeti
Para construir por completo el vresultado final general a la
operacion se necesitan reglas para calcular el nimeros de
repeticiones para cada témino que cumple con las reglas 1, 2, y
3. La tabla 6.2 da una idea de la magnitud de las cancelaciones
que ocurren y demuestra que muchos de los términos que aparecen en
el resultado final tienen nimeros de repeticiones diferentes a +1.

# TOTAL * DE TERMINOS # TOTAL

n m  DE TERMINOS DISTINGUIBLES ~ DE TERMINOS
GENERADOS FINALES FINALES

1 1 8 6 6

2 1 192 45 60

3 1 6144 1200 3720

1 2 72 46 48

2 2 5184 348 480

Tabla 7.2

7.c. Representacion Polinomial .

Ademas de las reglas de construccion, hay otra cosa muy
importante que caracterizaa los términos del resultado de la
operacion Se trata de su representacién como cadenas de
[£F]’s, como se vi6 en la seccion sobre simplificacion del
capitulo 4. Alli se vi6 que para n = 3 la mayoria de los téminos
contienen residuos. Es razonable suponer que, en general, para
n > 2 la mayoria de los términos van a tener este comportamiento.

Recordandoque el objetivo de la tesis es encontrar a una
representacion polinomial general para la iteracion £ F), se ve
que dicha representacion polinomial no existe si es que no existe
una manera de eliminar a los residuos que aparecen en el

resultado.
Antes de demostrar que no existe una manera de eliminar a lo®
residuos™que persisten en el resultado final, es interesante hacer
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notar que para n < 3 también hay residuos. Sélo que, en estos
casos, los términos que los contienen se cancelan entre si. un
ejemplo sencillo de un residuo que se cancela donde n <3 es el

caso de

wo> -w + FO,FO2F,0F20 - Vo/.0"o
donde,

FoiFooFiFoo = € FoFiM = FFy) = [EF]-residuo

Hay dos posibles maneras de eliminar a los residuos que
aparecen en un resultado final. Una es, simplemente, reagrupar a
los factores de los términos de tal forma que ninguno queda fuera
de un eslabén [PF]. La otra manera es encontrar una forma
"mégica” de combinar a los términos tal que se oculta la
existencia de los residuos.

En la seccién sobre simplificacion del capitulo 4 se discutié
el problema de los téminos cuya forma de agruparse en
sub-términos tipo [ F] no es Unica. Un ejemplo que se vié allf
es el siguiente,

Ejemplo 7.1:

*00) « (+01 102332 = (+101321) =
Ebup] [£3F-] residuo

(-0110) = 001321 32) = (- 10 B)
EE pl BF] residuo

En el ejemplo 7.1, el residuo cambia de longitud 3 a longitud
2, pero sigue siendo un residuo. Una manera mas convincente de
verlo es agrupando los factores del ejemplo 7.1 segin sus valores

x (1),
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o
P
N
w

00 21 R
oL 23

585

donde se ve que sobra un factor x(i) = 1 para el cual no hay un
compafiero con x(i) = 0. Basta con este solo ejemplo para
demostrar que existen términos que no tienen representaciéon
polinomial como cadenas de operadores [2ff] sin residuos.

Falta ver la posibilidad de agrupar los términos de tal
manera que se esconden los residuos. Como el resultado es una
suma de términos, se antoja hacer la agrupacién en base a sumas y
restas. El ejemplo 7.2, tomado del resultado simplificado de

ilustra la idea.

Ejemplo 7.2:

£/+(.+ 00 11)=(-03 30) = £F* itF -(- 03 )
23F*(- 01 10)=(+ 03 30)

En el ejemplo 7.2 sepretende solamente desaparecer a los
"WF]’s sueltos, y se ve que la suma y resta artificial no sirve
de mucho. Se simplifica un término, pero aparece otro nuevo con
el mismo problema.

La situacién empeora si se trata de eliminar a un residuo no
representable como un 1-¥]. AIIT no hay ganancia. Se desaparece
un término pero aparece otro igual. El ejemplo 6.3 lo demuestra,
usando uno de los términos del ejemplo 7.2.
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Ejemplo 7.3:

EF-EF-(- 03 0) = E£2-LF*(- 03 ) + £F-£F*(+ 03 30)
- EAF*EFe(+ 03 30)
= - £ FiePr(+ 08 )

= EF»EF*{- 03 30)

7.d. Conclusion.

Se concluye que no hay manera de hacer desaparecer a los
residuos que aparecen en el vresultado final de £7N{EF). En
consecuencia, es de suponer que tampoco hay manera de desaparecer
a los residuos que aparecen cuando n > 3y, entonces, que no
existe una representacion polinomial para los resultados de
£ (EF) donde n > 2.

Se puede apreciar en la tabla 7.2 que el nimero de términos
en el resultado final cuando n > 2 es muy grande. En el capitulo
6 se encuentra listado el resultado simplificado completo de
£ N£P). Se puede apreciar alli que hay muchos términos con
[E F]*s sueltos, y que la mayoria de los téminos, en general,
contienen residuos. Para poder construir el resultado completo en
base a las reglas mencionadas seria necesario encontrar una regla
que determina el nimero de apariciones de cada término y aplicarlo
a todos los términos constructibles en base a las reglas 1, 2, vy
3.

No parece ser facil encontrar un conjunto de reglas, como la
regla 4, con los cuales sea posible representar a todo el
resultado simplificado general de £ (£F), ya que la mayoria de
los términos tienen residuos complicados. Pero para los términos
con residuos bien comportados, por ejemplo, donde los factores



Fx(Dy(i) c0” residuo cumPren Qe x(i) = y(i). existen algunas
reglas que se encuentran a través de la simple observacion de unos
resultados simplficados dados. Un ejemplo de esto se da en el
capitulo 8 donde se desarolla un conjunto de reglas para el caso
general de m = 1.
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Capitulo 8. Simplificacion Parcial a £ 1£F).

La simplificacion general a £ (£F) es muy complicado debido
a la gran cantidad de términos en el resultado para n >2 y a que
no todos los términos caen dentro de juegos completos de
permutaciones sobre £k©F...£k(i)P*rasiduo. Sin embargo, se
pueden dar algunas formulas con las cuales simplificar una parte
del resultado general. Se presentan aqui unas fdérmulas para el
caso de m =1 que fueron extraidas de los resultados donde
n = 1,2,3,4,(5).

Algunos de los (K)esultados (P)arciales del resultado de la
expansion de i (EF) resultan interesantes por su cercania a las
cadenas de ~k’s puros, Yya que sus residuos consisten solamente de
factores ny donde x =y.

RP. (3, mFD) L 1EPHR,F

RP. (R3, =) 2 4£F £F =@+ 1D

RP. (F3,mED) 31 4EF EFEF = ¢3B)

RP. (3,m=1) 4: 1£DF £2F £2F - (+40
Estos resultados hacen sospechar que son ,parte de alguna(s)
formula(s) general(es). Basandose en los resultados para
n = 1,2,3, se encontraron varias férmulas generales para el caso

dem=1

FORMULA 1: £ (E.F) = I"(EnF)n-£ + .
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FORMULA 2:  En(EF) = (-1)2=(£J)n 2-£JF-£ FecbndynF + ...

FORVULA 3: £ (£ F) = (-1Dp(n)m(EgrIn-3-E5F «£ Facxn-2dyn-2F

+ donde p(n) = [~ ° Inpar

La féormula 1 viene directamente del resultado parcial R.P.1
y es una extension de la regla LL.4. La férmula 2 cubre al
resultado parcial R.P.3 y la formula 3 cubre al resultado parcial
R.P.2. No hay una férmula nueva para el resultado parcial R.P.4,
ya que queda cubierto por la regla LL.4.

Para verificar que las formulas 1, 2, y 3 cumplen para el
caso de n=4, m=1 es necesario calcular una parte del
resultado de via la computacién directa. Es suficiente
para dicho proposito una lista de los residuos,

LISTA PARCIAL de RESIDUOS (n =4, m = I):

[iESF_| DS(FJ con residuos:

+720 00 00 00
|_£4F_| [£2F_| con residuos:

+1084 00 22

2F] [F] con residuos:
+226800 00 44

donde, por ejemplo, 2268 se divide por5!*2! para encontrar que
hay 9 veces un juego completo de permutaciones sobre [i~F][¢"F]-
Los restantes 108 términos se supone que sirven paracadenas
inferiores de [£iF‘I [5£.¥:| Gei <D
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Se muestra una parte del resultado simpl

icado de £~N{ET)

basado en la lista de residuos, poniendo énfasis en los téminos

cuyo residuo contiene solamente factores ny donde x =y,

RESULTADO SIMPLIFICADO PARCIAL de 2 (2 F)

1uptLF (FORMULA 1)
o 5

1LFLFLF = F (FORMULA 3
0 2 4 22 )

9 (LF)2LFLF «F (FORMULA 2)
0 14 a4

12LFLF=-FF
2 4 1 n

3 LoF LF  Fodoo22 s

4 LoF LaF t CF oofoa"20 a3 T F o008 2270
i +F F F F__ +

F F_F _F_)
1 000320 32 0002 23 30

¢ LOF V + FO2FO3F20F30

12 <Q3f,2+ (foof33* fu f22- foif32 - fiof23)

18 (L3F) = <F,3F20- FO3F30' FI12F21 * *02*31’

Con este resultado parcial se comprueba hasta n

validez de las férmulas 1, 2, y 3.

Modificando la manera de representar a la féormula 1 se

ver que las 3 férmulas pertenecen a una sola familia.
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REGLA LL.5: En(f: P =0OD° - ° 1-EgF-£, pF
(-2 =(EOF)n~Z-E£IF-EnF-dxndynF
(n-Dp(n)m(E;Pn-3*£4F-£ F-dxn~Zdyn-ZF

+ o (Comprobado hasta n=4)

Es de sospechar que haya mas miembros de esta familia para cuando
n es myor. Para comprobarlo setendria que hallar una parte del
resultado de £5{i€ P, vya que —% ?;E F*. .. para £4 E.EF) esta
en conflicto con la regla LL.2. Es muy probable que la férmula
siguiente sea miembro,

FORMULA 4: En(’f',F) = a(n)—(£oF)n-4—£§—£nF—dxn-5dyn—5F + ..

donde nveces = a(n) = E:’, H’:E

La regla LL.5, con la posible inclusién de la formula 4, es
la contribucién ofrecida para la expansién general de

Cabe dentro de lo posible que la regla 5 sea un caso
particular de una regla general que sirve para £ {£Y). Para
verificar esto seria necesario analizar por lo menos los casos
n=3yn=4conm=2 En cualquier caso, dicha regla solo
resuelve una pequefia parte del resultado final donde n £ 3.



Capitulo 9. Caracteristicas de la Expansion de JiMFG).
9.a. Introduccion.

El resultado de la operacion £ (FG) es, igual que m
conjunto de términos que comparten algunas cualidades. Siguiendo
unas reglas de construccién se pueden hallar todos los posibles
términos del resultado final. Se concluye que el problema de cémo
construir el resultado final reside en saber cual ser4 el nimeio
de instancias de cada témmino que cumple con dichas reglas.

Las reglas de construccion que se presentan en este capitulo
vienen directamente de la definicién de la operacion I?(0). No
se pretende dar aqui un algoritmo para conocerel nlmero de
repeticiones de cada témino. Si esque existe unoha de ser muy
complicado, ya que en. muchas ocasiones el mismo término aparece
algunas veces con signo positivo y otras veces con signo negativo.

Igual que el resultado de), el resultado de iMFG), en
general, no coincide con una representacién polinomial. Esto se
debe a los factores residuales que persisten en los términos del
resultado final cuando m > 1En el capitulo 3 se  puede observar
que el resultado de jyFG) ya tieneel problema de los residuos.
La imposibilidad de desaparecer a los factores residuales del
resultado final de JWFG), m > 1, se demuestra usando los mismos
argumentos que se dieron en el capitulo 7 sobre el resultado final
general para jt (EF). Por lo tanto, no se van a repetir los
argumentos en este capitulo,

i
9.b. Reglas de Construccion.

La longitud de los términos del resultado de JMFG) tiene que

ser (n+ 1) factores P G", debido a la -definicion de como

constuir los términos de un determinante. Una manera de verlo es.
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G

F L
x(0).y(0) "x(0).y(®) X(m),y(ro) G><("')-y(m)

donde los valores x(i) de F no tienen que ser iguales a los de

x(i) de G, y los mismo vale para los valores y(i).

REGLA FG.I: La longitud de los términos es de (ml) factores
nyny -

Todos los términos del determinante E (FG) difieren tan s6lo
en que habré permutaciones sobre los valores de los indices y(i)
de (FG)x(i),y(l): (GO GS I ;)] 0,011 D%malll' se determinan
dos cosas. La primera es_que el maximo valor de la potencia de
una derivada parcial, sea con respecto a X, x(i), 0 con respecto a
Y, y(@, esm

REGLA FG.2: El rango de i

ces x(I) y y(J) es de 0,1,...,m.

La otra observacién es acerca de las sumas sobre los indices.
Resulta que la suma sobre todos los indices x (i) es igual a la
suma de los y (i) y es un constante en funcién a mAdeméas, al

hacer la suma no se distingue entre la funcién F y la funcién G.

m
REGLA FG. 3: Y.1 = I/2%in(ml) = 1/4%Pm,

i=o

9.c. Conclusién.

Con las tres reglas de construccion dadas, en la seccién 9.b
se puede construir el conjunto de todos los posibles términos del
resultado final a la operacion E (FG) Si hubiera una manera de
saber cuantas veces y con que signo aparecen los términos en cada
instancia, se tendria un algoritmo bastante rapido para hallar el

resultado final de f (FG).
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Capitulo 10. Conclusiones.

En este trabajo se hicieron programas para manejar al
operador simb6licanente, reduciéndolo a un conjunto de
términos individuales. Analizando los témminos, reglas para su
construccién fueron halladas y los algoritmos de simplificacion
fueron usados para agrupar los términos en conjuntos de
permutaciones correspondientes a £ F’s. En particular, para el
caso de se encontr6 que la expansiéon simplificada
consiste de 1200 témminos distinguibles. De estos, la mayorfa no
se pueden representar como cadenas de permutaciones
correspondientes a ¥EP‘s debido a que contienen factores
residuales.

En base a la ecuacion (2.8), el resultado de JNij”F) puede
escribirse como,

ENENF) = EqFYENF + Y. términos con residuos

Restando los 5! términos de (&HF)FENF a 1200 se quedan 1080
términos  distinguibles que no pueden ser expresados
completamente como polinomios construidos con £F’s, m = 0,..,4.

Algunos de los residuos son bien comportados, como es el caso
de 4|£0 P“.{.lP*!EBF*F%. Tales residuos pueden ser absorbidos por
mutliplicaciones por T F’s adecuados, como se hizo para ir de la
ecuacion (2.8) a la ecuacién (2.10). Pero otros residuos, tales
como en 2£2P*J<2F*F01F43, no pueden ser absorbidos de esta manera.

Usando razonamientos similares, la expansién de £ (FO)
resultd ser,

EN(FG) = FAENG + GMUAF + £ términos con residuos

donde la cuenta de témminos distinguibles es &4.
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Expansiones no reducibles a una representacion polinomial
fueron hallados para casos particulares de £7M{£T) y para UMFG).
Entonces se concluye que no existe una representacion polinomial
general para estas dos expresiones. La conjectura de que los
" términos de la ecuacién (2.8) consisten de construcciones
algebraicas de £F, m = 0,1,..,ks2(m + n) - 1 se demuestro que no
es sostenible, debido a que multiplicaciones por £ F’s no pueden
absorber a todos los residuos de los términos que los contienen en
el caso particular "(j*F). Sin embargo, si se encontraron unas
formulas polinomiales y otras semi-polinomiales que corresponden a
un gran nimero de los términos de la expansion general de £ {£F).

Este trabajo demuestra solamente que una representacion
polinomial basada en multiplicaciones por £°F’s no existe para las
expresiones £ {£EF) y £ (FG). Queda abierta la posi idad de que
exista otra representacion no estrictamente polinomial basada en
£ F’s con la cual se pueda representacar a la expansiéon de estas
dos expresiones generales. -
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