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PREFACIO

Un problema cuya solucién tiene varias aplicaciones en la
geometria computacional, es el de recorrer contornos de imégenes
conexas discretizadas mediante pixels. Recorrer significa
encontrar una sucesion de direcciones (norte, sur, este y oeste) de
forma tal que partiendo de alguna arista en la frontera de la
imagen, si nos movemos segln las direcciones indicadas vayamos
siempre sobre la frontera del s6lido. (En regiones sin hoyos
siempre es posible).

En esta tesis tratamos la generalizaci6n de recorridos a
tres dimensiones. Explicado de manera simple, significa que si
nos dan un sélido conexo discretizado en pequefios cubos, el
lector encontrara un algoritmo para pintar con una linea continua
todas las caras del sélido sin pasar por una dos veces. El
problema no lo resolvemos en toda su generalidad pero damos en un
buen namero de casos una soluci6n bastante Gt que se puede
programar con algortirnos que tienen complejidad lineal. ElI tema
que tratamos puede parecer un juego, pero en realidad tiene
muchas aplicaciones en geometria tridimensional. Veamos qué puede
encontrar el lector en este trabajo:

En el capitulo 1, explicamos con todo detalle el problema de
recorrer la frontera de una imagen bidimensional y damos los
lineamientos para generalizar el problema a tres dimensiones. El
capitulo Il contiene una serie de de iciones basicas asi como
el formalismo elemental para la determinacién de recorridos. En
el capitulo 111, damos un algoritmo muy eficiente para determinar
la grafica de adyacencia de caras de un sélido, (esto equivale a
encontrar el cascarén conexo de un sélido), veremos que para
encontrar recorridos sobre sélidos no hay mds que hacer una
simple generalizacion del algoritmo presentado en este capitulo.
El capitulo IV es la parte medular del trabajo, pues en él damos
el algoritmo para recorrer las caras de un sélido. Finalmente en
el capitulo V resumimos algunas aplicaciones de este tipo de
recorridos, y mencionamos resultados sobre implantaciones de los
algoritmos en la computadora (Se uso una [IBM-PC con Turbo-

Pascal).
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CAPITULO I

CADENAS DE FREEMAN.

El problema que se estudia en este trabajo, es el de
representar un s6lido -formado por “pixel (pequefros cubos del
mismo tipo) en tres dimensiones, utilizando wuna estructura
secuencial, donde aparecen las caras en la -frontera de dicho
s6lido. Esta representacion es completamente libre de apuntadores
y ademas admite técnicas de compresion de cédigo.

Antes de empezar a estudiar los algoritmos, es conveniente
hablar del problema visto en s6lo dos dimensiones.

Para representar en la memoria de una computadora una imagen
bidimensional, hay muchos método bien conocidos que van desde la
representaci6n matricial de la imagen, hasta las -elegantes
estructuras creadas por Sammet (Re-f 1) conocidas como "Quad-

A continuacion se describe cémo son y la -forma en que se
representan imagenes utilizando cadenas de Freeman.

1.1 DESCRIPCION DE LAS CADENAS DE FREEMAN

Partamos suponiendo una imagen bidimensional representada
usando pixels? ese decir, sobre una cuadricula se dibuja una
imagen [llenando de negro los cuadros que pertenecen a la imagen,
y dejando en blanco los que no, (suponemos iméagenes en blanco vy
negro). A cada uno de los cuadras que componen la cuadricula se

les llama “pixel”. Por simplicidad diremos que una imagen es el
conjunto de pixels negros sobre la cuadricula que le corresponda.
En el inciso a) de la fig. 1.1 se muestra wuna imagen

bidimensional.



NOTA)
Lo referencia coordenado

de in pbel, se hace o su vértice
iferior izuierdo

a) IMAGEN BIDIMENSIONAL
CONEXA

Coordenada de referencia.- (4,3)

Sucesiom
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CONDE:
N = Direccién Norte N
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b) CADENA DE FREEMAN ASOCIADA

CON LA IMAGEN DE a)

Fig. 11 CADENAS DE FREEMAN
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Digamos formalmente el tipo de imagenes sobre las que se
manejan cadenas de Freeman.

DEFINICION 1.1

Sea 1| una imagen bidimensional representada mediantepixels.

1 Una Curva sobre |1, esuna sucesién -finita Cx =
Ci,...,cn, donde cada Ct es un pixel en la imagen I.

2. Se dice que un pixel ptes vecino 6 adyacente de un
pixel p2, «l ptes distinto de pa y tienen una arista en
comdn.

3. Una curva Cx * Ct,...,cn es continua, si para todo i

entre 1y n-1 el pixel ct es vecino al pixsl c4*t.

4. Una imagen bidimensional es conexa, si para cualesq
dos pixels pi y pa en I, existe una curva continua Cz m
... cn|l sobre 1 tal que pi - Ci y pae cn.

En lo que sigue, siempre supondremos imagenes conexas.

Las cadenas de Freeman guardan el contorno de la imagen. Lo
méds simple es cuando la imagen esta formada por un pixel en este
caso sus aristas conforman la cadena. Es conveniente dar una
nomenclatura apropiada a cada arista sobre el pixel. Lbs nombres
asociados se muestran en la figura 1.2

FIG. 12 NOMENCLATURA DE ARISTAS

EN UN PIXEL.
Estos nombres corresponden a la direcciéon en .« ij....ome
cada arista un caminante que da vueltas alrededor del pixel en

sentido de las manecillas del reloj.
Por convencién, aceptemos la abreviaturas!

N - Norte.



Este.
Oeste.

E =
0 =

Cada pixel tiene coordenadas sobre la cuadricula; con éstas
y la secuencia de aristas N, E, S, 0 (en este orden), se puede
ubicar un pixel en el espacio y describir su contorno. Esto es
precisamente la cadena de Freeman de un pixel.

Generalizando, a cada pixel sobre la imagen se le identifica
por ana pareja <i,j> que corresponde a las coordenadas que ocupa
sobre la cuadricu La representacion en cadenas de Freeman de
una imagen conexa I, consiste en tomar algén pixel que tenga una
de sus aristas sobre la frontera de 1 (es decir, una arista que
pertenece sélo a un pixel en I), anotar sus coordenadas (x0,y0>,
y construir una sucesion fi,f2, ... , fn, donde n es el numero de
aristas sobre la frontera de Cada fi se asocia con estas
aristas y toma valores dentro del conjunto <N, E, S, 0>.

Regresando a la imagen de la figura 1.2, y suponiendo que el
pixel mostrado ocupa la posicién (1,1), entonces la cadena de
Freeman asociada es:

Coordenada de referencia = (1,1).
Sucesion (cadena): f* mN, f» mE, fs m8 y f* = 0.

1.2 CONSTRUCCION DE LA CADENA DE FREEMAN DE DOS PIXELS
ADYACENTES

Cuando | tiene dos pixels de la forma en que se muestra en
la fig. 1.3 y suponiendo que se han anotado las coordenadas del
pixel de la izquierda y son (x0,yo)» se tiene la cadena de
Freeman siguiente:

Coordenada de referencia = (x0,y0).
Sucesion (Cadena): N, E, E, S, 0,

Fig. 13 FUSION DE LAS CADENAS DE FREEMAN
DE DOS PIXELS ADYACENTES.



. Obsérvese que las aristas de adyacencia se anulan y no
intervienen en la cadena, sélo aparecen las que estan sobre la
mfrontera.

Del esquema anterior es claro como para una imagen
complicada, se puede generar su cadena de Freeman.

En la -figura 1.1, se muestra una imagen bidimensional
conexa, Yy su cadena de Freeman.

1.3 COMPRESION DE CADENAS DE FREEMAN

Veamos ahora cémo hacer compresiones a las cadenas de
Freeman para almacenarlas en menos espacio. Como ejemplo, en la
figura 1.1 aparece 5 veces seguidas la arista N, envez de poner
5 N"s se pondria un factor de repeticién de 5 y luego una sola N.

Un ejemplo m&s complicado aparece en la fig. 1.4 utilizando
notacion de listas para representar la sucesi6n de caras (que
esperamos sea evidente). Se tendria la cadena:

Coordenada de Referencia: (3,4)

Sucesion:
5(N) 4(B(NE) E 3(S 0> S 2(E)) S 2(E)) S 12(0)

La cantidad de aplicaciones que han tenido las cadenas de
Freeman, principalmente para almacenar de manera barata imagenes
bidimensionales, es una prueba de su utilidad. Existen actualmente
algoritmos para la transformacion de cadenas de Freeman a otras
representaciones.

El problema fundamental de este trabajo es el de hacer la
generalizacién de las cadenas de Freeman a 3 dimensiones.



Fig. 14 IMAGEN PARA EJEMPLIFICAR
LA COMPRESION DE CODI6O.






CAPITULO 1l

DEFINICIONES BASICAS

En este capitulo, nos concentraremos en la definicidn
rigurosa del problema, asi como de los elementos fundamentales
que aparecen a lo largo del trabajo. Como se mencioné en el
Capitulo 1, se trata de generalizar el concepto de Cadena de
Freeman a tres dimensiones. Las imagenes que se manejan, estan
formadas por pixels tridimensionales e inicialmente se manejan
dentro de una representacién matrici (ver definicioén 2.5). El
mismo concepto de pixel se puede definir en tres dimensiones.
Veamos esto detalladamente:

2.1 CONCEPTOS ELEMENTALES

DEFINICION 2.1

Un rectangulo tridimensional es un conjunto de la forma
CanbiDxCast"baJxCfts*bsJf donde Ai,bt son numeros reales para i =

1,2,3. /

DEFINICION 2.2

Un conjunto pavimentable en R3 es un subconjunto de Rs que
se puede expresar como union finita de rectangulos
tridimensionales.

1/

DEFINICION 2.3

Un S6lido Partido Regularmente, es un conjunto pavimentable
en R* expresado como una unién de rectangulos que se intersectan
por parejas en a lo sumo una cara; ademas, cada rectangulo es un
cubo de arista 1.

A cualquier rectangulo que forme parte de un solido partido
regularmente le llamaremos cubo unitario.
/1
NOTA 2.1

Los cubos unitarios se consideran cerrados en el sentido
topologico.



Los sélidos que trataremos a lo largo de este trabajo son al
igual que en el caso bidimensional de “una sola pieza”, a
continuacion explicaremos bajo que topologia se de-fine esta idea
de conexidad para sélidos partidos regularmente.

DEFINICION 2.4 (S6lido conexo).

Sea S un sélido partido regularmente. Se dice que S es
conexo si para cualesquier dos puntos Ay B en S, existe una
curva continua C que conecta ambos puntos, de manera que C pasa
por sélo puntos en el interior topologico de S. (Aqui tomamos la
continuidad usual de curvas en el espacio).

//

Por ejemplo, el solido mostrado en el inciso b) de la -figura
2.2 no es conexo.

EN EL RESTO DEL TRABAJO, SIEMPRE QUE SE HABLE DE UN SOLIDO,
IMPLICITAMENTE DEBE ENTENDERSE SOLIDO PARTIDO REGULARMENTE Y
CONEXO.

Fig. 21 MARCO COORDENADO PARA LA
REPRESENTACION DE SOLIDOS



2.2 MATRIZ DE REPRESENTACION DE SOLIDOS

Como se mencion6 en la primer parte de este capitulo, el
algoritmo para determinar la grafica de adyacencias, parte de la
representacién matricial del sélido. Aunque suponemos que le es
familiar al lector, es conveniente definirla rigurosamente.

DEFINICION 2.5 (Matriz de Representacién de Sélidos.).

La Matri de Representaciéon de Sélidos, sirve para
representar Sélidos Partidos Regularmente. Se supone que el
s6lido se encuentra en el cuadrante positivo de un sistema
coordenado X,Y,Z como el que se muestra en la fig. 2.1 Una matriz
Amxr.x*, de este tipo consta de ceros y unos, con m,n y k enteros
positivos, de manera que m es el namero maximo de cubos enla
direcciéon X, n en la direccién Y y k en la direccién Z.

La representacion de un cubo unitario usando el método dela
definicion anterior se ilustra en la fig. 2.1

Si A es _una matriz de representacion de sélidos y
= 0 entenderemos que el cubo asociado con la coordenada
s k) no pertenece al sélido; si A(i,j,k) * 1 si pertenece.

A
[

2.3 EL CONCEPTO DE RECORRIDO

Las cadenas de Freeman pueden considerarse como recorridos
sobre la frontera de la imagen que describen. El algoritmo para
encontrarlas es sencillo: Dada una imagen I, se “detiene un
caminante” a la orilla de la imagen, escoge una direc n de
movimiento y la sigue sin apartarse de la orilla. La sucesidén que
representa ala cadena de Freeman de I no es m&s que la anotacién
ordenada de las direcciones en que se movié el caminante, se
termina cuando éste llega al punto de partida. La generalizacion
de cadena de Freeman a tres dimensiones se puede pensar como si
para un sélido S se pintara una linea continua que pase por todas
las caras de su superficie, y no pase dos veces por una misma, a
no ser que la curva regrese al punto de partida cerrando un
ciclo, En este caso el algoritmo no es tan simple como en el caso
bidimensional»

Formalicemos el concepto de recorrido sobre un s6lido. Dicho
en otras palabras definamos el concepto de "Cadena de Freeman en
tres dimensiones”. Para esto veamos algunas definiciones
preliminares.

DEFINICION 2.6

Sea S un sélido partido regularmente conexo.

10



Sean Cl y C2 dos cubos unitarios de S. Se dice que Cl
es adyacente a C2 si Cl1 y C2 tienen una cara en comln.
(Usaremos "vecino™ como sinénimo de adyacente).

Si una cara C en un cubo unitario de S esta contenida

en la frontera de S, se dice que C es una cara externa
en S

Sean A y B dos caras externas en S. Se dice que A es

adyacente a B si A y B tienen exactamente una arista
en comdn.

En la fig. 2.2 se muestran ejemplos de esta definicion.

a) CUBOS ADYACENTES

b) CUBOS NO ADYACENTES

c) CARAS ADYACENTES d) CARAS NO ADYACENTES

Fig. 22 EJEMPLOS DE ADYACENCIA
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Y ahora la def

6n de recorrido.
DEFINICION 2.7 (Recorrido sobre las caras de un sélido).

Sea S un sélido partido regularmente. Un Recorrido sobre S,
es una pareja ordenada de la forma (C,H), donde C son las
coordenadas de algin cubo unitari.o en S que tiene una de sus
caras en la frontera de S, y H es una sucesién de la forma
ho»h*,..m.thn-D en la que n es igual al nimero de caras externas
de S, y cada hi se asocia a una y sélo una de tales caras; C son
las coordenadas del cubo que contiene a h.>. Ademiis para toda j
entre 1y n-1 la cara hj_t es adyacente a hj. Si ho es adyacente
a hn-u entonces se dice que es un Recorrido Ciclico.

A la sucesion H de un recorrido, le Ilamaremos Sucesidn
Hamiltoniana del Recorrido.

En este trabajo siempre usaremos recorridos
Obsérvese que con cambiar la cara i de un recor
obtiene otro recorrido, aln cuando licamente sean igu&les
Para evitar ambigliedades se introduce la definicién siguiente:

DEFINICION 2.8

1. Sean H y K dos sucesiones hamiltonianas, con H = ho« h»,

hn-il K m ko, i, kn-1
ciclicamente igual a K si existe i entre 0 y n-1 tal que hj
= nod n para toda j entre 0 y n-1.

2. Sean R» - (Ci,Ht) y Ra = (C2,Ha) dos recorridos para un
mismo s6lido. Se dice que Ri es igual ciclicamente a R3 si Hi
es igual ciclicamente a Ha.

Por el momento dejaremos pendiente la forma en que se
representa cada hi. Para ustrar un recorrido, en la fig. 2.3 se
ha dibujado una proyeccién paralela de cierto sélido, aunque en
esta representacién se usa una idea un tanto exética, pues por un
lado de la hoja se muestra una vista del sélido y en el otro
lado, el sélido visto "de espaldas™. Sin embargo, el lector
encontrard muy comoda esta grafica cuando descubra que asi es muy
simple dibujar un recorrido sobre el sélido representado.

Sobre las caras del sélido de la fig. 2.3 se han escrito
nimeros de manera que si el lector los sigue consecutivamente
partiendo de 1 (a veces tendrd que cambiar de lado de hoja),
hallarda una secuenciade caras que corresponde a unasucesion
hamiltoniana y como empiezadonde termina se trata de una
secuencia hamiltoniana asociada con un recorrido ciclico. En el
inciso b) de la fig. 2.3, se muestra este recorrido. Observe que

12
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en este caso las caras externas se representan por un ndmero.

Las flechas que aparecen sobre las caras externas del sélido
de la fig. 2.3, sirven para marcar la secuencia de caras
consecutivas.

2.4 OBSERVACIONES SOBRE EL PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Como puede verse, el problema fundamental es cémo encontrar
un recorrido sobre la frontera de un sélido S, este problema no
se resuelve totalmente, pero se dan un conjunto de algoritmos muy
eficientes para encontrar recorridos sobre cierto tipo de
s6lidos. Un detalle importante es que hasta ahora no hemos
hallado un sélido para el cual no se pueda encontrar un recorrido
haciendo uso de estos algoritmos.

13



0) SOLIDO CON REPRESENTACION GRAFICA
DE UN RECORRIDO

H=12.,.,18

) SUCESION HAMILTONIANA DEL RECORRIDO

Flg. 2.3 RECORRIDO CICLICO

1






CAPITULO 1Nl

GRAFICA DE ADYACENCIA DE CARAS DE UN SOLIDO

El problema enunciado en el Capitulo Il, puede plantearse
considerando los sélidos a recorrer como graficas, donde los
vértices corresponden a las caras externas del sélido y los arcos
indican las que son adyacentes. En este capitulo definiremos
formalmente el concepto de grafica deadyacenc de caras de un
s6lido, y la forma en quees posible generarla partiendo de una
representacionmatricial. Como se verdamas adelante, esta grafica
juega un papel muy importante en la construccién del recorrido
sobre el sélido; de hecho, el mayor esfuerzo de los algoritmos
referentes al recorrido, se dedicaa la construccién de la
gréafica mencionada. El problema del recorrido en estos términos,
equivale a encontrar un camino hamiltoniano sobre la grafica del
s6l ido.

3.1 DEFINICIONES BASICAS RELACIONADAS CON LA
GRAFICA DE ADYACENCIA DE CARAS
Estudiemos sobre un cubo unitario como es su grafica de

adyacencias. Es conveniente introducir una notacién especial,
para identificar sus caras. Esta se muestra en la fig. 3.1.

Fg. 31 CUBO UNITARIO
Nomenclatura de Caras.

Introduzcamos una manera simple de designar caras que quedan
frente a frente en un cubo.

16



DEFINICION 3.1

Se de-fine la -funcion CONTRARIA : CARAS --> CARAS, donde
CARAS s= {DERECHA,ARRIBA,ADELANTE, IZQUIERDA,ABAJO,ATRAS> como:

CONTRARIA(DERECHA) 1ZQUIERDA
CONTRARIA(IZQUIERDA) DERECHA
CONTRARIA(ARRIBA) ABAJO
CONTRARIA(ABAJO) ARRIBA
CONTRARIA(ADELANTE) ATRAS
CONTRARIA(ATRAS) ADELANTE

La nomenclatura de caras de la fig. 3.1 se puede heredar a
las caras externas de sélidos en general de la manera siguiente:
Si c es una cara externa en un s6lido S, entonces existe un cubo
CU Cinico tal que c pertenece a CU, de esta manera a c le
asociamos su nombre dentro de CU. A este nombre le Ilamaremos
orientacion de c.

En adelante supondremos que losvalores para las
orientaciones de caras externas estan ordenados y que la funcidén
"Ord" (de Pascal) esta definida para estas orientaciones, de
manera que ord(DERECHA)=0, ord(ARRIBA)=1, ord(ADELANTE)=2,
ord(1ZQUIERDA)=3, ord(ABAJO)=4 y ord(ATRAS)=5. El orden es el
inducido por la funcién ord.

Hay dos razones para escoger este orden y aunque no se
explican, se dice donde se usan:

1. ElI ordinal médulo 3 de caras paralelas coincide:

ord(DERECHA) mod 3 =ord(1ZQUIERDA) mod 3
ord(ARRIBA) mod 3 = ord(ABAJO)mod 3
ord(ADELANTE) mod 3 =  ord(ATRAS)mod 3

Ver paso 2 del algoritmo 3.1.

2. La secuencia DERECHA, ARRIBA, ADELANTE, 1ZQUIERDA, ABAJO,
ATRAS, corresponde a una sucesi6n hamiltoniana para un cubo
unitario. Ver definicién 4.1.

Pasemos ahora a la grafica de adyacencia de caras de un cubo
unitario.

DEFINICION 3.2

Sea C un cubo unitario, Se define la grafica de adyacencia

17



ge garas de C, como una grafica 6 no ordenada de la forma (V,A)
onde:

V = {Derecha, Adelante, Arriba, lzquierda, Atrds, Abajo} y

A * T(Derecha,Adelante), (Derecha,Arriba), (Derecha,Atras),
(Derecha,Abajo), (lzquierda,Adelante), (1zquierda,Arriba),
(lzquierda,Atras), (1zquierda,Abajo), (Adelante,Arriba),
(Arriba.Atras), (Atras,Abajo), (Abajo,Adel ante)>

//

Fig. 3.2 CUBO UNITARIO. Grafica de Conectivided.

La figura 3.2 ilustra la grafica de adyacencia de caras de
un cubo unitario. Obsérvese que los vértices corresponden a las
caras del cubo y los arcos a las adyacencias de éstas.
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Generalicemos el concepto de grafica de adyacencias.
DEFINICION 3.3 (Grafica de Adyacencia de un Sélido).

Sea S un s6lido partido regularmente conexo. La Grafica de
Adyacencia de Caras de S, es una grafica de la forma 6« = (V,A),
donde V = fc ! c es una cara externa en S) y A es el subconjunto
del producto cartesiano V X V tal que si la pareja (Ci,Ca)
pertenece a A, entonces ct ai adyacente a ca, y viceversa. P

3.2 ESTRUCTURAS DE DATOS (USANDO PASCAL)

Para representar al sélido, se utiliza la matriz de
representacion de s6lidos mencionada en la seccion 2.2.

Los valores que toman las orientaciones de caras estan dadas
por el tipo:

type Orientacion = (Derecha,Arriba,Adelante, lzquierda,
Abajo, Atras)$

El conjunto CARAS de la defin
sobre este tipo.

6n 3.1, tiene su domi

Obsérvese que de esta manera se satisface el orden dado para
las orientaciones.

Pasemos a la representacion de una grafica de adyacencia de
caras.

Sea 6 = (V,A) la grafica de adyacencia de caras de algln
s6lido S. Cada nodo v en V, serad representado por una estructura
con tipo:

TCara = record
Liga : ArrayC0..33 of ApCara;
Tipo : Orientacién
end;
ApCara = «"TCara;

Recordemos que v representa una cara externa en S, por lo
tanto en esta estructura la variable Tipo debe indicar la
orientacion de la cara asociada a v; el vector Liga debe contener
cuatro apuntadores, de manera que para toda i entre 0 y 3,
LigaCi3” sea la representacion de un nodo w* en V tal que la
pareja (v,wt) estd en A y reciprocamente para toda pareja <v,w)

en A exista un Indice j tal que LigaEjD"" corresponde a w.

El algoritmo para hallar la gréafica de adyacencia de caras
de S, realiza las asignaciones necesarias para que lo dicho en el
parrafo anterior se cumpla en S. De esta manera el algoritmo
devuelve un apuntador a la representacién de algin nodo en V 'y
las coordenadas del cubo unitario al que pertenece ere nodo.
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DERECHA ARRIBA

En el vector correspondiente a coda cora, describimos
a las caras que son vecinas a ésta. Cada componente indj
oo el tipo de la cara vecino segan se muestra en las
figuras

Fig. 33 REPRESENTACION DE LA GRAFICA
UNITARIA.
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Si  pensamos en la grafica de un cubo unitario, hay muchas
maneras de hacer asignaciones en el vector Liga de las variables
que representan sus caras. La figura 3.3 muestra una de estas
mformas. Por las razones que se dan en la seccién 3.4 siempre
representaremos las graficas de cubos unitarios, como se muestra
en la fig. 3.3.

En el resto del capitulo, haremos un abuso de notacién y
usaremos las estructuras aqui definidas como parte del
metalenguaje, olvidando que pertenecen a Pascal pero conservando
su mismo significado.

3.3 SRAFICA DE ADYACENCIAS DE UN CUBO UNITARIO

La grafica de adyacencia de caras de un cubo unitario se
puede» manejar guardando un apuntador a una de sus caras y de ahi
mediante un proceso de manipulacién de apuntadores tener acceso a
sus demSs caras, sin embargo navegar siguiendo apuntadores es un
proceso costoso. Por esta razéon se incluye una estructura llamada
TCubo que sirve para representar cubes unitarios.

Type TCubo = ArrayCDerecha..Atras] of ApCara;

Cada entrada en una variable de tipo TCubo representa una
cara del cubo unitario. Se troduce esta estructura para que las
asignaciones mostradas en la fig, 3.3 se hagan de wuna manera
simple; por ejemplo, suponiendo la declaracién!

var  CU : TCubo
y que se ha ejecutado la instruccién:
for i := Derecha to Atras do new(CUCi3)

se procede a establecer las conexiones propias de la grafica de
adyacencias del cubo unitario. Asi, para la cara DERECHA deCU,
se hacen las asignaciones:

CUCDerechal .Tipo
CUCDerecha].LigaCOl
CUCDerechaD.LigaCn
CuUCDerecha!.LigaC21
CUTDerechaD.Li.gaC33

Derecha;
CUCArriba];
CUCAtrasl;
CUCAbajou;
CUCAdelante3;

Asignaciones semejantes se deben hacer para las demds caras.

Una vez hechas todas las asignaciones se guarda sélo un
apuntador a alguna de las caras de CU y CU se desecha.
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3.4 GRAFICA DE ADYACENCIA DE DOS CUBOS ADYACENTES

En el caso bidimensional vimos que la -fusiéon de las cadenas
de dos pixels adyacentes se lleva a cabo -formando una sola cadena
a partir de las de los pixels de la manera que se ilustra en la
mfigura 1.4. Algo muy parecido se hace cuando queremos construir
la grafica de adyacencia de caras de un s6lido -formado por dos
cubos unitarios adyacentes; basta eliminar las caras de contacto
y reestablecer las ligas perdidas apropiadamente. Esto se muestra
de manera grafica en la -figura 3,4, donde aparece en el inciso a)
un so6lido que consta de dos cubos wunitarios adyacentes. Se
muestra en el inciso b) la grafica de adyacencia de caras de
cada wuno de ellos. En el inciso ¢) se han eliminado los nodos
correspondientes a las caras de contacto y aparece la gréafica de
adyacencia de caras del sélido del inciso a).

Veamos como se puede hacer este proceso en base a la grafica
de dos cubos unitarios.

Supongamos que las variables CUBO_I y CUBO_D han sido
inicializadas apropiadamente y representan la gréafica de
adyacencia de dos cubos adyacentes tales que la cara derecha de
CUBO_I hace contacto con la izquierda de CUBO_D; vy las variables
AP_D y AP_I apuntadores respectivos a estas caras (ver fig.
3.5.a).

En la figura 3.5.b sobre el cubo CUBO_I se ha sombreado Ila
cara correspondiente a APJD.LIGACO03, mientras que en CUBO_D, se
ha sombreado la cara AP_I.LIGAEO3, lIlamemos a estas caras 10 y Do
respectivamente. Si G = (V,A) es la grafica de adyacencia de todo
el solido de la fig.3.5.a y los elementos VOWo de V
corresponden a las cara 10y Do, entone** la par*ja (vO,Wo> debe
estar en A. Por esta razén el terminarse la eliminacién de las
caras de contacto, la cara 10A debe contener en su vector Liga
una entrada para el apuntador DOy viceversa. Como la entrada en
Liga de 10 a la cara AP_D no senecesita una vez eliminada AP_D
entonces en ésta se puede guardar el apuntador a DO con lo que
queda establecida la primer liga, de manera anadloga se procede
con la otra.

Obsérvese que todo lo que se dijo en el parrafo anterior es
cierto si se sustituye el Indice y subindice 0 por 1 y las
referencias a la fig. 3.5.b sesustituyen por referencias a la
3.5.c. Lo mismo pasa si se sustituye 0 por2 o 3 (imagine el
lector las figuras). Esto es una consecuencia de la asignacion de
valores al los vectores Liga en un cubo unitari es decir, la
asignacion mostrada en la figura 3.3.

Si S es un so6lido formado por sélo dos cubos unitarios
adyacentes y Ga = (V,A) su gra-fica de adyacencia, entonces si X e
Y apuntan a las cara?, a fusionarse, las ligas han de establecerse
coordenada a coordenada dentro de sus vectores Liga; ya que las
parejas de caras en V asociadas con (X"".Ligafi YA .LigaCi 3) son
aristas en G.
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»BAJO X ABAJO X

a) Solido formado por cubos unitarios ayacentes

c) Grafica de adyacencia de caras del sélido del inciso a)

Fig. 34 PROCESO DE FUSION DE LAS GRAFICAS
ADYACENCIA DE CARAS DE DOS CUBOS
UNITARIOS.
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0) DOS CUBOS ADYACENTES

b) LAS CARAS U* Y D.* DEBEN LIGARSE ENTRE SI
AL ELIMINAR LAS CARAS DE CONTACTO.

IDEM, b) PERO CON I. Y D.

FI6. 3.5 RESTABLECIMIENTO DE LIGAS.

24



Lo anterior se usa en el paso 3 de algoritmo 3.1.

Pasemos al algoritmo de eliminacién o -fusién de caras:

ALGORITMO 3.1

1. [Fase Inicial 3. Sean Cl y C2 sendos apuntadores a las
caras a eliminarse.

2. [Verificacion de que Cl1 y C2 se pueden eliminar!.

sl ord(CIM.TIPO) = <Ord<C2~.TIPO) + 3) mod 6
ENTONCES la eliminacién es posible y sigue el paso 3. De
lo contrario termina.

Esta revision es necesaria, pues sélo en pares de
caras con tupias respectivas (1ZQUIERDA,DERECHA),
(ARRIBA,ABAJO) 6  (ADELANTE,ATRAS) es posible la
eliminacién (o -fusién) de ambas caras.

3. [Establecimiento de las ligas que inciden en C1 a las
caras del cubo al que pertenece C23.
PARA i1 := 0 HASTA 3 HACER il representa entradas en
. LIGA de C1A>.
CTemp := CIN.LIGATLI3;

Encontrar en CTemp2 el indice j tal que

CTemp*". L.1GAI j 3 = Cl y hacer
CTemp”. LIGAT 3 := C2".LIGATi 3.

4. Repetir 3 intercambiando C1 y C2.
5. [FIN3 Termina.

//
Como puede verse, la construcciénde la grafica de
adyacencia de caras de un sélido, se puedehacer cubo por cubo
eliminando las caras que se peguen. Esta es la idea central del

algoritmo para construir tal grafica, por el momento aén no hemos
fijado la manera de recorrer los cubos en el sélido. En la
siguiente seccién se presenta como hacer ésto.

3.5 GRAFICA DE ADYACENCIAS DE UN SOLIDO GENERAL

Empezaremos esta seccioén, indicando una manera ordenada de
ir aplicando el algoritmo de e nacién de caras cubo por cubo a
todos los cubos unitarios que forman un sélido, y de esta manera
encontrar su grafica de adyacencia.
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Dado wun solido S, demos wuna enumeracién de sus cubos
unitarios de la forma Cl,...,Cn. Unaforma de construir la
grafica de adyacencia de caras de S, es tomar el cubo CI 'y
construir su grafica; después tomar el cubo C2, construir también
su grafica, y si alguna de las caras de este ultimo se pega con
las de CI entonces se les aplica el algoritmo de fusiéon de caras;
una vez hecho esto, se procede a tomar el cubo C3 y repetimos el
proceso. Obsérvese que pudiera ocurrir que haya que eliminar mas
de una cara para incorporar C3 a la grafica construida. De esta
forma se procesa cada cubo en S, para obtener almente la
grafica de adyacencias requerida. La idea es senc a pero es
dif I llevarla a la practica, ya quees necesario “recordar"
cua es la posicidén actual de las caras de los cubos procesados
que pueden eliminarse, lo cual la hace costosa.

En esencia, la idea final del algoritmo es la del parrafo
anterior, aunque se minimiza la cantidad de memoria requerida
escogiendo una enumeracidén ordenada de sus cubos. Esta se explica
a continuacion:

DEFINICION 3.5 (Enumeracién E).

La Enumeracion E de Cubos Unitarios en un sélido S, denotado
por Ea,toma la representacion matric A dels6lido, y recorre
los cubos en el orden lexicografico de Indices, donde varian mas
rapidamente los de la izquierda es decir:

=4

A(1,1,1) <A(2,1,1) < ...< A <
A@,2,1) <A@,2,) < ...<A(N,2,1) <

A(LN,1) <AQ@N,1) < ...< A(N,N,D <
AN N, D) <AQN,N,2) < ...< AN, N, N)
(N es el méximo indice por entrada en A).

Evidentemente, s6lo  habran de considerarse los cubos
correspondientes a entradas A(i,j,k) no nulas.

De esta manera, Ea es una funcion
Ea : <m j m es unnemero natural entre 1 y el
nimero de cubos unitarios en el sélido} —>
<c ! c es un cubo unitario de S}

Ea(i) = ¢ <—>c es el i-ésimo cubo enSsegan el;
orden definido arrlba que corresponde a una entrada en A no nula.

Veamos wuna definicion auxiliar que nos sera util para
estudiar algunas propiedades de la enumeracion E.
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DEFINICION 3.6
Dado un sélido S, se definen las funciones siguientes«

DERECHAS
ARRIBAs
ADELANTES
1ZQUIERDAS
ABAJOS
ATRASs

(La "s" pequefta que parece en los nombres de las funciones
en general se sustituye por el nombre que se le dé al sé6lido).

Cada una de estas funciones tiene como dominio los naturales
no cero y como imagen al conjunto ifc ! c es un cubo unitario de
Si-

Para la funcién DERECHAS definimos:

DERECHAS(i) ® cO si y sélo si cO es el i-ésimo cubo, segén
la enumeracion E«, que tiene vecino a la derecha (siempre que
ésto tenga sentido).

A las dem&s funciones se les define de manera analoga.
//

Veamos un par de propiedades interesantes sobre la
enumeracion E.

LEMA 3.1

Sea Sea S un sé6lido partido regularmente conexo y F alguna
de las funciones DERECHAS, ADELANTES, ARRIBAS, 1ZQUIERDAS, ATRASs
6 ABAJOs. Entonces para cualesquier par de cubos el y c2, a los
que se les pueda aplicar la funcidén inversa de F, se cumple
F-1(el) < F**=(c2) si y solo si E«-Mcl) < E«-=(c2).

DEMOSTRACION

Puede verse facilmente que una tal funcién F preserva el
orden de la enumeracién E.

LEMA 3.2

Sean S un sélido partido regularmente conexo, A |la
representaci6on matricial de Sy el, c¢2, vi y v2, cuatro cubos
unitarios en S tales que vi y v2 son vecinos a el y c2
respectivamente. Si E«_i(cl> < E«~Mc2), entonces dada alguna de
las condiciones:
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1. vi y v2 son vecinos izquierdos de el y c2 respectivamente.
2. vi y v2 son vecinos traseros de el y c2 respectivamente.

3. vi y v2 son vecinos inferiores de el y c2 respectivamente.

se tendria que E*-Mvl) < E*-t<v2).
DEMOSTRACION:

Sean ACil,jl,kD) y A(i2,j2,k2) las entradas en A
correspondientes a los cubos unitarios el y e2 respectivamente.
Entonces por hipdtesis A(il,jl,kl) < A<i2,j2,k2) segin el orden
lexicografico definido.

Si se cumple 1 entonces las entradas de A correspondientes A
vi 'y v2 son respectivamente A<il-1,jl,kl) y A<i2-1,j2,k2),
claramente A(il-1,jl,kl) < A(l2-1,j2, kZ) de donde se sigue ia
conclusién E«-Mvl) < Ee<1<v2).

Los incisos 2 y 3, se demuestran de manera analoga.

A continuacién se da la propiedad por la cual tomamos la
enumeracion E.

PROPOSICION 3.1

Sea S un sélido partido regularmente conexo y A su
representacién matricial, entonces DERECHAs(i c si y sélo si
el vecino derecho c* de c cumple: 1ZQUIERDAs(i c”.

En otras palabras, el i-ésimo cubo c con vecino derecho,
seglin Ee, tiene como vecino derecho a un cubo c ”tal que c "es el
i-ésimo cubo, segin EB, con vecino izquierdo.

DEMOSTRACION

La demostracion es por inducci6én sobre i.

Veamoslo para i = 1.

Supongamos que S tiene un cubo DI, tal que DERECHAS(i) - DI,

Ilamemos Il a su vecino derecho; como Il tiene vecino izquierdo,
(a DI), hay un entero positivo k tal que IZQUIERDAS(k) =11. Si
K>1 entonces existe Il = tal que I1ZQUIERDAsS(L) = I117¢é Il <> 11~
Al vecino izquierdo de 11~ lo denotaremos por DI =

1ZQUIERDAS-1 (117) *1 < k - 1ZQUIERDA»-MI1);por el lema
3.1 se tiene que R*MI1") < R~MI1), considerando queDl y DI~
son vecinos izquierdosrespectivamente de Il e 117, se sigue del
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lema 3.2 que E«-1(D1IM < Es-1<D1>, es dvcir Ea-1(D1?) < 1, 1o
cual contradice la manera en que se definié E». Esta
contradiccién vino de suponer K > 1. Por lo tanto k * 1 y con
esto 1ZQUIERDAs(1) = II.

La otra parte del "si y s6lo sil se demuestra analogamente.
Suponiendo que la propiedad prevalece para i = n-1 > 0,
mostremos que se cumple también para i = n

Si S tiene un cubo Dn tal que DERECHAS(n) = Dn, [llamemos In
a su vecino derecho; como In tiene vecino izquierdo (a Dn),
entonces hay un entero positivo j tal que IZQUIERDAs(m) = In.
Veamos que m = n, de donde quedard demostrada la proposicion
(nuevamente la otra parte del "si y sélo si" se demuestra
analogamente.

Si m < n, entonces por hipétesis de induccio®, como
IZQUIERDAs(m) = In entonces DERECHAS<m) = Dn, lo que contradice
la forma en que se eligié Dn. Imposible.

Si m > n entonces existe In~tal que E*(n) = In" y ademds In
<> In~*. En este caso se llega nuevamente a una contradiccién, de
la misma manera que en el caso base.

Por lo tanto m = n.

PROPOSICION 3.2

La proposicién anterior se cumple, si cambiamos las
funciones IZQUIERDAS 'y DERECHAS por ATRASs y  ADELANTES
respectivamente, también se cumple si las cambiamos por ABAJOS y
ARRIBAS respectivamente.

DEMOSTRACION

Analoga a la demostracion de 3.1.

La utilidad de lo que dicen las proposiciones anteriores se
explica a continuacion.

Suponga el lector un sélido S. Tomemos los cubos de S
siguiendo la enumeracién Es, hasta que hallemos el cubo
ADELANTEs(I) = Al Si  continuamos la enumeracién iran
apareciendo ADELANTES(2) = A2, ADELANTES«3) A3, etc; pero
lo que dicen las proposiciones es que ATRASs(l) s:= Tl sélo puede
aparecer después de AI y que Al es vecino trasero de TI,
también ATRASs<2) : T2 aparece después de A2 y A2 es vecino
trasero de T2, 'y asi sucesivamente. Esto quiere decir, que si
formamos las parejas de cubos (Al,TI), (A2,72), , <An,Tn),
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donde n = max fi ! ADELANTES (i) esté de-finida}, entonces se pueden
-fusionar las caras de contacto en estas parejas de acuerdo al
algoritmo 3.1, y asi obtener todas las -fusiones que involucren
caras de tipo ADELANTE, ATRAS. Si lo que se ha dicho para
(ADELANTES,ATRASs) se aplica a la tupia (DERECHAS,IZQUIERDAS), se
pueden obtener las -fusiones que involucren caras de tipo
izquerda, derecha y lo mismo vale para (ARRIBAS,ABAJOs).

En realidad, no es necesario almacenar las parejas de cubos,
ni siquiera los cubos completos sino sélo apuntadores a las caras
de contacto. Esto se explica detalladamente en la siguiente
seccion.

3.6 ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA GRAFICA DE ADYACENCIAS DE CARAS
DE UN SOLIDO

El algoritmo de adyacencia de caras de un sdlido S,hace uso
de un vector llamado COLA con Indices de 0 a 2, donde COLACO3,
COLAC13 'y COLAC23, son colas donde se guardan apuntadores a
caras. El algoritmo toma el cubo el = E»(l), que evidentemente no
tiene vecinos a la izquierda, niabajo ni atras. Se construye la
grafica de adyacencia de caras deel; si existe para el un vecino
derecho, entonces se guarda el apuntador a la cara derecha de el
en la cola COLACO3; si hay un vecino arriba de el, se guarda el
apuntador a la cara ARRIBA de elen la cola COLAC13 y*si hay un
vecino delante, se guarda el apuntador a la cara ADELANTE de el
en la cola COLAC23. Si EXISTE C2 = E»(2), entonces se construye
la grafica de adyacencias correspondiente a c¢2; si c2 tiene
vecino izquierdo , entonces por la proposicién 3.1 necesariamente
debe existir un apunj~dor a él en el tope de COLACO3 lo
Ilamaremos "PDer" (observese que PDer es el apuntador a la cara
derecha del vecino izquierdo de c2), considerando el apuntador
"Plzq" a la cara izquierda de C2, se hace la fusién de las caras
apuntadas por “PDer" y "Plzq”, mediante el algoritmo 3.1. Se
hacen operaciones anadlogas en caso de que c2 tenga vecinos abajo
o atras, en cuyos casos consideraremos las colas COLAC13 vy
COLAC23 respectivamente. Si c2 tiene vecinos a la derecha, arriba
o delante, se guardan los apuntadores a las caras DERECHA, ARRIBA
6 ADELANTE en COLAC03, COLACI13 6 COLAC23 respectivamente, segln
sean las adyacencias que se presenten.

Veamos con todo rigor este algoritmo.

ALGORITMO 3.2  (GRAFICA DE  ADYACENCIA DE CARAS DE UN
SOLIDO S, PARTIDO  REGULARMENTE Y
CONEX0)

ENTRADA*
La matriz A que representa al sélido S, se supone que

tiene dimensi6én nXnXn.
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SALIDA:

Un apuntador C a una de las caras externas en S, asi como
la entrada (x,y,z) en A, del cubo al que pertenece esa cara.
Las entradas del vector C*:LIGA contienen los apuntadores
apropiados a las caras adyacentes a C" y asi sucesivamente.
Obsérvese que a partir de C se puede recuperar el conjunto
de Arcos en la grafica. El proceso es simplemente recorrer
la estructura de enlaces direccionada por C, pero para

nuestros propésitos (encontrar recorridos) esto no es
necesario.

ALGORITMO

pARA k := 1 hasta N HACER:
PARA j := 1 HASTA n HACER:
PARA 1 := 1 HASTA n HACER:
Sl ACI,J,K3 - 1 ENTONCES:

Se genera la grafica de adyacencia de caras para

el cubo wunitario asociado con Ati,j,k3 y se

guarda en la variable CUBO. (Tiene tipo TCubo).

PARA d := IZQUIERDA HASTA ATRAS HACER:
Si el cubo correspondiente a ACi,j,k3 tiene
un vecino en la direccién d, se saca de la
cola COLACord(d) mod 33 un apuntador que se
guarda en la variable CARA.

Se fusionan las caras apuntadas por CUBQCd3 y
CARA.

Se hacen x:=i;y:=j;z:=k.

PARA d s~ DERECHA HASTA ADELANTE HACER:
Si el cubo correspondiente a ACi,j,k3 tiene
un vecino en la direcciéon d, entonces se
guarda el apuntador CUBOCd3 en la cola
COLACord(d)3.

Se hace C := CUBO[DERECHA3

Termina el algoritmo.

1/
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Fig. 3.6 SOLIDO VISTO DESDE VARIOS
ANGULOS



3.7 EJEMPLO DE APLICACION DEL ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA GRAFICA
DE ADYACENCIAS DE UN SOLIDO

En la fig. 3.6, se muestra un sélido partido regularmente
conexo, visto desde varios angulos; para identificar sus caras,
se les asign6é un nlmero entre 1y 30. Después de aplicar el
algoritmo para encontrar la grafica de adyacencia de caras de
este sélido, se hizo un listado de las variables que representan
sus caras externas y se muestra en la tabla 3.1.

Los renglones en la tabla 3.1 muestran las entradas del
vector LIGA de cada cara. Se dan los nimeros de las caras a las
que apuntan sus cuatro entradas respectivamente.

Para encontrar la Grafica de Adyacencia de caras del sé6lido
de la fig. 3.6, lo Gnico que hay que hacer es recorrer cada una
de las caras que aparecen en la tabla 3.1 e ir anotando los arcos
que salen de ellas.

El  lector puede verificar que los datos en la tabla 3.1
corresponden al s6lido de la fig. 3.6 siguiendo la numeracion
sobre las caras en el solido.

3.8 COMPLEJIDAD EN EL ALGORITMO PARA ENCONTRAR LA GRAFICA
DE ADYACENCIA DE CARAS DE UN SOLIDO

La complejidad del algoritmo 3.2, en funcién del numero
maximo N de pariticiones en la representacion matricial del
s6lido, (es decir, esta matriz tiene dimensién N X N X N), es
O(N*> ya queel algoritmo 3.2 a lo mas tendra N3 iteraciones}
Esta complejidad puede hacerse lineal respecto del namero de
cubos en la matriz utilizando la técnica de Hash Extendido
explicada en la referencia C23. Con Octrees también se puede
lograr una reduccidén importante.

3.9 OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES

Hemos visto la forma de hallar la grafica de adyacencias de
un sdlido. Problema que se resolvié con un algoritmo que presenta
una complejidad lineal; sin embargo, se puede mejorar si en vez
de trabajar con todo el sélido trabajamos con el cascarén del
mismo. Asi podrfamos olvidarnos de procesar aquellos cubos que no
tienen ninguna cara como cara externa sobre el stlido. En ese
caso la complejidad una vez ya construido el cascarén serla
proporcional el nimero de de caras sobre la superficie del mismo.
Obsérvese sin embargo, que a partir de la grafica de adyacencia
de caras de un sélido S, facilmente se puede determinar su
cascaron.
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El algoritmo que permitirda determinar recorridos sobre
s6lidos no es mas que una simple ampliacion del algoritmo 3.2, y
de ahi su importancia.

TABLA CORRESPONDIENTE A LA GRAFICA DE ADYACENCIA DE CARAS
DEL SOLIDO MOSTRADO EN LA FIGURA 3.6

CARA TIPO CARA 0. CARA 1. CARA 2. CARA 3.
1 DERECHA 30 23 3 2
2 ADELANTE 30 1 3 4
3 ABAJO 1 1 2 4
4 1ZQUIERDA 30 5 3
5 ADELANTE 6 4 9 7
6 ARRIBA 8 28 5 7
7 1ZQUIERDA 6 8 9
8 ATRAS 6 16 9 7
9 ABAJO 8 10 5 7
10 1ZQUIERDA 9 14 12 1
1 ADELANTE 3 13 12 10
12 ABAJO 14 13 1 10
13 DERECHA 21 14 12 11
14 ATRAS 15 13 12 10
15 ABAJO 17 19 14 16
16 1ZQUIERDA 18 17 15 8
17 ATRAS 18 19 15 16
18 ARRIBA 17 19 26 16
19 DERECHA 18 17 15 20

20 ATRAS 24 22 21 19
21 ABAJO 20 22 23 13
22 DERECHA 24 20 21 23
23 ADELANTE 24 22 21 1
24 ARRIBA 20 22 23 25
25 DERECHA 27 26 24 29
26 ATRAS 27 25 18 28
27 ARRIBA 26 25 29 28
28 1ZQUIERDA 27 26 6 29
29 ADELANTE 27 25 30 28
30 ARRIBA 29 1 2 4
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CAPITULO 1V

ALGORITMO PARA ENCONTRAR UN RECORRIDO SOBRE LAS
CARAS DE UN SOLIDO

El problema de hallar un recorrido sobre las caras de un
s6lido S, o equivalentemente encontrar un camino hamiltoniano
sobre su grafica de adyacencia de caras, sera tratado en este
capitulo. Nuestro objetivo fundamental, es dar un algoritmo que
en un buen namero de casos sirva para determinar recorridos.

4.1 RECORRIDOS PARA CUBOS UNITARIOS

Veamos_de qué manera se puede encontrar un recorrido para un
cubo unitario.

La figura 4.1.a muestra un cubo unitario. Las flechas que
aparecen sobre sus caras, indican la sucesidén hamiltoniana de un
recorrido <C,H) en su grafica de adyacencia. Esta representacion
grafica, sera usada a menudo (para una explicacion detallada ver
la secci6én 4.2). En este caso, partiendo de la cara DERECHA se
tiene la sucesion Hi

ho « DERECHA, h* mATRAS, ha = ABAJO,
h, - 1ZQUIERDA, h* - ADELANTE, ha = ARRIBA.

a) b
Fig. 41 RECORRIDOS SOBRE CUBOS UNITARICS.

Si consideramos rotaciones, la sucesiodn hamiltoniana
representada en la fig. 4.l.a genera otras, aunque hay algunas
sucesiones que no se pueden generar asi, una de éstas se muestra en
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la fig. 4.1.b. Por ahora, so6lo trabajaremos con sucesiones
hamiltonianas sobre cubos unitarios como la mostrada en la fig.
4.1.a y las generadas al aplicar rotaciones de esta. (ver la
defin 6n de recorridos ortogonales dada mas abajo).

Para formalizar los recorridos sobre sélidos, es importante
conocer la manera en que se da la adyacencia de sus caras. En un
cubo unitario esto es bastante simple y en general se tiene la
siguiente observacion.

En un cubo unitario para cada cara C, la Unica cara no
adyacente a C es CONTRARIA(C).

Veamos cuales recorridos usaremos sobre cubos unitarios.

DEFINICION 4.1 (Recorrido Ortogonal).

1. Una Sucesién Hamiltoniana Ortogonal H es una sucesién de la
forma ....... ha, que contiene a todas las caras de wun cubo
unitario, tal que para toda i entre 0 y 2 h=**3 =

CONTRARIA(ht), y ademas los nameros ord(h0)» ord<hi> y ord(ha)
son distintos a pares.

2. Un Recorrido Ortogonal 0 es una pareja de la forma (C,H),
donde C son las coordenadas de algin cubo unitario y H wuna
sucesion hamiltoniana ortogonal.

El nombre de tal recorrido se debe a que cualesquiera tres
caras consecutivas en el recorrido son ortogonales a pares.

NOTA 4.1

1. Las caras en uncubo unitario seran representadas por su
orientacién en tanto no se indique otra cosa.

/!

sucesion Hen un recorrido Ortogonal, le [Ilamaremos
Sucesion Hamiltoniana Ortogonal del Recorrido.

/!

Se deja al lector verificar que el recorrido mostrado en la
figura 4,1.a tiene una sucesién hamiltoniana ortogonal.

No se ha dicho que necesariamente un recorrido ortogonal
deba ser un recorrido. Veamos que para un cubo unitario esto es
asit.

PROPOSICION 4.1
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Si 0 = (C,H) es un recorrido Ortogonal sobre uncubo
unitario, entonces 0 es un recorrido.

DEMOSTRACION:

Todas las caras de un cubo unitario por definicion aparecen
en la sucesion ortogonal H, por tanto sélo resta ver que para
toda i entre 0y 5 hi es vecina ah«*+i> m0d «. En un cubo
unitario, la Unica cara que no puede ser vecina de h* es
CONTRARIA (hi). Pero por definiciéon de H, ord(h<t+s> moa a *
ord(h«i4-i> moa *) | luego h<i+3> mod* ? h<t+i> modj 6, de donde
CONTRARIA <ht) mh<t+3> nad & * & por lo tanto, h* es
vecina de h<i4-i> m0d *. Se sigue la demostracion.

Las demas sucesiones hamiltonianas ortogonales se pueden generar
rotando de manera apropiada el recorrido mostrado en la fig.
4.1.a, en total hay 8 recorridos diferentes, segin indica la
siguiente:

PROPOSICION 4.2

Sobre un cubo unitario, hay exactamente 8 Sucesiones
hamiltonianas ciclicamente diferentes.

DEMOSTRACION:
La demostracion es por medio de un analisis combinatorio:

Una sucesion hamiltoniana ortogonal H, queda fijada por los
valores de hO,hi y h2] pues h3 » CONTRARIA<ho) etc. Ahora bien,
ford(ho) mod 3, ord(hi) mod 3 ,ord(ha) mod 3} = <0,1,25, por lo
tanto, los valores que pueden tomar los ordinales de ho, hi y ha
médulo 3 son permutaciones de los elementos 0, 1y 2; y de éstas
hay 3! = 6. Dada una permutacién en la que ord(h0) mod 3*0, ho
puede ser DERECHA, o bien I1ZQUIERDA; de la misma manera ht puede
tomar alguno de dos valores y lo mismo ocurre con ha. En total,
para cada permutacién de 0, 1y 2, podemos asignar valores a hOi
hi y h2 de 2*2*2 = 8 maneras distintas. Hay <6 permutaciones)*(8

asignamientos) = 48 recorridos. Hay ® representaciones que son
ciclicamente iguales. Es decir, a lo mas hay 4B/6 = 8 sucesiones
hamiltonianas ortogonales distintas. Estas 8 sucesiones se

muestran en la fig. 4.2, por lo que son exactamente 8 sucesiones
hamiltonianas ortogonales ciclicamente diferentes las que hay.

i!

En la figura 4.2, se muestran las ocho sucesiones

hamiltonianas ortogonales. Obsérvese que se ha establecido una

biyecciftn entre los recorridos y los vértices de un cubo de

arista 1 ubicados en las coordenadas <0,0,0), <0,0,1), <0,1,0),
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(1,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) y (1,1,1). (La coordenada
(i.j,k) se representa en el dibujo como ijk).
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Fg. 42 RECORRIDOS ORTOGONALES.

La biyeccion mostrada en la -figura 4.2 es mas que una simple
nomenclatura, y de ésta hablaremos a continuacion.

4.2 BIYECCION ENTRE LAS SUCESIONES HAMILTONIANAS ORTOGONALES
Y LOS VERTICES DE UN CUBO UNITARIO.

En esta seccidén, veremos una coleccion de propiedades sobre
los recorridos ortogonales, que usaremos a lo largo del capitulo,
empecemos explicando con todo detalle la representacién grafica
de recorridos.

La representacion grafica que hemos usado en las figuras 4.1
y 4.2 consiste en dibujar sobre cada cara externa en el sdlido
dos segmentos de recta dirigidos. Para explicar cémo se dibujan,
suponga que se tiene un recorrido 0 = <C,H). Sean Ai y Aa las



aristas en el cubo que recorre 0, tales que AC es la arista de
adyacencia entre h® y hi y Ai lo es entre hi y halJ Pi» P* los
puntos medios en Al y A2 y PM el centro de la car« hi- En este

caso sobre hi se trazan los segmentos dirigidos PiCm YCMPa,
la manera que se indica en la -figura 4.3. Obsérvese que pa
recorridos de la -figura 4.2, los segmentos en cada carase cortan
mformando un angulo de +/-90 grados. Esta se sigue de la condicidn

de ortogonalidad de cualesquier tres caras consecutivas en el
recorrido.

Fg. 43 TRAZOS DE UN RECORRIDO ORTOGONAL
SOBRE UNA CARA EXTERA.

Si  tomamos la representacion grafica de una sucesion
hamiltoniana ortogonal, podemos pensar en la direccién de giro
que -forman los trazos que aparecen sobre las caras, considerando
que unos van en sentido de las manecillas del reloj y otros en
sentido contrario, vrespecto a un observador frente a la cara en
cuestion. La figura 4.4, muestra para todas las pos lidades de
los trazos sobre las caras los sentidos de giro. Para abreviar el
manejo de este sentido de giro, se introduce la siguiente:

DEFINICION 4.2

Sea H una sucesi6n hamiltoniana ortogonal y h* un elemento
en H, entonces se define el sentido de la sucesién sobre h* como:
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0 Si el sentido de girode los trazos
de la representaciongrafica de 0

sobre la cara hi es el de las
manecillas del reloj. (Angulo de -90
grados).

SENTIDON (hi) := i
1 Si el sentido de girode los trazos
de la representaciftngrafica de 0
sobre la cara ht es contrario al de
las manecillas del reloj. (Angulo de
+90 grados).

/1

a) TRAZOS EN EL SENTIDO DE b) TRAZOS EN SENTIDO CONTRARIO
LAS MANECILLAS DEL RELOJ A LAS MANECILLAS DEL RELOJ

Fg. 4.4 SENTIDO DE 6IRO DE RECORRIDOS
SOBRE CARAS.

Veamos ahora una propiedad muy importante:

PROPOSICION 4.3

Sea H una sucesién hamiltoniana ortogonal, entonces para
toda i entre 0 y 5, SENTIDOh (ht) * SENTIDOh (h > moj *) e

Es decir, en un recorrido ortogonal, dos caras consecutivas
tienen giros opuestos.

DEMOSTRACION

Si la proposicién no se cumple, entonces existe i entre 0y
5 tal que SENTIDOh (hi) mSENTIDOh <h mo< «)* Ahora, debido al
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caracter ciclico de H, podemos suponer sin perder generalidad que
SENTIDO,,<ho> mmSENTIDO«<hi).

Si  suponemos que SENTIDCW<ho) = 1 entonces giremos la
representacion grafica de 0, hasta que la cara h© quede de -frente
como se muestra en la -figura 4.5, sobre la cara hi se representan
las dos -formas posibles para el trazo del recorrido. La de la

4.5.a corresponde al caso cuando SENTIDOH<hi) = 1, pero
obsérvese en el dibujo que deberla cumplirse que la cara sucesora
de hi sea igual a la cara predecamora de bol es decir, he *=h2,
lo cual es una contradiccion con la definicién de H, pues sabemos
que h5 = CONTRARIA<h2). Por lo tanto SENTIDOH<hi) = 1, como se
muestra en la fig, 4.5.b.

El caso SENTIDOH<h€) = 0, se trata de manera analoga.

&) TRAZOS QUE NO FORMAN b) RECORRIDO ORTOGONAL
UN RECORRIDO ORTOGONAL

Fig. 4.5 TRAZOS QUE FORMAN O NO, LA REP. GRAFICA
DE RECORRIDOS ORTOGONALES.

De estas construcciones resultan inmediatos los corolarios
sigui entes:

COROLARIO 4.1
Sea H wuna sucesi6n hamiltoniana ortogonal, entonces la

sucesion SENTIDO«<h®>, ... , SENTIDO«<hB>, es 0,1,0,1,0,1 o bien
es 1,0,1,0,1,0.
1/

Otras propiedades importantes de los recorridos ortogonales
se pueden enunciar en términos de la cara que sigue o la que
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precede a una cara determinada dentro de una sucesion
hamiltoniana, para abreviar las referencia a estos elementos se
introduce la definicién siguiente:

DEFINICION 4.3

Dada una sucesioén hamiltoniana ortogonal H= ho, , hB se
definen las funciones FREDH y SUCCh que van del conjunto fho,
, hB>en s! mismo, de tal forma que para toda ientre 0 y 5:

SUCC,,<hi> «» h<!*I> moc 6
PREDh (ht) I- h«i+.n-1> ned A

Es decir, para cada cara h, SUCCH<h) y PREDH<h) son
respectivamente las caras posterior y anterior en el recorrido H.

Invariantemente se cumples

SUCC(PRED(h*)) = PRED(BUCC(ht)) » ht

COROLARIO 4.2

Si H es una sucesion hamiltoniana ortogonal en wun cubo

unitario, entonces para toda i entre 0 y 5,

a) SENTIDOh(ht) ¥ SENTIDO«(CONTRARIA(ht>>i
b) SENTIDOn (SUCCh <ht)) * SENTIDOh (PREDh (ht>5

c) Si hj es adyacente a hi y li hj ? SUCCH(ht> y si hy *
PREDh<ht), entonce» SENTIDOh(ht) - SENTIDOh(hj);

d) SuCCh (ht) y PREDh (ht) son adyacentes.
DEMOSTRACION

a) y b) son consecuencias inmediatas del corolario 4.1.
c) Escribamos H a partir de hO como:
PREDh (hi), ht, SUCCH (hi), h3, CONTRARIA(ht>, hB
0, 1, 0, 1, O, 1

Sin perder generalidad mostraremos el resultado para
i=1

(Abajo de ht, se escribe SENTIDOh (ht)), suponiendo
sin pérdida de generalidad que SENTIDOH (ho) = O.

Pero por el lema 4.1, sabemos que la unica cara no
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adyacente a h» es CONTRARIA<h»)| entonces, h3 y ho son la
Unicas caras adyacentes a h» que no son PREDH<hi> ni SUCC«(h
Se tiene lo a-firmado puesto que SENTIDO«(ht) t
SENTIDO«(ha) y SENTIDO«<hi) * SENTIDO«(ha)e

d) Si suponemos que PRED«(h=%) no es adyacente a SUCCH <hi)
entonces como ambas caras son adyacentes ah*, se debe
cumplir CONTRARIA(PRED, (hi)) =SUCC«(hi>. Luego por a),
SENTIDO«(PREDh (hi))  * SENTIDO«(CONTRARIA(PRED«<ht))) =
SENTIDOH (SUCC«<ht)), lo que es una contradiccién con b),
de donde se sigue lo a-firmado.

En la fig. 4.2 el lector puede verificar visualmente lo que
dice este corolario.

Veamos ahora cbmo las sucesiones hamiltonianas ortogonales
se pueden identificar con los vértices de un cubo unitario.
DEFINICION 4.4

Sea RC la funcién que va del conjunto de sucesiones
hamiltonianas ortogonales al conjunto {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
(1,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,1)} tal que para cada
sucesion H,

RC(H) = (SENTIDO«(DERECHA),SENTI00« (ADELANTE),SENTIDO«(ARRIBA))

Asi pues RC(H) es un vértice.

1/

La eleccién de los sentidos de H dnicamente en la tres caras
DERECHA, ADELANTE y ARRIBA queda plenamente justificada por la
siguiente propiedad de RC.
PROPOSICION 4.4

RC es una biyeccion.
DEMOSTRACION

La demostracién puede hacerse en base a las propiedades de

las sucesiones hamiltonianas ortogonales pero es evidente de la
fig. 4.2, donde se muestra explicitamente esta transformacion.

4.3 RECORRIDOS SOBRE SOLIDOS FORMADOS POR DOS CUBOS UNITARIOS
ADYACENTES.
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En el caso bidimensional notamos que si se podia recorrer la
frontera de dos pixels adyacentes, entonces se pueden juntar los
recorridos para -formar uno solo <ver capitulo I). En este caso se
eliminaron las aristas de adyacencia de ambos pixels. En general
cuando se quiere agregar un pixel a una imagen ya recorrida, hay
que "romper~”el recorrido sobre la imagen, y restituirlo una vez
introducido el pixel.

En tres dimensiones usando recorridos ortogonales, se puede
hacer un tipo de “"rompimiento” similar en algunos casos. Veamos
esto detalladamente:

DEFIN

ON 4.5

Sean 3a y Sb> sélidos partidos regularmente conexos que sélo
tienen una cara en comin. Supongamos que existen recorridos RA =
<Ca,Ha> y R» « <Cb,Hb) para Sa y SB respectivamente. Denotemos
por "a" y "b" a los elementos en HA y H» asociados con las caras
de contacto de SA y SB.

Se dice que RA y Rb son -fusionables, si en el sélido -formado
por la uni6n de SA y Sb se tiene que:

PREDhaU) »s vacino de SUCCHB<b) y
SUCCha<a) es vecino de PREDhb (b)

1/

En el capitulo 11l se usé por primera vez el término
“fusionar™ (VER ALGORITMO 3.1); su uso en la definici6n 4.5 tiene
que ver con la grafica de adyacencias, aunque esto no se explica
ahora. Por el momento mostremos que como el nombre lo sugiere,
dos recorridos fusionables se pueden convertir en uno solo.

PROPOSICION 4.5

Sean SA, SB, Ra = (Ca, Ha), Rb m <Cb*Hp), "a"™ y "b", como en
la definicion 4.5, con Ra y Rb recorridos fusionables. Entonces
el sélido S formado por la unién de SA y SB es recorrible.

DEMOSTRACION
Escribamos Ha como hAi........ hAm y a HB como b, hBi, ... ,

hBr,, donde m+l1 y n+l son el numero de caras externas en SAy Sb
respectivamente.

Veamos que la sucesién HAB de ida como hAi......... hAm,
hBj., ... , hBr. es una sucesi6n hamiltoniana para S.

Es claro que todas las caras externas de S aparecen en HAB.

Falta demostrar que dos caras sucesivas (ciclicamente) en
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HAB son adyacentes. Esto lo sabemos de entrada para las caras:

hAi y hA<t*i> mod m para i entre 1y m. Pues Ha es una sucesion
hamiltoniana.

También lo sabemos para las caras:
hBj y hBcjti> moa r. para j entre 1y n.

Por lo tanto, so6lo -falta ver que hBn y hAi son adyacentes y
hAm y hBi también lo son} pero esto es precisamente loque dice
la definicién 4.5 (véase quiénes son SUCCH«<a) etc), de donde se
sigue que S es recorrible por R = (C, HAB), donde C es la
coordenada del cubo al que pertenece la cara hAt.

Si  tenemos un so6lido formado por dos cubos unitarios,
existen recorridos ortogonales fusionables para éstos. La
siguiente definiciéon dice como deben asignarse 1los recorridos
ortogonales.

DEFIN

ON 4.6

Para cada triada <i,j,k) donde i,j,k pertenecen al conjunto
10.1>, se define la funciéon de asignacién de sucesiones
hamiltonianas ortogonales i, J, k, denotada por Atlte, que va del
conjunto de cubos unitarios al conjunto de sucesiones
hamiltonianas ortogonales tal que si un cubo tiene coordenadas
(x,y,z) entonces Aijktx"fzZ) mRC~M(x+i) mod 2, (y+j) mod 2,
<z+k) mod 2). /

Como ejemplo de la definiciéon 4.6, A000<0,0,0) es la
sucesion hamiltoniana ortogonal 000 (ver fig. 4.2), de la misma
manera A©oo(5,2,3) es la sucesién 101.

Para motivar el porque de la definicion 4.6, le recomendamos
al lector que consiga algunos cubos de madera y construya con
ellos el sélido mostrado en la fig. 3.6, anotando sobre cada uno
de ellos sus coordenadas (fije las coordenadas de alguno y con
estas derive las demas). Un vez hecho esto dibuje sobre cada cubo
el recorrido que le toca segin la funciéon AOoo> Sobre las caras
externas del sdélido quedaran marcadas lineas. Pues bien, si se
siguen se observarad un recorrido sobre todo el sélido. Lo mismo
se observa si se asignan los recorridos a los cubos usando alguna
de las otras funciones Aij*. Es decir, en algunos casos como el
s6lido de la fig. 3.6, las funciones de asignaciéon de sucesiones
hamiltonianas generan recorridos de una manera muy simple.

Veamos en el caso mas sencillo funcionan las funciones de
asignamiento de sucesiones hamiltonianas.

PROPOSICION 4.6
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Sean = (xA,yA,zA) y CB =(xB,yB,zB) dos cubos unitarios
adyacentes con CA < CB. Entonces, para cada triada <i,j, k) con 1,
i, k en el conjunto los recorridos 0A (CA,
At jk (XA,xB, xC) y OB :» (CB,AtJk (XA, xB, xC) son fusmnables.

DEMOSTRACION

La demostracién se puede hacer usando las propiedades vistas
para recorridos ortogonales; no obstante, haremos una
demostracion de tipo exhaustiva aunque sélo se vera un caso
especifico, los demas se dejanal lector.

Sean "a" y "b" las carasen HA y HB asociadas con las caras
de contacto de CA y CB respectivamente.

Como los cubos CA y CB sonadyacentes, entonces CA y CB
coinciden en dos entradas y difieren en la otra, de manera que se
tiene que cumplir exactamente una de las condiciones siguientes:

1. Si las entradas de CA y CB correspondientes a la primera
coordenada difieren, entonces las otras entradas
coinciden, es decir YyA=yB y zA=zB. Como CA es menor
lexicograficamente respecto a CB entonces xA+l - xB.

2. Si las entradas de CA y CB correspondientes a la segunda
coordenada diferen, entonces xA=xB, yA+l=yB y zA=zB.

3. Si las entradas de CA y CB correspondientes a la tercera
coordenada diferen, entonces ><A=xB, yA=yB y zA+l=zB.

Supongamos que se cumple la condici6n 1.

"a" es la cara DERECHA del cubo CA, "b>”la cara IZQUIERDA
de CB.

HA puede ser alguna de 8 sucesiones hamiltonianas
ortogonal es.

0. Si Cl tiene la sucesion hamiltoniana (0,0,0) entonces
C2 debe tener la (1,0,0), por tanto 3UCCHA(a) es la
cara ATRAS de CA y PREDM» es la cara ATRAS de CB y es
es evidente que estas caras son adyacentes. Del mismo
modo las caras PREDHA(a), SUCCH»(b) son adyacentes.
Por lo tanto la proposicién se cumple en este caso.

Se deja al lector la terea verificar de manera andloga
que se cumple la proposicién para los otros siete casos.
<A primera vista esto parece una crueldad, basta que el
lector observe que si acerca los cubos de la fig. 4.2
hasta que hagan contacto sus caras, entonces los trazos de
la representacién grafica de los recorridos se enciman
para cada par de cubos y tienen sentido contrario, de ahi
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es inmediato que los recorridos sean -fusionables).

_De manera analoga, se cumple la proposicion para las
condiciones 2 y 3.

Como ejemplo de la posicién 4.6, tomemos los recorridos
ortogonales 0_I = <CA,HA) = (CI,RC"MO0,0,0)) y 0D = <CD,HB) =
<CD,RC-M0,0) ) para los cubos CUBO_I y CUBO_D de la fig. 4.6.a
respectivamente. En la -fig. 4.6.b se muestran estos recorridos
aunque ahora se han separado los cubos para que se puedan ver los
trazos sobre las caras de contato. Obsérvese que estos trazos se
enciman al pegarse las caras de contacto pero con sentido
contrario, de la misma manera que las cadenas de Freeman sobre
las aristas de contacto de dos pixels. Esto permite construir el
recorrido sobre los cubos unitarios mostrado en la -fig. 4.6.c.
Este "encimarse" equivale a que los recorridos sean efusionables.

CUBO.I CUBO-D

@) SOLIDO FORMADO POR DOS
CUBOS UNITARIOS ADYACENTES.

b) RECORRIDOS 000 y 100

c) RECORRIDO SOBRE EL SOLIDO
DEL INCISO a)

Fig. 46 FUSION DE RECORRIDOS ORTOGONALES.
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a) SOLIDO FORMADO POR DOS CUBOS ADYACENTES

CARAS DE CONTACTO.

b)  RECORRIDOS ORTOGONALES.

OBSERVESE QUE SOBRE LAS CARAS DE CONTACTO LOS
RECORRIDOS QUEDAN ENCIMADOS Y CON SENTIDOS
OPUESTOS.

©) RECORRIDO PARA EL SOLIDO DEL INCISO a)

HG. 4.7 EJEMPLO DE LA PROR 4.6



4.4 RECORRIDOS SOBRE SOLIDOS FORMADOS POR MAS DE DOS CUBOS
UNITARIOS

La proposicién 4.6 a-firma que todo s6lido -formado por dos
cubos unitarios adyacentes es recorrible. Podria uno imaginar que
asi como se pueden pegar los recorridos ortogonales de dos cubos
unitarios adyacentes, se pueden pegar para los cubos unitarios en
un sélido arbitrario. En la -fig. 4.8 se muestran s6lidos que se
recorren general ijando el método de la seccién anterior, es decir
usando las -funciones de asignacion de sucesiones hamiltonianas
ortogonales? sin embargo, no es cierto que se pueda recorrer un
s6lido arbitrario. Ahora caracterizaremos los sélidos que se
pueden recorrer siguiendo esta idea. Empecemos definiendo este
tipo de soélidos y a continuacién veremos porqué son recorribles
de manera tan simple.

DEFINICION 4.7

1.Se dice que un sélido S es simple, si S es un cubo
unitario o bien S S~U C, donde S~es un s do simple y
C es un cubo unitario tales que que S~y C s tienen una
cara en comun.

2. Un sélido es no simple, si no es simple.
1/
Todos los sdélidos de la -fig. 4.8 son simples.

Obsérvese que todo sélido simple es un sélidopartido
regularmente y conexo.

En la proposicién 4.7, se muestra por qué los so6lidos
simples son recorribles.

PROPOSICION 4.7

Todo sélido simple es recorrible.
DEMOSTRACION

Sea S es un sélido simple.

La demostracion se harad por induccién sobre el numero n de
cubos en S.

CASO BASE:

Si n = 1, demos el recorrido ortogonal (C,A000)donde C es
la coordenada del cubo unitario S.

Si n = 2, la demostracidn se sigue de la proposicién 4.6.

CASO INDUCTIVO:
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FI6. 4.8 SOLIDOS SIMPLES
JUNTO A CADA CUBO SE 'INDICA LA SUCESION

HAMILTONIANA ORTOGONAL ASOCIADA EN EL
RECORRIDO.
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Supongamos que la proposicién se cumple para n = k, veamos
que también se cumple para n = k+l.

Como S = S~U C, donde S~ es un sélidosimple -formadopor k
cubos unitarios, entonces S ~debe ser recorriblej mas aun, no
hay contradicciéon con el caso base si suponemos que en la
representacion grafica del recorrido de S =, aparecen sobre las
caras externas de S los trazos de los recorridos ortogonales
asignados por la funcién AOoo-

En este punto la demostracién puede seguirse como lade la
ion 4.6 considerando las caras decontacto entre S~ y
embargo, es mas ilustrativo utilizar un argumento de
tipo geométrico.

Recorramos el cubo C wusando la sucesiéon hamiltoniana
Aooo<C). Entonces sobre las caras de contacto de S y C
aparecen los trazos de los recorridos encimados y en sentido
contrario, de manera que si "desprendemos™ los recorridos del
s6lido S y el cubo C como se muestra en la figura 4.9.b,
podemos pensar que este proceso visto sobre el trazo es
equivalente a “anudar" los trazos en los puntos Pl y P2
mostrados en la fig, 4.9.c y tirar los pedazos de en medio. En
la fig. 4.9.d se vuelven a pegar estos trazos sobre el sélido,
formando un recorrido Cinico. Se deja al lector formalizar este
proceso.

Esta proposicion nos da un buen numero de s6lidos que pueden
recorrerse. Si reflexiona el lector un poco, se dard cuenta que
para programar el meétodo de recorrido no hay mas que hacer
algunas ampliaciones al algoritmo para encontrar la grafica de
adyacencia del sélido asociado. Este es el objetivo de la proéxima
seccion.
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*) EN LA Fl«. APARECE UN SOLIDO SIMPLE
S$* Y LN CUBO UNITARIO C. S’UC FOR-
MAN UN SOLIDO S. (VER INCISO ).

TRAZOS SOBRE LAS CARAS DE

CONTACTO.

b) LOS TRAZOS SOBRE LAS CARAS DE WN €) DESDOBLANDO LOS LAZOS DEL INCISO tf) Y
SOLIDO SE PUEDEN VER COMO UN JUNTANDOLOS COMO EN ). SE OBSERVA QUE
‘LAZO* CIRCULAR OUE PASAN POR TO- SOBRE LAS CARAS DE CONTACTO SE ENCIMA
DAS SUS CARAS EXTERNA8. SI AISLAMOS COON  SENTIDOS OPUESTOS
LOS DE 8' V C, ESTOS SE VEN COMO
EN LA Fia
JUNTAR §' OON C ES COMO CORTAR EN *) RECORRIDO FINAL PARA S.

Pl Y Pt LOS TRAZOS ENCIMADOS.

H6. 49 PROCESO INDUCTIVO PARA RECORRER
SOLIDOS  SIMPLES.
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4.5 ALGORITMO PARA RECORRER SOLIDOS SIMPLES

En la demostracién de la proposiciéon 4.7, vimos que los
recorridos ortogonales dados por las -funciones de asignacién de
sucesiones hamiltonianas ortogonales, inducen recorridos sobre
todo el sélido. La idea del algoritmo®™ que se da a continuacién es
la de [llevar las -funciones de asignacién a las estructuras de
datos del capitulo anterior.

Dado un sélido simple S, para encontrarle un recorrido R *
(C,H), se determina primero su grafica de adyacencia caras, en
cada cara externa debe decirse por donde "llega” el recorrido vy
por donde "sale"; por esto al tipo TCara se le agregan dos campos
Ilamados “ent" y “sal", el objetivo del algoritmo es que al
terminarse, para cada cara externa a en S, PREDH<aA), que es
donde llega el recorrido, debe ser lo mismo que a™.LIGACa™.entD y
SUCCh «<=*>* que es por donde sale, debe ser lo mismo que

LIGACa”» sal 3.

La demostraciéon de la proposiciéon 4.7 indica que al menos
hay 8 maneras diferentes de lograr el objetivo del parrafo
anterior usando las funciones de asignacion A%*. En resto de
la seccién usaremos para los recorridos s6lo la funcién Aooo»
pero de igual manera podria haberse elegido cualesquiera de las
otras.

La base del algoritmo es construir las 8 sucesiones
hamiltonianas ortogonales posibles para cubos unitarios y
guardarlas en un numero igual de variables de tipo TCubo (ver
seccion 3.?). En la proposicién 4.? vimos la identificacién que
hay entre las sucesiones hamiltonianas ortogonales y los vértices
de un cubo con vértices de la forma (i,j,k), donde i,jjk son
elementos de <0,15, por lo que una manera natural de representar
los ocho recorridos ortogonales es mediante variables de tipos

Type T_Recorridos = arrayC0..1,0..1,0..13 of TCubo;
De esta manera si declaramoss
var RECORRIDOS s T_Recorridos
en la entrada (i,j,k) de RECORRIDOS se guarda RC-1(i,j,k), i,j,k

en (0,1>. Para hecer ésto, debemos asignar valores adecuados a
los campos "ent" y "sal" en RECORRIDOSCi,j,k3. Las tablas que se

presentan a continuacion muestran explicitamente los
asignamientos necesarios para cada sucesion hamiltoniana
ortogonal. (El lector debe consultar las figuras 3.3 y 4.2 para

comprobar los asignamientos).
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ASIGNACIONES PARA LA SUCESION HAMILTONIANA ORTOGONAL RC“1<0,0,0)

ENTRADA EN
RECORRID0SCO0,0,03 ENT SAL

DERECHA
ARRIBA
ADELANTE
1ZQUIERDA
ABAJO
ATRAS

PNOwWON
Or wWN Wk

ASIGNACIONES PARA LA SUCESION HAMILTONIANA ORTOGONAL RC“1<0,0,1)

ENTRADA EN
RECORRIDO0SCO,0,13 ENT SAL

DERECHA
ARRIBA
ADELANTE
1ZQUIERDA
ABAJO
ATRAS

NWWO k-
RONWN O

ASIGNACIONES PARA LA SUCESION HAMILTONIANA ORTOGONAL RC*1<0,1,0)

ENTRADA EN
RECORRIDO0SCO, 1,03 ENT SAL

DERECHA
ARRIBA
ADELANTE
1ZQUIERDA
ABAJO
ATRAS

N oww
woo kNN

ASIGNACIONES  PARA LA SUCESION HAMILTONIANA ORTOGONAL RC"1(0,1,1)

ENTRADA EN
RECORRIDOSCO,1,13 ENT SAL
DERECHA 0 3
ARRIBA 0 1
ADELANTE 1 2
1ZQUIERDA 2 1
ABAJO 2 3
ATRAS 3 0
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ASIGNACIONES PARA LA SUCESION HAMILTONIANA ORTOGONAL RC“1(1,0,0)

ENTRADA EN
RECORRIDOSC1,0,03 ENT SAL
DERECHA 3 0
ARRIBA 1 0
ADELANTE 2 1
1ZQUIERDA 1 2
ABAJO 3 2
ATRAS 0 3

ASIGNACIONES PARA LA SUCESION HAMILTONIANA ORTOGONAL RC*f 1,0,1)

ENTRADA EN
RECORRIDOSC1,0, ID EN* SAL

DERECHA
ARRIBA
ADELANTE
1ZQUIERDA
ABAJO
ATRAS

woorNN

ASIGNACIONES PARA LA SUCESION HAMILTONIANA ORTOGONAL RC*fl1,1,0)

ENTRADA EN
RECORRIDOSC1,1,03 ENT SAL

DERECHA
ARRIBA
ADELANTE
1ZQUIERDA
ABAJO
ATRAS

RONWN O
NWWOk

ASIGNACIONES PARA LA SUCESION HAMILTONIANA ORTOGONAL RC"1 (L

ENTRADA EN
RECORRIDOS[1,1»13 ENT SAL

DERECHA
ARRIBA
ADELANTE
1ZQUIERDA
ABAJO
ATRAS

O WN Wk
LPNOWON
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Estos valores se asignan dentro de un proceso inicial y se
usan de la manera siguiente:

Supongamos que en la construccion de la grafica de
adyacencia de caras de un sélido simple S estamos fusionando la
grafica de wun cubo C con la parte de 1la grafica de S ya
construida. Si C tiene coordenadas <x,y,z) entonces tomamos la
sucesion hamiltoniana ortogonal representada en RECORRIDOS(x mod
2, ymod 2, z mod 2) y copiamos los valores de "ent” y "sal" de
la manera siguiente:

i :=xmod 2; j =y mod 2; k z mod 2;

for ori := DERECHA TO ATRAS DO
begin
CCori ent := RECORRIDOSCi,j,k,ori3A.Ent;
CCori sal := RECORRIDOSCIH,j ,k,ori3~.Sal
end;

Asi es como logramos el recorrido generado por la sucesion
de asignamiento Aooo-

Las instrucciones pascal mostradas arriba se agregan al
algoritmo 3.2, asicomo el procedimiento que inicializa la
variable RECORRIDOS. El lector debe observar que el algoritmo 4.1
es s6lo una extension del algoritmo 3.2.

ALGORITMO 4.1 (RECORRIDOS SOBRE LAS CARAS EXTERNA DE UN
OLIDO PARTIDO  REGULARMENTE Y
ONEXO)

ENTRADA:

La matriz A que representa al sélido S y se supone que
tienen dimensién nXnXn.

SALIDA:

Un apuntador C a una de las caras externas en S, asi como
la entrada <x,y,z) en A, del cubo al que pertenece esa cara.
Las entradas del vector CA.LIGA contienen los apuntadores
apropiados a las caras adyacentes a CA y asi sucesivamente.
A las variables ent y sal de esta estructura se les asignan
valores adecuados para que representen un recorrido segén lo
dicho en esta seccion. Las mismas observaciones del
algoritmo 3.2 son validas.

ALGORITMO

Se asignan valores iniciales RECORRIDOS
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PARA k := 1 hasta N HACER:
PARA j := 1 HASTA n HACE«:
PARA i := 1 HASTA n HACER:
SI ACI,J,K3 = 1 ENTONCES!
Se genera la gré-fica de adyacencia de caras para
el cubo wunitario asociado con ACi,j,k3 y se

guarda en la variable CUBO. (Tiene tipo TCubo).

Se copian los asignamientos de los campos ent y
sal de la variable RECORRIDOS en CUBO, segin lo
dicho en esta seccion.

PARA d := IZQUIERDA HASTA ATRAS HACER:

Si el cubo correspondiente aACi,j,k3 tiene
un vecino en la direccion d, se saca de la
cola COLACord(d) mod 33 un apuntador que se
guarda en la variable CARA.

Se -fusionan las caras apuntadas por CUBOCd3 y
CARA.

Se hacen x :

ijy:=jjz:=k.
PARA d := DERECHA HASTA ADELANTE HACER:
Si el cubo correspondiente a ACi,j,k3 tiene

un vecino en la direcciéon d, entonces se
guarda el apuntador CUBOCd3 en la

cola
COLACord(d)3
Se hace C := CUBOCDERECHA3
Termina el algoritmo.
Las extensiones al algoritmo 4.1 se muestran en negritas.
4.6 RECORRIDOS SOBRE SOLIDOS NO SIMPLES
La proposicién 4.7 garantiza que el algoritmo 4.1 recorre
cualquier sélido simple. Sin embargo.

¢Qué pasa si aplicamos el
La respuesta es que en
recorridos y en otros no; de ésto

algoritmo 4.1 a un sélido no simple?
algunos casos obtendremos
hablaremos a continuacion.

Los incisos a) y b) de la -fig. 4.10 muestran el mismo sélido
S, pero obsérvese que para cada uno se ha usado una -funcién de
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asignamiento de recorridos ortogonales diferente. De ésto resulta
que los trazos en a) forman un recorrido, pero los trazos en b)
no. Pongamos nuestra atencién en el inciso b)? si seguimos los
trazos partiendo de la cara el obtenemos una trayectoria que se
cierra antes de haber pasado por todas las caras externas de S;
si empezamos en la cara c2 se observa algo semejante aunque los
ciclos formados son distintos. Estudiemos porqué ocurre esto. La
razon se explica mediante un argumento de tipo geométricos

@) ASIGNAMIENTO QUE ) ASIGNAMIENTO QUE NO
GENERA UN RECORRIDO GENERA UN RECORRIDO.

F6. 410 ASIGNAMIENTOS DIFERENTES DE RECORRIDOS
ORTOGONALES A UN SOLIDO.

En la fig. 4.11.a, se muestra el mismo sélido de la fig.
4.10 pero se ha aislado uno de sus cubos unitarios, de manera que
el solido S ~resulta simple y por tanto sabemos que los trazos
mostrados en el dibujo corresponden al de un recorrido. De manera
similar a la explicada en la fig. 4.9, en 4.11.b, se aislan los
“lazos”” extendidos del recorrido tanto de S ”como de C. Poner C
en su posicién dentro de S = para formar S, equivale a pegar los
lazos asociados en los puntos Pi, P2, P* y P* desechando los
segmentos mostrados en 4.11.C. Ahora quedan dos *lazos" disjuntos
sobre la superficie de S como se indica en 4-1l.c y de ahi sigue
que ésto no corresponda a un recorrido.

La fig. 4.10 sugiere que si tenemos suerte el algoritmo 4.1
sirve para determinar recorridos aun sobre sélidos no simples.
Sin embargo, hay sélidos como el de la fig. 4.12 que bajo ningln
asignamiento es recorrible; invitamos al lector a que construya
los 8 asignamientos y observe que nunca queda un recorrido. En
algunos casos es posible modificar los valores finales de los
campos ent y sal de las caras de manera que aun cuando no se
obtenga un recorrido después de aplicar el algoritmo 4.1, se
logre un recorrido a partir de las asignaciones hechas; por
ejemplo, en la fig. 4.13.a se muestra lo mismo que en 4.10.b pero
cambiando algunos trazos sobre cuatro de sus caras y el resultado
obtenido es un recorrido sobre el sélido.

Observamos que sobre las caras de sélidos no simples en
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general se forman ciclos disjuntos. Definamos ésto rigurosamente.
DEFINICION 4.8

Sea S un sélido partido regularmente y conexo.
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HG. 411 FUSION DE RECORRIOOS
QUE NO FORMA RECORRIDO.

HG. 412 SOLIDO NO RECORRIBLE BAJO CUALQUIER
ASIGNAMIENTO.



1. Un ciclo sobre S es una pareja de la -forma CI = <C,H),
donde H es una sucesién de caras externas distintas en S

de la forma hé, ... ,h,-i] tal que hi as vecina da h«i*i»
moa n y C son las coordenadas del cubo al que pertenece
ho.

Observe que un recorrido sobre S es un ciclo que contiene
todas las caras externas en S.

2. Se ice que S es recorri
(Ct"Hi), Cia -
tales que:

e por ciclos si existen CIt =
... CI* m<C* H*> ciclos sobre S

a) Ce jc es cara externa en S> = <c 1 existe i tal
que c es elemento de la sucesion H*> y

b) Para cada cara externa c de S, si c es elemento
de H* y tambien de Hj entonces i = j.

Ahora una propiedad general sobre soélidos.
PROPOSICION 4.8

Todo sélido S partido regularmente y conexo es recorri
por ciclos.

DEMOSTRACION

Sigue de aplicar cualquier funcion de asignamiento de
sucesiones hamiltonianasortogonales a los cubos unitarios de S
de igual manera que en el algoritmo 4.1. La demostracion se hace
por induccién sobre el numero de cubos en el sélido y s6lo es una
generalizacion simple de la idea presentada en la fig. 4.11, que
se deja al lector.

Nuestro objetivo es dar un algoritmo que a partir de un
recorrido por ciclos encuentre en el mejor de 1los casos un

recorrido; si no, que sirva para reducir el namero de ciclos si
es que se puede. La 1idea es juntarloscomo se indica a
continuacion.

La fig. 4.13.a muestra nuevamente al sélido de la fig. 4.10,
sin embargo se han cambiado los trazos de las caras Ci, Ca, Csy
c* de tal forma que aparece un recorrido sobre S. Esta forma de
“pegar” los no es Unica; véase que en 4.13.b también aparece
un recorrido aunque ahora las caras alteradas son di, da, d* vy
d*. Como se ve, hay que encontrar una estrategia para romper
ciclos y restituirlos formando uno solo; el criterio para saber
en que parte hacer el rompimiento es o que aun no hemos
determinado en general de manera practica (existe pues el
problema es finito y puedeusarse algon algoritmo de vuelta
atras), lo mas quese ha podido hacer es dar un criterio que en
un buen numero de caso sirve. Expliquémoslo:
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0) LOS TRAZOS DE LA FI6 3.9b b) IDEM, 0) PERO CON LAS CARAS
SE MODIFICAN SOBRE LAS Cl, D2, D3 Y D4.
CARAS (I, C2,C3 Y C4 PARA
FORMAR  UN RECORRIDO.

FI6. 413 PEGADO DE CICLOS PARA FORMAR UN
RECORRIDO.

FIG.4.14 CICLOS PRODUCIDOS AL USAR RECORRIDOS
ORTOGONALES.
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La fig. 4.14 muestra un cubo S formado por varios cubos
unitarios. Después de asignarle recorridos ortogonales a estos
cubos, observamos que sobre la superficie de S aparecen ciclos y
la mayoria de estos tienen forma cuadrada e involucran sélo
cuatro caras. En general, sobre sélidos que tienen areas planas
extensas en su superficie se observa lo mismo al hacer cualquier
asignamiento. Esto puede aprovecharse para pegar ciclos de la
manera siguiente: (la explicacion se hace para la fig. 4.15,
pero es facilmente generalizable).

a) b)
FIG. 415 PEGADO DE DOS CICLOS.

Primero tomamos una cara C arbitraria sobre S (ver fig.
4.15.a) y marcamos con un trazo mas fuerte el ciclo al que
pertenece C; luego nos fijamos en un vecino de C no marcado, por
ejemplo la cara D; ahora, vemos que E := C*".LIGA[C~.sall es
vecino de F j= DA.LIGACD,.ent] (las caras se indican en 4.15.a).
Esto es suficiente para saber que los ciclos involucrados se
pueden pegar, pues si hacemos los asignamientos

Cr.sal  s= Entrada en CA.LIGA que tiene un
apuntador a D's.
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.ent = Entrada en D"S.LIGA que tiene un
apuntador a CA.

E~.ent := Entrada de EA.LIGA que tiene un
apuntador a FA.

FA.sal  := Entrada en FA.LIGA que tiene un
apuntador a E~.

entonces los trazos se modifican en la forma que aparece en la
fig. 4.15.b; finalmente marcamos todo el ciclo producido al
pegar.

Para marcar ciclos, se introduce una nueva variable booleana
Ilamada "rec” en la variables de tipo TCara, Yy se va recorriendo
el ciclo, poniendo "rec := true".

A continuacion seguimos recorriendo el ciclo a partir de la
cara que sigue a CA.sal y continuamos buscando posibles
candidatos a pegarse al ciclo construido. Pongamos con todo
detalle este algoritmo.

ALGORITMO 4.2

Algoritmo para pegar los ciclos que aparecen, sobre la
superficie de un sélido S partido reguldrmente, conexo y no
simple. (Siempre que se pueda).

ENTRADA:

Un apuntador Ilamado CARA_REFERENCIA a una variable de
tipo TCara que nos conecta a la grafica de adyacencia de
caras de S. Se supone que previamente se ha aplicado el
algoritmo 4.1.

SALIDA:

El mismo apuntador de la entrada, sélo que ahora se han
modificado algunos campos ent y sal de las variables que
representan las caras externas, de modo que se reduce el
numero de ciclos, y en el mejor de los casos se llega a un
recorrido para S.

ALGORITMO:

1. Se hace CP := CARA_REFERENCIA;

2. Se marca el ciclo al que pertenece la cara CP;

3. MIENTRAS exista CS, cara no marcada vecina a una de
las caras del ciclo al que pertenece CP
HACER: (CS no debe haberse visitado antes).

3.1 CP := cara sobre el mismo ciclo de CP vecina a CS}
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3.2 CPDes := CP"".LIGACCP-"".sal 3» {Cara Posterior a CP}
3.3 CSArtt := CS~.LIGACCP"".ent3; {Cara Anterior a CS>

A continuacion, si es posible se rompen los ciclos y
asociados con CP y CS, restituyendo las de
manera apropiada. Esto es lo que hace la siguiente
seccion de coédigo.

3.4.1 SI CPDes es vecina de CSAnt ENTONCES!

CPA .sal entrada en CS"-LIGA que apunta a CP-

CS".ent entrada en CP*".LIGA que apunta a CS.

CSAnt""-sal i= entrada en CPDes"".LIGA que apunta
a CSAnt.

CPDes*".ent := entrada en CSAntLIGA que apunta
a CPDes.

CP = es;
Se marca el ciclo al que pertenece CP.
3.4.2 DE LO CONTRARIO!

CP := CPA.LIGACCPA.salD {Observe que estamos
cambiando de ciclo)

TERMINA EL ALGORITMO.

//

Veamos paso a paso como funciona el algoritmo 4.2 con el

s6lido mostrado en la fig. 4.12. En adelante le llamaremos "sélido
cr.

Inicialmente partimos de la grafica de adyacencia de caras
del sélido C y un apuntador a una de sus caras como se muestra en
la fig. 4.16.a.

En el paso 1 hacemos CP = CARA_REFERENCIA y se marcael
ciclo al que pertenece CP- La primera cara no marcada que
hallamos al seguir el ciclo de CP es CS que se encuentra buscando
en las entradas de CP"".LIGA. (Ver fig. 4.16.b). De esta manera
entramos a la iteracion correspondiente al paso 3.

De acuerdo a los pasos 3.2 y 3.3 encontramos CPDes y CSAnt,
que como puede verse en la fig. 4.16.C son vecinas, luego podemos
pegar los ciclos correspondientes haciendo los asignamientos de
3.4.1. Al terminar hacemos el asignamiento CP = CS, para obtener
la configuracion que se ve en la fig. 4.16.d.

En la siguiente iteracidon del paso 3, se observan los

cambios mostrados en las figuras 4.16.e y 4.16.f. La tercera
iteracion da como resultado la estructura representada en 4.16.9.
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0) TRAZOS PRODUCIDOS POR UNA
ASIGNACION DE RECORRIDOS
ORTOGONALAS AL SOLIDO MOS
TRADD,

€) EJECUCION DE LOS ASIGNAMIENTOS
31, 32 Y 33

+) EJECUCION DE LOS ASIGNAMIENTOS
31,32 Y33 DE LA SEGUNDA
ITERACION DEL PASO 3.

b) CONFGLRACION AL TERMINAR LO#
PASOS 1Y 2.

d) CONFIGURACION AL TERMINAR LA
PRIMER ITERACION DEL PASO 3

() CONFIGURACION AL TERMINAR 1A
SEGUNDA ITERACION DEL PASO 3

H6. 416 APLICACION DEL ALGORITMO 4.2



«) CONFIGURACION AL TERMINAR TRES h) RECORRIDO  FINAL.
ITERACIONES DEL PASO 3.

F6. 416 APLICACION DEL ALGORITMO 4.2  CONTINUACION.

Si  continuamos de esta manera, se obtiene finalmente el
recorrido mostrado en 4.16.h.

Sin embargo, la estrategia de pegado del algoritmo 4.2 no es
completa, pues existen sélidos como el mostrado en la fig. 4.17
donde hay ciclos que no se pueden pegar a ningln otro; en el caso
de la fig. 4.17 el ciclo marcado con linea fuerte no se puede
pegar con los otros. Esto se debe a que si recorremos este ciclo,
la condicion 3.4 es siempre falsa.

FG. 417 CICLO NO PEGABLE* USANDO EL ALGORITMO 4.2

Aun cuando parece muy complicado el problema mostrado en la
fig. 4.17, se puede resolver haciendo uso de los recorridos para
cubos unitarios del tipo mostrado en la fig. 4.18. Sobre ésto
se hablard en la préxima seccioén.
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4.7 GENERACION DE RECORRIDOS USANDO UN NUEVO TIPO DE ASIGNACION
DE RECORRIDOS A CUBOS UNITARIOS.

El objetivo fundamental de esta seccion es encontrar una
forma alternativa de asignacién de recorridos sobre cubos
unitarios para resolver (no totalmente) los problemas vistos en
la seccidén precedente. Veamos este nuevo tipo de recorridos sobre
cubos unitarios.

HG. 418 RECORRIDOS SEMIORTOGONALES.

La fig. 4.18 muestra un dibujo que nos recuerda los
recorridos ortogonales de la fig. 4.2, la diferencia estad en la
forma de los trazos sobre las caras de los cubos unitarios, vya
que sobre algunas de ellas aparecen trazos rectos. Podrimos ver
una caracterizacion rigurosa de los recorridos mostrados en la

f 4.18, pero creemos que el lector puede encontrarla
facilmente. Para identificar el tipo de recorridos mostrados en
la  figura, les asignaremos el nombre de  Recorridos
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Semi ortogonal es.

Lo importante de estos recorridos es que cumplen la misma
propiedad de los ortogonales, en cuanto a que los trazos sobre
las caras de contacto en los cubos representados en la fig. 4.18
coinciden y tienen sentidos opuestos. Como recordara el lector
ésto fué suficiente para recorrer sélidos simples. Asi, del mismo
modo como se usaron funciones de asignamiento de recorridos
ortogonales también pueden usarse recorridos semiortogonales. La
proposicion 4.7 puede demostrarse usando recorridos
semi ortogonal es.

Dejemos por el momento pendientes los recorridos
semiortogonal es para definir algo que se conjuga con éstos para
determinar recorridos.

DEFINICION 4.9
Sea S un s6lido partido regularmente conexo.

1.- Se dice que C es un cubo libre en S, si 5 o mas caras de
C son caras externas en S.

2.- La parte no simple de S, es el sdélido S ™ que se obtiene al
aplicar el algoritmo siguiente:

§* = S.

MIENTRAS QUE S ” tenga cubos libres HACER:
s~ - ic ! c es un cubo libre en S*>

TERMINA.
/7
El  lector puede verificar facilmente que la parte no simple
de un sélido simple es el vacio. También puede ver que la parte
no simple del sélido de la fig. 4.17 es la mostrada en 4.12. A

continuacion se muestra el porqué es importante considerar la
parte no simple de un sélido.

PROPOSICION 4.9

Sea S un so6lido partido regularmente conexo. Si la parte no
simple de S es recorrible, entonces S es recorrible.

DEMOSTRACION

La demostracién es por induccién sobre el namero de
iteraciones del algoritmo de la definici6n 4.9.2 para hallar la
parte no simple S ~de S.

CASO BASE: 0 iteraciones.
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En este caso nada hay que probar pues S~ = S.

CASO  INDUCTIVO: Supongamos que se vale para k iteraciones,
pero para encontrar S" necesitamos k+1 iteraciones.

Si  para hallar S ~necesitamos k+1 iteraciones, sea Si el
s6lido obtenido después de una iteracion, como el algoritmo
para hallar la parte no simple de Si tiene k iteraciones, Si
es recorrible.

Sean C», ... , C, los cubos libres en S que se eliminaron en
la primera iteracion. Los trazos en la cara externa de S*,
de contacto entre Ci y Si vista de frente puede tener
alguna de las -formas que se muestra en la -fig. 4.19, para
cada caso se da un recorrido semiortogonal que se puede usar
para obtener un recorrido sobre « sélido Si U Ci. Lo mismo
vale para Ca......... Cn. Es decir se pueden incorporar a Si
los cubos e nados en la primer iteracién, logrando
-finalmente un recorrido para S.

CARA CE SI.

CUBOS ELIMINADOS EN
LA PRIMER ITERACION.

SOLO CONSIDERAMOS ESTE TIPO DE TRAZOS PARA LAS CARAS
DE S. PUES BALVO ROTACIONES SON LAS UNICAS QUE SE
PRESENTAN.

FIG. 4.19 POSIBLES TRAZOS SOBRE LAS CARAS DE S.

En la fig. 4.20 se muestra una aplicacion de esta
proposicion para recorrer el sélido de la fig. 4.17. Los trazos
en 4.20 no muestran de manera muy clara el vrecorrido, para
entender mejor como estan, si se quitan los "chipotes” se vera el
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recorrido en 4.16.h; los demds cubos se recorren usando
recorridos semiortogonal es apropiados.
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HG. 420 SOLUCION AL PROBLEMA DE LA Fl6. 4.17

4. CONCLUSIONES

En este capitulo hemos estudiado una estrategia que pretende
encontrar recorridos sobre sélidos conexos partidos regularmente.
Los algoritmos se basan principalmente en la grafica de
adyacencias de cara del s6lido y los recorridos ortogonales.

Desgraciadamente en muchos casos el algoritmo 4.1 “genera un
recorrido por ciclos para s6lidos. En algunos casos es posible
solucionar este problema aplicando el algoritmo 4.2 al resultado
de 4.1, sin embargo siguen existiendo s6lidos que no se pueden
recorrer asi.

La razén por la que un s6lido no se puede recorrer mediante
la combinacién de los algoritmos 4.1 y 4.2, es que puede tener
muchos “chipotes” o dicho de mejor manera muchos cubos libres.
Este se puede solucionar en alguna medida si se elimina la parte
simple de un sélido y se recorre lo que quede. Sin embargo siguen
existiendo sé6lidos no recorribles (trate el lector de imaginar un
ejemplo).

Actualmente contamos con estrategias de pegado de ciclos que
permiten recorrer s6lidos no considerados en los algoritmos
presentados, desgraciadamente tienen una complejidad
computacional alta y su formalizacion es dificil de ponerse. Por
otro lado los algoritmos dados se comportan muy bien en la
practica pues para los sélidos que hemos probado siempre se han
encontrado recorridos. Hemos construido sélidos que no se pueden
recorrer, pero no creemos que sea tan malo tener un recorrido por
ciclos, siempre y cuando el nlimero de éstos no sea muy grande.

74






CAPITULO V

RESULTADOS Y APLICACIONES

Los algoritmos discutidos en los capitulos Il 'y 1V, se
programaron en Pascal. En este capitulo mostramos los resultados
obtenidos y damos aplicaciones de los recorridos sobre sélidos.

Para ver si los algoritmos del capitulo IV son aceptables
para hallar recorridos, se probaron aplicandolos a sélidos
generados aleatoriamente. Consideramos que la generacién es de
interés, por lo que se presenta en la primer seccion del
capitulo.

5.1 ALGORITMO PARA LA GENERACION ALEATORIA DE SOLIDOS PARTIDOS
REGULARMENTE Y CONEXOS.

El objetivo de este algoritmo es encontrar aleatoriamente la
representacion matricial A de un s6lido S conexo partido
regularmente. La idea se explica a continuacion:

Se supone que A tiene dimension NxNxN, donde N es algln
namero natural positivo.

Se parte de una representacion matricial correspondiente a
un cubo unitario C colocado en el centro de A. Luego se genera un
nimero aleatorio entre 0 y 5, que indica donde se puede poner un
cubo vecino a C de acuerdo a lo siguiente:

VALOR DE NUMERO EL VECINO SE
GENERADO PONE

A la DERECHA
ARRIBA
ADELANTE

A LA 1ZQUIERDA
ABAJO

ATRAS

OB WN RO

se repite este paso de generaciéon devecinos de C un numero de
veces al que Ilamaremos N_INTENTOS(0).

Para distinguir el momento en que apareci6é cada cubo durante
la generaci6n, asociamos a cada uno un numero al que llamaremos
nivel, que corresponde al orden en que -fufe generado. Este nlUmero
se de-fine para C como cero y para los vecinos de C hasta ahora
generados como 1.

Para seguir formando el sélido,tomamos los vecinos de C y
para cada uno de ellos les generamosvecinos de manera similar
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a_ la usada con C. Estos nuevos vecinos tienen por definicion el
nivel 2. El nlmero de intentos utilizados para encontrar los
vecinos de los cubos en el nivel 1 esen todos los casos un
mismo nimero no negativo al que llamaremos N_INTENTOS<1).

De manera analoga se usan ndmeros  nonegativos
N_INTENTOS(2), N_INTENTOS(3etc que indican el nimero de
intentos permi les para tratar de generar vecinos de los cubos
en los niveles 2, 3, etc.

Podemos pensar que N_INTENTOS es una funcién que va de los
naturales positivos en los naturales. Para garantizar que la
generacion del s6lido en algin momento va a terminar, pedimos que
N_INTENTOS sea no creciente y que exista un nivel k tal que
N_INTENTOS(K) = O.

La fig. 5.1 muestra una funcion decreciente que tiende a
cero, de manera que si tomamos la restriccion de ésta en los
naturales  positivos obtendremos una forma apropiada para
N_INTENTOS. Obsérvese que a medida que sea mas lento el
decrecimiento _de esta funcion, lograremos sélidos mas grandes. En
nuestro algoritmo optamos por la funcién!

f(x) = <1-<x-0.9)/<x+1))*10
que se comporta de la manera mostrada en la fig.. 5.1. la
restriccion de esta funcién a los naturales puede determinarse
como!

F_INTENTOS(x) = trunc(F(x)>

que serad usada eln el algoritmo 5.2.

FIG.51 FORMA TIPICA DE LA FUNCION N.INTENTOS.
v



A continuacién se da con todo detalle este algoritmo.
ALGORITMO 5.2
GENERACION ALEATORIA DE SOLIDOS

ENTRADA:

Una A matriz de tipo TMatriz. Se supone que al entrar
contiene al sélido vacio.

SALIDA:

La misma matriz de la entrada, sdélo que ahora contiene
la representacion de un sélido partido regularmente conexo.

OBSERVACIONES SOBRE EL ALGORITMO.

Cuando se genera un vecino V para algin cubo, se revisa
que V no esté ya en el solido. Si esté ignoramos a V, pero
si no entonces ponemos la entrada correspondiente de A en
TRUE y guardamos en una pila las coordenadas de V, asi como
el nivel en que fué generado. A esta pila le llamaremos PILA
y solo aparece en el algoritmo a través de dos
procedimientos denominados METE y SACA que tienen el sentido
usual en el manejo de pilas.

Los procedimientos METE y SACA tienen la forma:
METE(PILA,x,y,z,nivel)5s SACA(PILA,x,y,z,nivel)
donde: (x,y,z) son las coordenadas del cubo
nivel es el nivel que le corresponde al
cubo.
La dimensién de A es MaxNCubos x MaxNCubos x MaxNcubos.
Usamos wuna funcién llamada RANDOM(n), que genera
nimeros aleatorios entre 1y n.
ALGORITMO.
Empezamos generando las coordenadas del cubo

y
lo colocamos en PILA para iniciar el algoritmo. x,y,2)
son las coordenadas del cubo.

X 1= MaxNCubos div 2; y = x, z = X;
METE(PILA,X,y,Z,1)>

REPITE
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SACA(PILA,X,y,z,nivel)i
N_Intentos := F_INTENTOS(nivel);
PARA I s= 1 HASTA N_lIntentos HACER:
NCara := Random(6) - 1;
Sl NCARA > 2 HACER suma := -1 DE LO CONTRARIO suma

SEGUN EL VALOR DE NCARA HACERs

0: METE(PILA,x+suma,y,z,nivel+l)5
1: METE (PILA, < y+suma, z,nivel +1)5
2: METE(PILA,X,y,z+suma,ni vel +1)

HASTA QUE PILA esté vacia.

TERMINA EL ALGORITMO.

5.2 RESULTADOS DE LOS ALGORITMOS EXPUESTOS EN EL CAPITULO
ANTERIOR

Como vya se dijo, se programaron en Pascal los algoritmos
para determinar la gréafica de adyacencia de caras de un sélido y
el algoritmo para encontrar recorridos ortogonales. También se
programé el algoritmo para generar sélidos partidos regularmente
conexos y se probaron de acuerdo a lo siguiente.

1. Al generar aleatoriamente un sélido se encuentra su parte
no simple vy trabajamos con élla. Esto se hace porque
buscamos primero un recorrido sobre su parte no simple y
si se encuentra, reincorporamos los cubos que falten de
la forma explicada en la proposicién 4.9.

2. Los algoritmos se programaron con la generalidad
suficiente paraque la asignacion de recorridos
ortogonales pueda elegirse arbitrari amente.

3. Se programarontambién asignaciones de recorridos
semiortogonal es.

4. Se hizo una blGsqueda exhaustiva de recorridos, agotando
los asignamientos de recorridos ortogonales y
semiortogonal es hasta encontrar un recorrido.

5. Una vez determinado un recorrido para la parte no simple
de un sélido, se "pegaron™ los cubos eliminados.

El resultado obtenido fué por demas satisfactorio, en ningln
caso se obtuvo un sélido que no fuera recorridle. Por esta razén,
aun cuando contamos con estrategias mas complicadas de pegado de
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recorridos, creemos que no es necesario complicar los algoritmos.

Los listados de estos programas no se dan por ser largos.

5.3 APLICACIONES

1. GENERACION DE CADENAS PARA REPRESENTAR EN MEMORIA
SECUNDARIA LA SUPERFICIE DE UN SOLIDO.

Esto es el equivalente a las cadenas de Freeman, sélo
que en tres dimensiones. Estas cadenas tienen la forma:

kel eees , kn,

donde n es el numero de carassobre el sélido. Cada
elemento de esta cadena se asocia con una cara externa; por
supueso se debe guardar la referencia coordenada de la cara
a la que se asocia ko- A diferencia de los elementos en una
sucesion hamiltoniana, k* es una referencia relativa
respecto a ki_i, para toda i entre 1 y n. Veamos con todo
detalle ésto:

0) RECORRIDO SOBRE UN SOLIDO. b) FASE INICIAL.
c) EL RECORRIDO INDICA DOBLAR d) LUEGO SE DA UN PASO »0*
A LA DERECHA ABAJO.

FIG. 5.2 GENERACION DE CADENAS
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En la fig. 5.2.a, semuestra un sélido S y un
recorrido <C,H) para S con H = hO, hi, ... ,hn-i-

La generaciéon de la cadena empieza parando un
observador sobre la cara ho junto a la arista de adyacencia
A® entre ho y hn-i, dando la espalda a la cara hn-i como se
muestra en 5.2.b. La idea es guardar en k@ la direccidn en
que tendria que moverse el observador para que caminado
sobre la cara hO llegue a la cara hi y se pare nuevamente
junto a la arista A» de contacto entre ho y hi, dando Ila
espalda a la cara h© (suponemos una trayectoria minima).

Al inicio de su movimiento el observador tiene tres
opciones para caminar sobre la cara h® para llegar a la
arista Axs A la derecha, adelante y atras. En el recorrido
mostrado en 5.2.adebe moverse a la derecha (véase la fig.
5.2.C). Lo Unicoque le -faltaes pararse enh», para esto
tiene que dar un paso ya sea 90 grados abajo, de -frente o
90 grados arriba, (ver en la-fig. 5.2.d que elrecorrido
indica ir hacia abajo).

La direcciéon de movimiento del observador tiene 3*3
posibilidades y depende de la forma del recorrido usado,
4 bits son suficientes para almacenar esta informacion. En
los dos primeros se guardasi el mov ento fué a la
derecha, adelanteo a la izquierda, y en los otros dos se
guarda si el movimiento para llegar a hi fue @bajo, de
frente o arriba, de acuerdo al coédigos

Primeros dos bitss

DERECHA - 00
ADELANTE - 01
I1ZQUIERDA--- 10

A estos bits les llamaremos
CODIGO DE TRAYECTO.

Siguientes dos bits:

ABAJO - 00
DE FRENTE- 01
ARRIBA - 10

A estos bits les llamaremos
CODIGO DE DOBLADO.

(Los bits los contamos de izquierda a derecha).
De esta manera se guarda la direccién de movimiento
del caminante en k0, de manera anadloga se construyen ki,

ka, >>e ,kn-i-

Definamos rigurosamente las cadenas.

81



DEFINICION 5.1

Sean S un s6lido partido regularmente y conexo, y R =
<C,H) un recorrido sobre S con H = h®, hi, ees , h.n-i> La
cadena de recorrido para S segiin R denotada por C*, es una
triada de la forma C, = (C,T,K), donde C es la misma C de
R, K es una sucesién de la -forma K = k«, Ki, , kn-i
construida de la -forma indicada arriba y T es el tipo de
cara asociado con hO.

1/

5.3 muestra
La sucesion

Para ejemplificar estas cadenas, la fi
un sélido S y un recorrido sobre su super
K de la cadena asociada al recorrido esj

k0O = 0000 k15 = 1000
kl = 1010 klo = 0010
k2 = 0000 k17 = 1000
k3 = 1000 k18 = 0000
k4 = 0000 kl9 = 1000
k5 = 1000 k20 = 0000
kfe = 0010 k21 = 1010
k7 = 1000 k22 = 0000
k8 = 0000 k23 = 1000
k9 = 1000 k24 = 0000
klI0 = 0000 k25 = 1000
kIl = 1010 k26 = 0010
k12 = 0000 k27 = 1000
kI3 = 1000 k28 = 0010
kl4 = 0000 k20 = 1000

El lector puede observar que kO mkl0 = k20; kI = kIl

= k21; ... k9 = k19 = k29. Esto se puede usar para escribir
de manera compacta la cadena. (Usaremos notacién de
listas):

3(0000,1000,0000,1010,0000,1000,0000,1000,0010,1000)
Recordemos que estas cadenas tienen un caracter ciclico, de
manera que si hubiéramos tomado como cara inicial del recorrido a
has>* entonces se podria comprimir mas el cédigo como:
3(2(1000,0000),1010,2(0000,1000),0010)

Podria hablarse de algoritmos sobre cémo compactar
cadenas pero esto no lo tocamos aqui.
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a) RECORRIDO SOBRE UN SOLIDO.

6) PARA LLEGAR DE Pl A P2 SE DOBLA A LA DERECHA
Y DESPUES ABAJO.

FIG. 53 GENERACION DE CADENAS.
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2. DESDOBLADO DE SOLIDOS

Una -forma de construir un cubo usando cartulina vy
pegamento es hacer los trazos mostrados en la -fig. 5.4, se
corta sobre su contorno, se dobla sobre cada una de las
aristas en direccién apropiada y -finalmente se pone
pegamento sobre las pestafias y se arma el cubo. Nuestro
objetivo en esta seccién es motivar coémo un recorrido sobre
un s6lido S, genera de manera natural un esquema
equivalente para construir con cartulina U otro material
laminado el sélido S.

FIG. 5.4 MODELO PARA CONSTRUIR UN CUBO.

Se puede explicar formalmente en que consiste el
problema de desdoblar un s6lido siguiendo un recorrido
dado, pero creemos que es mas ilustrativo que el lector
siga los dibujos de la fig. 5.5. Obsérvese que esto no da
un esquema para la construccién de un sélido con cartulina
diferente al mostrado al de la fig. 5.3.

Sin embargo hay un pequefro problema si queremos usar
esto empleando cartulina. La fi 5.6 muestra un toro y un
recorrido asociado. Invitamos al lector a que desdoble este
s6lido utilizando el método de la fig. 5.5; encontrard que
hay dos cuadros correspondientes a caras distintas sobre el
toro que estrictamente deben ocupar la misma posici6n en la
cartulina. Pensamos que ésto se encuentra muy ligado al
orden topologico de un sélido pero no lo hemos estudiado.

Con todo vy el problema manifestado en la fig. 5.6
creemos que el desdoblado inducido por un recorrido puede
ser de utilidad para la modelacién de sélidos colocando
cara por cara de manera automatica <por un robot).
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FIG. 5.5 DESDOBLAMIENTO DE UN CUBO UNITARIO.
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FI6. 5.6 SOLIDO CON REGULARIDADES AL DESDOBLARSE

El  lector no encontrara dificil ver que una vez
hallada la cadena de un sélido segin algin recorrido es muy
simple determinar el desdoblamiento asociado.

5.4 CONCLUSIONES

La importancia de los algoritmos presentados se hace patente
no so6lo desde el punto de vista tedrico sino por la utilidad que
puedan tener en todas aquellas aplicaciones que requieran
representar linealmente la frontera de un sélido. Pueden servir
para almacenar sé6lidos tridimensionales, para transmitir sélidos
por una linea de comunicacién, para modelar sélidos por medios
mecanicos, etc. Seguramente el lector encontrara alglin tipo de
aplicacion a la forma de recorridos presentados. Queda como
problema abierto la demostracién de la hipoétesis de que todo
s6lido partido regularmente conexo es recorrible; si bien no
logramos demostrala, tampoco podemos rebatirla
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es:

Lo que el lector debe considerar como mas importante en este trabajo

a) El algoritmo para encontrar la grafica de adyacencias
sélido.

b) Los recorridos ortogonales.
c) El algoritmo para fusionar recorridos.

d) El algoritmo para pegar ciclos.
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