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Resumen

Uno de los problemas fundamentales en mecénica cuantica es encontrar soluciones
a las ecuaciones de Schrodinger y Dirac que sean cuadrdticamente integrables. Una
forma de encontrar estas soluciones es usando la simulacién por computadora. Para
ello se requiere de tener un modelo matematico-computacional que nos ayude a tener
los algoritmos sobre los cuales se ejecutara la simulacién. Por consecuencia, el objetivo
principal de esta tesis es encontrar este tipo de soluciones. Los paquetes de ondas se
utilizan para formar soluciones cuadraticamente integrables. El paquete de ondas es
una superposiciéon de soluciones a las ecuaciones de onda, que corresponden al espec-
tro del sistema. Ademds, los paquetes de onda permiten estudiar el comportamiento
de los sistemas cudnticos. Debido a que un paquete de onda se plantea como la super-
posicién de estados base, la solucién obvia es usar sumas y/o integrales de Riemann,
dependiendo del espectro del sistema. Sin embargo, la tarea de encontrar, identificar
y manejar el espectro es dificil. Una solucién a este problema es trabajar el espectro
mediante la funcién de densidad espectral p y construir el paquete de ondas como
una integral de Stieltjes, donde p es la funcion integradora. Esto tiene la ventaja de
que no se calcula el espectro ni tiene importancia si el sistema tiene espectro discreto o
continuo.

En este trabajo de tesis desarrollamos un método matematico para obtener a la fun-
cién de densidad espectral p. Para ello, aprovechamos la relacién que existe entre la
funcién p y la funcion m de Weyl-Titchmarsh, que aparece en el problema singular de
Sturm-Liouville, para calcular a la funcién de densidad espectral y construir los paque-
tes de onda como integrales de Stieltjes. Debido a que encontrar a la funcién m no es
una tarea sencilla y como la funcién m tiene la forma de una transformacién de Mobius;
podemos aprovechar las propiedades geométricas en el plano complejo que esta trans-
formacion tiene para obtener las propiedades al infinito y en el eje real de la funcién m
en el dominio de valores propios. De esta forma podemos deducir el comportamiendo
de las soluciones del problema singular de Sturm-Lioville que permitan contruir la
funcién m de Weyl-Titchmarsh. Este enfoque tiene la ventaja de poder describir con
mayor precision las caracteristicas asintéticas de las soluciones que forman a la fun-
cién m, y ademads de que incorporamos el soporte matematico que hay en la teorfa de
Wely para ayudar a explicar el comportamieto de los paquetes de onda. Probamos el
método propuesto realizando simulaciones en sistemas cudnticos sencillos que tienen
espectros discretos y espectros continuos y los resultados que se obtienen son similares
a los que se manejan en la literatura.



Abstract

Obtaining square integrable solutions to Schrodinger and Dirac equations is a fun-
damental problem in quantum mechanics. One way to obtain this solutions is using
computer simulation. To do this, you must have a mathematical computational model
that helps us to describe the algorithms on which the simulation is run. Accordingly,
the main objective of this thesis is to find such solutions. The wave packets are used to
build square integrable solutions.A wave packet is a superposition of the solutions to
the wave equations corresponding to the spectrum of the system. Moreover, the wave
packet allows to study the behavior of quantum systems. Since a wave packet is the
superposition of states, the obvious solution is to use Riemann sums and/or Riemann
integrals depending on the spectrum of the system. However, the task to obtain, iden-
tify and manage the spectrum is difficult. One solution to this problem is to manage the
spectrum using the spectral density function p and build the wave packet as a Stieltjes
integral. t is important neither to compute the spectrum nor to know its type to build
wave packet.

In this thesis we developed a mathematical method to obtain the spectral density
function p. To do this we use the relationship between p and the Weyl-Titchmarsh m-
function to compute the spectral density function. With this function we can build the
wave packets. The m-function appear in the Weyl theory or singular Sturm-Liouville
problem. Since the m function is difficult to calculate and the m function and how
this function is a Mdbius transformation, we can use the geometric properties of the
Mobius transformation on the complex plane to obtain the properties at infinity and in
the real axis of the Weyl-Titchmarsh m-function. This approach has the advantage of
being able to describe more accurately the asymptotic characteristics of solutions that
are in a m-function, and that incorporates the mathematical support of the Wely theory
to help to explain the behavior of the packets wave. We tested the proposed method
by simulations in simple quantum systems and the results were similar to those in the
literature.



Capitulo 1

Introduccion

Simulacion es el uso de un modelo para desarrollar conclusiones que proporcionen una
visidn sobre el comportamiento de cualquier elemento del mundo real. La simulacién
por computadora usa el mismo concepto pero requiere que el modelo sea desarro-
llado mediante un programa en una computadora. En la actualidad, la simulacién por
computadora se presenta como una herramienta importante para estudiar y entender
fenémenos naturales. Al campo de estudio que se dedica a aplicar la simulacién por
computadora a problemas de disciplinas cientificas y de ingenieria se le conoce como
Computacion Cientifica.

La computacion cientifica estd estrechamente ligada a la experimentacién numérica,
visualizacion y resoluciéon de problemas de cardcter cientifico dentro del contexto de
la experimentacién computacional. Esto es, aprovechar el conjunto de técnicas, méto-
dos y paradigmas de computacion para representar y resolver problemas cientificos.
Muchos problemas en computacién cientifica requieren de gran poder de computacioén
para resolver un problema. El uso de supercomputadoras o clusters es comtin en esta
drea de computacion, aunque no es una condicién general.

En la figura (1.1) se presenta, de manera resumida, los pasos que se usan en la com-
putacion cientifica. El éxito de un proyecto de sumulacién por computadora depende
mucho del cuidado en que se realicen cada uno de estos pasos. Estos pasos son:

parametros

-Analisis estadistico

Aproximacion
numérica

Algoritmos

resultados
(Visualizacion
Cientifica)

ati —  Simulacién por |4 Validacion y
Datos del problema Modelo matematico TR
Geometria postprocesamiento
- Identificacion de Ecuaciones Visualizacion de Comparacion con
diferenciales

experimentos

Opinién de expertos

Figura 1.1: Pasos en un proceso de computacion Cientifica




Datos del problema: En este paso se identifica el tipo de informacién que se tiene o
que se puede utilizar para el proceso de simulacién por computadora. Ya se que
los datos se adquieran de instrumentos de medicién, de algtin proceso de analisis
estadistico, de otra simulacién, o de la experiencia de los usuarios de la simu-
lacién, que son los cientificos e ingenieros interesados en estudiar los fenémenos
del mundo real.

Modelo matemadtico: En este paso se elige el modelo que se utiliza para representan
el fenémeno del mundo real. La modelacion matematica ayuda a describir di-
ferentes aspectos del mundo real, su interaccién y su dindmica a través de las
matemadticas. Este modelo debe ser lo suficientemente descriptivo para obtener
el tipo de aproximacién numérica que se utilizard y finalmente poder representar
el modelo mediante un algoritmo.

Simulacién y postprocesamiento: En este paso se desarrollan y ejeutan los progra-
mas, basados en los algoritmos que se obtienen del modelo, para obtener resul-
tados. Los datos se procesan para ser presentandos graficamente a los usuarios,
es decir, se someten a un proceso de visualizacion cientifica.

Validacidn y verificacién : Se somete a un proceso de comparacién para determinar
si los resultados son correctos. Este paso es uno de los mas dificiles de realizar en
el proceso de simulaciéon. Generalmente se comparan con resultados analiticos,
experimentales o por la opinién de expertos.

El modelo matematico es el que da un soporte confiable a la simulacién. Este modelo
es la abstraccion matematica del fenémeno que se esta estudiando [1][2]. Por ejemplo,
las ecuaciones diferenciales representan el modelo que se sigue para describir muchos
fenémenos fisicos. Un punto de importante en la simulacién por computadora es su
validacién, ya que esto determina si los resultados son correctos o no. Si no se tiene
cuidado en este punto, se pueden obtener conjeturas erréneas. La validacién de los
resultados que se obtienen de la simulacién dependen tanto del modelo matematico,
como de los datos de entrada. Si los datos de entrada que se aplica a un modelo no
corresponden con el fenémeno del mundo real.

Actualmente existe una discucién sobre la relevancia de la simulacién por com-
putadora dentro del método cientifico. Algunos autores sugieren una evolucién en
el método cientifico, donde ademas de la observacion, teoria y experimentacién, ahora
se incluya la simulacién, experimentaciéon numérica [2][3][4]. Otros son més conser-
vadores comentando que el método cientifico es una guia para desarrollar un proyecto
confiable de simulacién por computadora [5][6], y otros autores comentan que lo im-
portante es el modelo matematico sobre el cual se basa la simulacién [1]. Sea cual sea
el punto de vista, es un hecho que para estudiar muchos fenémenos naturales cuya
experimentacion “tradicional” resulta imposible de realizar, la experimentaciéon me-
diante computadoras (o simulacién) es un medio eficiente que nos permite y permitira
resolver conjeturas importantes, siempre que el modelo matemético sea consistente.
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Esto es, existen una gran cantidad de problemas cientificos y de ingenieria tan comple-
jos que solo pueden resolverse de forma numérica.

Como se ha visto en trabajos como el de [2][7][8], se ha llegado al planteamiento
de muchos problemas en ciencias e ingenierfa, cuya experimentacién “tradicional” re-
sulta dificil o imposible de realizar. La experimentaciéon mediante computadoras es
un medio eficiente que nos permite y permitira resolver conjeturas importantes. Esto
es, existe una gran cantidad de problemas cientificos y de ingenieria tan complejos
que s6lo pueden resolverse de forma numérica. Varias de estas soluciones numéricas
requieren de un gran poder computacional en CPU, memoria o capacidad de almace-
namiento. Estos problemas caen en las siguientes categorias:

e Fisica y quimica cudntica, mecénica estadistica y fisica relativista.
e Cosmologia y astrofisica.

e Dindmica computacional de fluidos y turbulencias.

e Disefio de materiales y superconductividad.

e Biologia, farmacologia, secuencias del genoma, ingenieria genética, modelado de
células, plegado de proteinas y actividad de enzimas.

e Medicina, modelado de 6rganos y esqueleto humano.
e Modelado climético y del medio ambiente.

Estos problemas se han denominado los grandes retos para las ciencias de la computacion
y se publicaron hacia finales de la década de 1980 por Levin [9]. Mas atin, en 2005,
un comité de centros de investigaciones, convocado por Microsoft! realizaron el doc-
umento Toward Science to 2020 [8][10] donde se definen los lineamientos, estrategias,
cambios y potenciales de las ciencias de la computacién y disciplinas afines en la in-
vestigacion cientifica para los préximos doce afios.

Como ya se han mencionado, nuevas dreas del conocimiento se estdn enfocando en
el uso de simulacién por computadora para sus investigaciones, como son biologia y
genética. Sin embargo, aiin quedan muchos problemas que resolver en las disciplinas
que usan a la computacioén cientifica como una herramienta cotidiana, como lo son
fisica y quimica cuantica.

La ecuaciones diferenciales de Schrodinger y Dirac se utilizan para describir a los
sistemas de mecanica cudntica no relativistas y relativistas®. Estas ecuaciones se lla-
man ecuaciones de onda y sus soluciones, funciones de onda. Una de las propiedades
principales de algunos sistemas cuanticos es que tienen asociados niveles de energia
discretos o un espectro discreto. Esta caracteristica se aprecia en los problemas del os-
cilador arménico y atomo de hidrégeno. Este tipo de espectro se asocia a los estados

Microsoft Research Cambridge.
2En este trabajo no abordamos la solucién a la ecuacién de Klein-Gordon.



ligados del sistema. Sin embargo, en muchos sistemas cudnticos, aparecen también
niveles de energia continuos o espectros continuos. Ejemplos muy sencillos de estos
sistemas son la particula libre o el problema del pozo cuadrado. En este tipo de sis-
temas, los niveles de energia continuo estdn asociados a los estados no ligados.

Las funciones de onda tienen una interpretacion probabilista, es decir, el valor abso-
luto al cuadrado de una funcién de onda en el punto z, la expresion |¢(x)|* se inter-
preta como la probabilidad de encontrar a una particula en la vecindad de x. Debido a
esta interpretacion probabilistica se ha impuesto la restricciéon de que las funciones de
onda deben de ser cuadrdticamente integrables. Sin embargo, pocos sistemas cudnti-
cos tienen soluciones cuadrdticamente integrables de manera analitica. Esto es, encon-
trar soluciones a las ecuaciones de Schrodinger o Dirac que que sean cuadrdticamente
integrables, es una tarea dificil desde el punto de vista analitico. La solucién a este pro-
blema se ha enfocado en 3 direcciones principales. La primera es el desarrollo de her-
ramientas matemadticas para obtener, de manera analitica, el espectro y las soluciones.
La segunda es desde el punto de vista fisico, donde se ha contemplado la posibilidad
de hacer extensiones a la teoria [11][12]. La tercera es el desarrollo de técnicas numéri-
cas que involucran el uso de algoritmos con el objetivo de aproximar las soluciones y
obtener los espectros del sistema.

Una forma de obtener las funciones de onda cuadrédticamente integrables es cons-
truyendo paquetes de onda. Un paquete de onda es una superposiciéon de soluciones
ortogonales asociadas al espectro del sistema. También pueden verse como una expan-
sion de Fourier, donde se tiene un sistema de soluciones base que forman a la solucién
tinal. Una forma general para expresar un paquete de onda, que incluye a las regiones
de energia donde se tiene un espectro continuo y donde se tiene un espectro discreto,
es como se presenta en el articulo clasico de Goldberg, Schey y Schwartz [13]:

W(x,t) = Z ane”Erty, (z) + /E a(k)e E®by, (x)dk (1.1)

En esta ecuacion los coeficientes a,, y a(k) estan definidos como:

an = (un,9(,0))
a(k) = (u(k),v(x,0)),

donde, 1(z,0) es el estado inicial del sistema, y las funciones u,(z) y ux(x) son las
soluciones, para los niveles de energia de los espectros discretos y continuos, respecti-
vamente.

Esta forma de construir el paquete de onda se realiza con la superposicién de solu-
ciones estacionarias, debido a que se obtiene la base de funciones para el paquete de
onda, y estas funciones son independientes del tiempo. Entonces, para obtener un
paquete de onda de esta manera, se debe calcular primero el espectro, las soluciones
asociadas a estos niveles de energia, y después encontrar las soluciones propias de
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cada nivel de energia, que forman la base de funciones que nos interesa. Evidente-
mente las soluciones base deberdn cumplir con condiciones iniciales o en la frontera,
dependiendo del sistema cudntico con el que se trabaje.

Desafortunadamente, este enfoque presenta complicaciones al hacer las computa-
ciones para obtener el espectro y las soluciones que complan las condiciones a la fron-
tera que dicte el sistema con el que se trabaje. Hallar el espectro de un sistema cuantico
es factible cuando se trata de un sistema con estados ligados [14][15][16]. Sin embargo,
cuando se trabaja con sistemas con estados no ligados (con potenciales singulares), o
estados coherentes, resulta dificil su manejo [17][18][19][20][21][22][23].

Por esta razén, la mayoria de las construcciones numéricas de los paquetes de onda
se hace integrando las ecuaciones de moviento con respecto al tiempo. Esto permite
estudiar las propiedades dindmicas del sistema. Sin embargo, esta manera de simu-
lar el paquete de ondas mantiene oculto las propiedaes que pudiesen aprovecharse del
estudio del espectro del sistema y que pueden ser de utilidad en la explicacién de fené-
menos que aparezcan en el sistema, por lo que resulta deseable obtener las propiedades
espectrales de los sistemas cudnticos y las soluciones del sistema.

En el estudio de los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales de Schrodinger y
Dirac se puede utilizar la teoria regular y singular de Strurm-Lioville para obtener las
propiedades espectrales del sistema y las soluciones que sean cuadrdticamente inte-
grables. El operador diferencial de Sturm-Liouville tiene la ventaja de poder hacer ex-
tensiones cuando el sistema presenta espectro continuo utilizando la teoria de Weyl, la
cual consiste en manejar el problema singular de Sturm-Liouville. Esto da como conse-
cuencia el manejo de la funcién espectral y que puede ayudar a la explicacién de com-
portamientos como las resonancias, estados metaestables o estados coherentes [18][19]
[22].

Particularmente, en la teoria singular de Sturm-Liouville, conocida también como
teoria de Weyl, aparece la funciéon m. Esta funcién permite obtener informacién rela-
cionada al problema singular que se esta resolviendo y ademas permite construir una
solucién cuadraticamente integrable para cada valor propio complejo con la parte ima-
ginaria distinta de cero. De las propiedades de la funcién m de algtin sistema particu-
lar, se puede obtener una clasificaciéon de soluciones del problema singular de Sturm-
Liouville. Esta clasificacion se obtiene a partir de las propiedades geométricas del
mapeo del eje real al m-plano. En esta clasificacion se obtiene que todas las soluciones
del problema diferencial son cuadraticamente integrables o s6lo existe una solucién
cuadréticamente integrable asociada al problema diferencial.

Los problemas computacionales que se tienen cuando se desea generar un paquete
de onda desde el punto de vista de soluciones estacionarias son: obtener el espectro
aunque bien podria ser de manera analitica—, manejo del espectro, y la construcciéon
de las funciones asociadas a cada nivel de energia valido del sistema. Si tomamos
el enfoque del problema singular de Sturm-Lioville (teorfa de Weyl) contamos con la
herramienta matemaética para trabajar con sistemas que tienen espectros continuos.
Una caracterfstica importante de la funcién m es que su parte imaginaria estd asociada




con la funcién espectral p del sistema descrito por el problema de Sturm-Liouville. Esta
funcién p tiene la propiedad de ser una funcién monétona no decreciente.

Si se encuentra la funcién espectal p, que es mondtona no-decreciente, se puede cam-
biar la construccién del paquete de onda de una integral de Riemann a un integral de
Stieltjes. Esto es, el paquete de onda lo podriamos reescribir como

¥(a) = [ aundp(r) (1.2)

donde ay, es el coeficiente de Fourier asociado a la solucién u;. Ademds se puede
aprovechar la integral de Stieltjes como un método numérico, ya que, es bien cono-
cido que por el teorema de valor medio de la integral de Stieltjes [24][25][26], la in-
tegral queda como la diferencia de los limites de integracién evaluados en la funcién
espectral, multiplicados por una constante K, es decir

!/fOMMM=JﬂM®—M®) (1.3)

Esto es, la solucién queda completamente dependiente de la funcién espectral. Ademés,
desde el punto de vista de interpretacién se tiene la ventaja de que la integral de
Stieltjes es equivalente a

/ﬂ»@@wa/ﬂmm»w (14)

Lo que indica que la parte del integrando se multiplica por la derivada del integrador,
que es la funcién espectral; y la derivada de la funcién espectral se le conoce como la
funcién de densidad espectral. En otras palabras el integrando, que seria la solucién
de un nivel de energia multiplicada por un coeficiente de Fourier, se multiplica por la
funcién de densidad espectral, lo que da un mejor manejo del espectro del sistema (sin
importar si el espectro es continuo o discreto).

Trabajos que utilizan los problemas regulares y singulares de Sturm-Liouville aplica-
dos a la ecuacién de Schrodinger han aparecido desde la década de 1970 para hallar el
espectro y construir los paquetes de onda[19][18]. Hacia la dltima década del sigo XX
los trabajos se centraron en encontrar numéricamente el espectro para distintos poten-
ciales en la ecuacién de Schrodinger [14][16]. Utilizar el operador de Sturm-Liouville
en la ecuacién de Dirac se ha tratado a nivel matematico en diversos trabajos —que
van, desde el libro de Levitan [27], hasta los tltimos trabajos de Brown y Evans so-
bre extensiones a la teorfa de Weyl para sistemas Hamiltonianos, haciendo énfasis en
la extensién matricial de la funcién m [28] [27] [16]. Sin embargo, se han propuesto
mecanismos para utilizar el problema singular de Sturm-Liuville sobre la ecuacién de
Dirac sin necesidad de hacer estas extensiones, ya que se puede verificar que mucho
del trabajo, el cual se centra en el manejo de la funcién m de Weyl-Titchmarsh, consis-
ten en formar la funcién espectral y, consecuentemente, hallar el espectro del sistema.

Afortunadamente se han realizado trabajos para obtener soluciones numéricas de
sistemas cudnticos descritos con la ecuacién de Schrédinger, con espectros discretos,
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utilizando la teoria de Weyl-Titchmarsh [18] [29][14][30] [31][32]. La complicacién para
extender este método a los sistemas relativistas, es que las soluciones de la ecuacién
de Dirac son vectores solucién llamados espinores; y su manejo e interpretaciéon atin
causa problemas [20] [33] [34] [35]. Una parte sustancial de esta expansion, consiste
en el manejo de la funcién m de Weyl-Titchmarsh para el caso de la ecuacién de Dirac,
para saber si se mantiene, o se extiende a una representacién matricial [28][27].

Tambien se han realizado diversos trabajos utilizando la teoria de Weyl para sis-
temas cuanticos descritos con la ecuaciéon de Schrodinger, que cuentan con estados
no ligados o con espectros continuos, generalmente asociados a potenciales singulares.
Estos trabajos, ademds de manejar de manera favorable estos potenciales, dan mayores
herramientas matematicas de interpretacion de resultados debido al uso de la funcién
espectral [18][19].

El objetivo principal de este trabajo es realizar simulaciones de paquetes de onda
para sistemas cudnticos sin importar si el sistema contiene estados ligados o no liga-
dos. Estas simulaciones se realizan tomando como referencia las propiedades que se
obtienen de la teoria de Weyl. Esto implica obtener numéricamente a la funcién espec-
tral p, funcién m de Weyl-Titchmarsh y las funciones solucién del sistema cudntico que
permitan formar a la funcién m. Finalmente tener las soluciones numéricas para cons-
truir el paquete de ondas como una integral de Stieltjes como si fuera una construccién
basada en soluciones estacionarias.

Este documento esta dividido en seis capitulos y un apéndice. En el primer capitulo
hacemos una discusién de los paquetes de onda para las ecuaciones de Schrodinger y
Dirac y se plantea la solucién como una integral de Stieltjes. En el siguiente capitulo
se hace una discusion de la transformacién de Mobius y de las integrales de Stieltjes
para hacer un estudio adecuado de la funcién m y para construir numéricamente la
superposiciéon de soluciones con referencia a la funcién de densidad espectral p. En el
siguiente capitulo se presenta la teoria de Weyl, en la cual basamos nuestro estudio, y
presentamos nuestros resultados sobre los estudios geométricos sobre la funcién m de
Weyl-Titchmarsh, lo que nos permite tener una familia de soluciones para el sistema
de ecuaciones diferenciales que nos permitan obtener este tipo de funciones. El cuarto
capitulo contiene varios ejemplos de simulacién de paquetes de ondas para distintos
sistemas cudnticos en una dimensioén, para tomarlos como marco de referencia y pro-
barlos con la solucién numérica propuesta en esta tesis. En el siguiente capitulo se da
una discusion final del tema, tomando como referencia resultados obtenidos y las ex-
tensiones a corto, mediano y largo plazo de este trabajo. El apéndice versa sobre las
técnicas de visualizacion de funciones complejas que hemos utilizado en este trabajo
para estudiar el comportamiento de la transformacién de Mobius.
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Capitulo 2

Paquetes de onda

En mecéanica cudntica los sistemas se describen mediante ecuaciones de
onda. Estas ecuaciones son las ecuaciones de Schrodinger y Dirac para
sistemas cudnticos relativistas y sistemas cudnticos no relativistas. Una
caracteristica importante es que toda la informacién del sistema cudntico
se pueden obtener a partir de la funciones de onda solucién. Las fun-
ciones solucién a las ecuaciones de Schrodinger y Dirac tienen diferentes
propiedades y restricciones. Por un lado, una de las principales restric-
ciones es que las soluciones sean cuadrdticamente integrables, debido a la
interpretacion probabilistica que se le otorga. Sin embargo, son pocos los
sistemas donde se pueden encontrar las soluciones analiticas que pertenez-
can al espacio de soluciones cuadrdticamente integrables. Por otro lado, las
funciones de onda pueden describir combinaciones de diferentes estados,
es decir, superposicion de estados. Una funcién formada por superposicién
de estados se le conoce como paquete de ondas. Esto es, un paquete de on-
das es una superposiciéon de ondas. En mecénica ondulatoria se sabe que
el paquete envuelve un ntimero arbitrario de ondas. Una funcién cuadrati-
camente integrable puede formarse a partir de una superposicién de fun-
ciones mediante una expansién de Fourier, aunque las funciones no sean
cuadréaticamente integrables. Por tanto, es posible construir un paquete de
ondas que sea la solucién que cumpla con la restriccién y que se forme a
partir de las soluciones a las ecuaciones de la mecédnica cudntica que no
sean cuadraticamente integrables.

En este capitulo discutiremos el paquete de onda para sistemas cudnticos.
Iniciaremos con una discusion general de la herramienta matematica que
se utiliza en mecdnica cudntica para trabajar con las funciones de onda y
que nos sera util para construir los paquetes de onda. Posteriormente, se
abordaran las ecuaciones de Schrodinger y Dirac, se discutirdn la manera
de obtener informacién relativa al sistema a partir de las soluciones y la
construccién de los paquetes de onda cudnticos. Después revisaremos los
modelos que se utilizan para construir las simulaciones de los paquetes de

11
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onda, analizando las ventajas y desventajas. Finalmente, como producto de
este andlisis proponemos el enfoque de integrales de Stieltjes para resolver
el problema.

2.1 Introducciéon

Los inicios de la mecdnica cudntica se basan en la bisqueda de una explicacién a fené-
menos que no podian explicarse a inicios del siglo XX con la, hoy llamada, mecanica
clasica como la llamada catdstrofe ultravioleta, o el problema del espectro del 4&tomo de
hidrégeno. Afortunadamente los trabajos de Plank, Luis de Broglie y los resultados ex-
perimentales de Davisson y Germer se pudo establecer el comportamiento ondulatorio
de las particulas. Esto es, se pudo establece la dualidad onda-particula: las particulas
se comportan como ondas y las ondas se comportan como particulas.

A finales de 1925, durante la presentacién de un seminario, en Zurich, dado por
Schrodinger sobre el trabajo de de Broglie, se le cuestion¢ sobre la falta de una ecuacién
de onda. Esto le llevé al desarrollo de la ecuacién de onda para la mecanica cuédntica
no relativista. Esta ecuacion se establecié como una ecuacién diferencial de segundo
orden, que puede explicarse como un operador diferencial de Sturm-Liouville.

Desde los inicios en el desarrollo de la mecénica cudntica un problema fue la inter-
pretacion de la funcién de onda. Hasta la fecha el significado de la funcién de onda
como un punto controversial en la comunidad cientifica [36]. Posiblemente una razén
a que no se ha esclarecido el significado es que mucho del desarrollo realizado en el
campo de la fisica y quimica cuantica se ha orientado hacia las aplicaciones y la solu-
cién de problemas abiertos de la fisica nuclear en lugar de resolver las implicaciones
ontolégicas de estas ecuaciones y sus soluciones [36].

2.2 Analisis de Fourier de las funciones de onda

El andlisis de Fourier es una de las herramientas principales en distintas dreas como
fisica, quimica, matematicas e ingenieria. En mecanica cuantica el andlisis de Fourier se
ha utilizado para obtener soluciones y dar interpretaciones a la ecuacion de Schrodinger.
Ademas es un sustento matematico para entender como las funciones de onda pueden
describir simultdneamente la propiedad de localizacién y la distribucién de momento
en una particula.

La parte esencial en el andlisis de Fourier es que mediante la superposicién de fun-
ciones puede escribir una funcién arbitraria. Esto se debe a que las funciones involu-
cradas en la superposicion forman una base del espacio de funciones. Funciones base
esenciales son las funciones trigonométricas y las funciones gaussianas.

Iniciemos considerando las funciones periddicas y las series de Fourier asociadas.
Sea un namero A > 0, entonces se pueden definir los ntimeros

kn :ng, n=0,41,42, 43, ... (2.1)
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y las correspondientes funciones

ou(z) = \/%ek _ \/127 (cos(knz) + isen (kyz)) 2.2)
Desde el punto de vista de las aplicaciones de mecdnica cudntica, nos referiremos a
tn(x) como una onda plana estacionaria con nimero de onda k.
Las funciones ¢, (z) tienen un periodo en 2, por lo que podemos considerar el in-
tervalo [\, A]. La suma trigonométrica de Fourier se puede construir a partir del con-
junto de funciones ® de la siguiente manera:

N

Y(@) = Y cadnl). (2.3)

n=—N

La funcién ® es periddica en ), si se desea otra funcién se debe considerar un conjunto
® con distintos valores para A . El conjunto de funciones que puede generarse a partir
de la superposicén de ondas planas es grande.

2.2.1 Funciones cuadraticamente integrables

Como se ha comentado, en mecénica cudntica se busca que las funciones sean cuadrati-
camente integrables, lo cual es dificil de obtener de manera analitica. Afortunada-
mente, un resultado fundamental en matematicas es que una funcién cuadraticamente
integrable en el intervalo [—), A] se puede aproximar por una superposiciéon de ondas
planas.

Definicién 1 Se dice que una funcién compleja 1) es cuadraticamente integrable en el in-
tervalo [a, b] si

b
/ 1Y (z)Pdr < oo (2.4)

El conjunto de todas las funciones cuadriticamente integrables en el intervalo [a, b]
forman el espacio de Hilbert £%([a, b]).

Series de Fourier de una funcién cuadriticamente integrable Sea ¢ una funcién
cuadréticamente integrable en el intervalo [—\, \]. Entonces

o0

>\_
Ba)= 3 cudal@), e = / S@wle)ds

n=—oo

Esta suma infinta de funciones trigonométricas se llama serie de Fourier. Los coeficientes
¢y, 0 amplitudes, son cuadraticamente sumables, es decir

[e.e]

D el = /b [ (2)*dz < oo.

n=—oo
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2.2.2 Convergencia de las series de Fourier

Cuando se habla de convergencia de las series de Fourier se debe entender como una
convergencia en el promedio

m—oo J_

La convergencia en la media no implica que la suma converga para un valor fijo . Es
mas, esta observacion es importante si la funcion tiene puntos de discontinuidad.

Una funcién cuadréticamente integrable no necesita ser necesariamente continua,
como lo que ocurre con la funcién

- 1 para—a <z <a
f(z) = { 0  otro caso.

para a € (0, A]. Se observa que esta funcién es cuadraticamente integrable y tiene una
discontinuidad en los puntos —a y a.

2.3 Elespacio de Hilbert de las funciones cuadraticamente
integrables

El conjunto £?%([a, b]) de todas las funciones cuadraticamente integrables en un inter-
valo [a, ] tiene la estructura del espacio de Hilbert. En el contexto de mecanica cudn-
tica, las funciones de onda son elementos de un espacio de Hilbert adecuado. Asi, los
espacios de Hilbert son un elemento fundamental en el aparato matematico moderno
de la mecénica cuéntica.

2.3.1 Espacio lineal

El conjunto £2([a, b]) de las funciones cuadréaticamente integrables tiene la estructura
de un espacio lineal. Es decir, tiene una base de elementos que son linealmente in-
dependientes y todo elemento del espacio de Hilbert puede formarse a partir de una
combinacioén lineal, o superposicién, de elementos de la base.

Sin embargo hay que tener cuidado en este punto respecto a los espacios de Hilbert
que se utilizan en mecanica cudntica, debido a que las funciones de onda plana no son
cuadraticamente integrables, y estas en realidad forman una base de un espacio mayor
que contiene al espacio de Hilbert, denominado espacio de Banach [11].

2.3.2 Norma y producto escalar

Un espacio de Hilbert se caracteriza por tener una norma y un producto escalar aso-
ciado.
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En el espacio de Hilbert £*([a, b]) la norma de una funcién ¢ se define como

|WH:(L7¢@W¢QU2 25)

Asi, la distancia entre dos funciones 1 y ¢ estad dada por

d(p, ) = |l — ¢l|. (2.6)

El producto interno es una operacién que asocia a dos elementos de un espacio con
un escalar. El producto interno de dos funciones ¢ y ¢ que pertenecen al espacio de
Hilbert £2([a, b]) se denota por (¢, ) y se define como

b
(o) = [ Dalpla)da @7)
El producto escalar tiene algunas propiedades de interés como
19117 = (. 9).
Note que el producto escalar es antilineal en el primer argumento y lineal en el segundo
(ahr + o, 0) = @i, ) + b(ts, ) (2.8)
<¢a apy + b902> = CL(@D, @1) + b<¢a 902> (29)
Mas atn
(W, 9) = (@ ).
Ademéds se puede establecer la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(¥, o) < [[ell]]ell. (2.10)

Esta desigualdad se mantiene siempre que ¢ = ayp, para o € C.

2.3.3 Ortogonalidad

Dos funciones 7 y ¢ en un espacio de Hilbert son ortogonales si el producto interno de
ambas es cero, es decir (¢, ) = 0. Por tanto, son funciones linealmente independientes.
Se dice que un conjunto de funciones {6, } son ortogonales si (#;, ;) = J;;. Donde §;; = 1
sii = jy 0;; = 0en otro caso.

Un conjunto ortonormal en un espacio de Hilbert H es una base si y s6lo si se cumple
la propiedad de completitud. La completitud significa que cada vector ¢ € H puede
escribirse como una combinacién lineal de los vectores base en la forma

Y = Zcieia ¢i = (0:,9).
La suma infinita converge con respecto a la norma del espacio de Hilbert. Esto es

lim ||y et — vl =0.

i<N
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2.4 Las ecuaciones de Schrodinger y Dirac

Las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden de una variable real, son de
uso comun para la representacién de sistemas en distintas dreas de fisica y quimica.
Algunas ecuaciones diferenciales de segundo orden son una consecuencia de leyes de
la fisica, o como consecuencia de algiin procedimiento matematico para resolver otras
ecuaciones como las de Laplace o Poisson [37]. Inevitablemente en las soluciones figura
la aparicién de valores complejos.

Si se consideran un par de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden cuyos
coeficientes sean valores escalares

dy(t)

— = a(t)y(t) + b(t)z(t) (2.11)
dx(t
A0~ ety + it 1)
entonces este par de ecuaciones puede expresarse en una forma matricial como
d (y(t)\ _ (a®) @)\ ([ @)
i (2 ) = () a0 ) () 21
Si expresamos la ecuacién (2.13) como
dZ(t)
= M(t)Z,

donde Z es el vector de las funciones y(¢) y z(t) y M es la matriz de coeficientes, en-
tonces podemos expresar a la solucién Z como

Z =Mz, (2.14)

donde Z, son las condiciones iniciales, esto es z(0) y y(0). Sin embargo, a pesar de
que hay diversas formas de calcular la matriz exponencial, depende mucho de las
propiedades de la matriz para obtener una solucién adecuada. Un excelente trabajo
donde explican los métodos para la computacién de la matriz exponencial se puede
encontar en [38].

Particularmente, para el caso de una matriz antidiagonal M,

(55)

la matriz exponencial queda de la forma

o cosh /af ‘/Tgsenh vapf
(& =
—%senh vap  coshy/af

En mecénica cudntica se utilizan las ecuaciones de Schrodinger y Dirac para describir
sistemas cudnticos no relativistas y relativistas, respectivamente. Afortunadamente,
para ambos casos, las ecuaciones pueden representarse en formas matriciales de 2 x 2
en una dimensioén.

(2.15)
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241 Laecuacién de Schrodinger

Una de las ecuaciones mas importantes en el desarrollo cientifico y tecnolégico del
siglo XX es la ecuacién de Schrodinger. Erwin Schrédinger publica esta ecuacion de
onda en la primera mitad de 1926 [39], en respuesta a una pregunta hecha por Derby
en un seminario, que dié en Zurich en noviembre de 1925, sobre los resultados de De
Broglie [36], donde se cuestionaba que se hablaba mucho de ondas, pero que no habia
una ecuacion de onda.

La ecuacion de Schrodinger se expresa como sigue

0 h?
(%, 1) = — 5 VR0, 1)+ V(a, (x, 1 (2.16)

donde x € R" y n es la dimensién del espacio de configuracién o espacio posicion.
Si consideramos una dimension en el espacio de configuracion, la ecuacién (2.16) se

escribe como
i vet) =~ e )+ V) 217)
MY T T a2V “ v ’
Consideremos el caso en que el potencial V' s6lo depende de z, la ecuacion se resuelve

con respecto a z tal que la solucién v(z, t) se puede escribir como

w($’t> — efiEt/hw(x,tO) — efiEt/h(b(x).

Entonces la ecuacién de Schrodinger puede escribirse en términos de una funcioén in-
dependiente del tiempo
h* d?
————0(z) +V(z)p(x) = E¢(x). 2.18
2 0(w) + V(@)(x) = Bo(x) 218)
Asi, la ecuacion de Schrodinger para el caso estacionario (2.18), puede escribirse en
notacién de una matriz 2 x 2, y si consideramos a la constante 2 y a la masa m de la
particula como uno, obtenemos la siguiente representacion para esta ecuacion de onda

di—f) _ ( ! V(””)O_ E ) Z(x) 2.19)

donde V' () es el potencial del sistema, y £ el nivel de energia. Si introducimos el factor
k= (V(z) - B)'?

segun el resultado mostrado en (2.15), cuando k es constante, la solucién de la ecuaciéon
(2.19) tiene la forma

Z(z) = coshk(x —xzg) ksenhk(x — zy)
T = zsenhk(z — zg)  coshk(z — zo)

) Z(xo) (2.20)

Donde Z(x) tiene los valores de las condiciones iniciales del sistema. Sin embargo,
esta solucién es buena cuando V' (z) es constante. En otro caso, resulta en una aproxi-
macioén a la solucién muy cruda. La solucién numérica aproxima la solucién Z(x),
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para ello tenemos dos opciones. Por un lado, una aproximacién a la solucién a (2.19)
es considerar a k = (V(z) — E)Y*, como se presenta en [40][41], esta aproximacién
resulta de la aplicaciéon del método JWKB, y en ocaciones se deben hacer cambios en
las exponenciaciones que involucra £, en ocasiones pasar de 1/4 a 1/2 dependiendo si
k representa a la amplitud de onda de la solucién aproximada.

Por otro lado, una aproximacién se puede desarrollar definiendo a

o(x,x0) = /x(V(x) — E)dt,

zo

tal que Z(x) se escribe como

[ cosp(x,xy) —seny(x,xg)
2(w) = ( senp(x,xy) cosp(x — xg) > 2 (o) (2.21)

La cual establece una rotacion en el espacio fase. Este método se describe en [42] [43]
[12] [44].

Afortunadamente, cualquiera que sea la matriz de aproximacién de la solucién exis-
ten un procedimiento estdndar para corregir el resultado. Supongamos la matriz de
coeficientes M puede dividirse en la suma de dos matrices Ay B, es decir

M= A+ B,

donde A es la matriz con las soluciones aproximadas y B es la correccion. Las divi-
siones pueden ser de cualquier tipo, tal que la matriz de correccién no necesariamente
debe ser pequefia.

Supongamos ahora que se cumple la siguiente condicién auxiliar

dU(z)
dx

= A(z)U(z)

para la condicién inicial U(zy) = I. Entonces al tratar de escribir como el producto
de dos matrices Z(z) = U(z)V (z), se tiene que V' (z) de resolver la siguiente ecuacién

diferencial
dV(x)

dz
sujeta a las mismas condiciones iniciales que Z(z).

=U(z)'B(2)U(x) V(z) (2.22)

2.4.2 Laecuacion de Dirac

La ecuacién de Dirac es una ecuacién de onda para la mecdnica cudntica relativista.
P.A M. Dirac publicé esta ecuacion de onda en 1928 [45]. Dirac plantea esta ecuacién
agregando la correccién relativista. Este tipo de correccién no era nuevo ya que la
ecuacion Klein-Gordon también la incorpora [46]. Sin embargo, un hecho trascendente
es que Dirac plantea que la solucién a la ecuacién de onda que propone es “lineal o
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de grado uno”, lo que arroj6 una solucién basada en un vector de funciones, al que se
le denominé espinor, y los coeficientes del hamiltoniano son matrices. Las soluciones
de la ecuacion de Dirac incluyen de manera implicita el manejo del spin, propiedad
que Pauli incluia de manera explicita en las soluciones relativistas obtenidas por las
soluciones de Klein-Gordon. Este manejo del spin permite que se puedan describir
particulas y antiparticulas.

A diferencia de la ecuacién de Schrodinger, la ecuaciéon de Dirac es un sistema de
ecuaciones diferenciales acopladas, donde la solucién es el vector de funciones solu-
cién, llamado espinor, y no la primera solucién del caso no relativista dado en (2.20).
Esto se debe a que, al expresar la ecuacién de Dirac como un hamiltoniano, tiene coe-
ficientes que son matrices en vez de valores escalares, como ocurre en el caso no rela-
tivista.

La ecuacién de Dirac se escribe a partir del hamiltoniano

EU = HU (2.23)

H = i02%+m00203+V(x)1 (2.24)
I

U = <¢2) (2.25)

Donde E € Ry representa la energia; H es el operador hamiltoniano (u operador de
energia), definido en (2.24);V es el vector de las funciones de onda solucién del sistema,
y se le llama espinor; 1 la matriz unitaria y 01, 02 y 03 son las matrices de Dirac:

01:<$é>, 02:(2_(§>, 0'3:((1)_?> (226)

Si la multiplicamos —ios por la derecha en ambos lados de la ecuacién (2.23) y de-
spejamos el término que involucra d/dz, entonces obtenemos la representacion:

dilll = (01m002 + 10 — iagV(x)) v,
x

Se puede ver que la ecuacién de Dirac (2.23), puede describirse como un par de ecua-
ciones diferenciales de primer orden acopladas, escogiendo las matrices de Dirac como
se muestra en la ecuacién (2.24) de la siguiente forma

o d
H= 1027~ moc?os — V(z)1
podemos obtener la forma matricial de la ecuacién de Dirac como sigue[43][44]:

d wl . 0 m02+(E—V) ¢1
%(wz)‘(mocQ—(E—w T )(%) 227)

Con lo cual obtenemos una ecuacién independiente del tiempo. Esta deduccién se
puede encontrar en [47].
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En una dimensioén, la ecuacién de Dirac, para el caso estacionario donde el potencial
es independiente del tiempo, puede escribirse en forma matricial como

d¥(z) _ 0 mo — (V(x) - E)
dr ( mo + (V(z) — E) ' 0 > U(z) (2.28)

Donde m es la masa en reposo y V' (z) el potencial independiente del tiempo. Con las

sustituciones
— (V- F)
= 2 - V - E 2 = m() (
¢ x\/mo ( ) ’ g \/mo + (V — E)

podemos escribir la solucién de la ecuaciéon (2.28) como

v = ()

— coshg  osenh¢ W1 (o)
= < o !'senh¢ cosh¢ > < Va(z0) > (2.29)

Afortunadamente, para el caso de los potenciales independientes del tiempo, las
funciones de onda, dependientes del tiempo #(z, t), puede describirse en funcién de la
solucion estacionaria multiplicada por un componente temporal.

() = e (3, 10) (2.30)
2.4.3 Relacion de incertidumbre de Heisenberg

Un concepto fundamental en el desarrollo de la teorfa cudntica es la dualidad onda
particula. Es decir, una particula se comporta como onda y una onda como particula.
La dualidad onda-particula es el origen del famoso principio de incertidumbre de
Heisenberg. El principio de relacién de incertidumbre establece que al localizar una
particula en una pequefia region del espacio, hace que el momento asociado a la parti-
cula sea desconocido, y viceversa, si se conoce el momento de una particula, entonces
la posicién se desconoce. Esto es, se puede conocer la posicién o el momento de una
particula, pero no ambas de manera simultdnea. Este principio se establece como

AxAp > ; (2.31)

donde Az es la incertidumbre en la posiciéon , Ap es la incertidumbre en el momento y
I es la constante de Plank dividida entre 27.

2.4.4 El espacio de Hilbert de las funciones de onda

En mecénica cldsica, el estado de una particula en un tiempo ¢ se define por una posi-
cién y un momento, lo que determina un punto en el espacio fase. Sin embargo, la
relaciéon de incertidumbre de Heisenberg el estado de una particula se mantiene en
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una region del espacio fase. En general el estado de un sistema fisico se considera
como un conjunto de propiedades que dan la descripcién completa del sistema. En
mecdanica cudntica la funciéon de onda contiene toda la informacién sobre las distribu-
ciones de la posicion y momento de una particula. Una caracteristica importante es
que si se sabe cual es el estado de un sistema en un tiempo ¢t = 0, entonces es factible
conocer el estado del sistema y las ecuaciones de onda ayudan a determinar el estado
en tiempos posteriores. Asi, el estado de una particula se establece con la funcién de
onda y las ecuaciones onda son las ecuaciones de evolucion. Por supuesto hay otras
cantidades fisicas como masa y carga eléctrica las cuales afectan el comportamiento de
la particula, pero por lo general no se consideran parte del estado. Estas cantidades se
mantienen sin cambio en la evolucién del sistema, por lo que son cantidades propias
del sistemas, mds que el estado del sistema.

Entonces para el caso de sistemas cuadnticos descritos con la ecuacién de Schrodinger,
el estado de una particula en un tiempo ¢ se describe por una funcién no cero, cuadrati-
camente integrable.

Para el caso de sistemas cudnticos relativistas, debemos considerar que la funcién de
onda es un espinor. Si consideramos que V es un espinor de dos componentes

() )
W p—
(l‘) < ,1/12 (x) )
entonces si ¥ es cuadrdticamente integrable, se debe cumplir con
/ 0 () [2dar < oo, (2.32)
Pero sabemos que

wer = (29 = o) (1)

= 1(z)1(x) + Y2(2)a(T)
= [¢1(@)]* + o (). (2.33)

Entonces la ecuacién (2.32) puede escribirse como

/ (]wl(az)lz + WQ(JL’)\Q) dr = / |4y () P + / 9o () [Pda < oo0. (2.34)

El espinor solucién ¥ de la ecuaciéon de Dirac contiene el estado de una particula y una
antiparticula. Entonces (2.34) indica que el estado de una particula y una antiparticula
en una dimensién en un tiempo ¢ se describe por dos funciones cuadraticamente inte-
grables.

Los estados de un sistema en mecénica cuantica se pueden describir como elemen-
tos, o si se prefiere vectores, de un adecuado espacio de Hilbert . Sean dos elementos
Y, ¢ € H, entonces se dice que ¢ y ¢ describen el mismo estado si y solo si existe un
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escalar ¢ € C tal que ¢ = c¢. Es decir, los estados fisicos corresponden a un subespacio
vectorial

{¢} ={ct|ce C} (2.35)

del espacio de Hilbert, para ¢ # 0. Es decir, no existe una correspondencia uno a uno
entre los estados de un sistema cuantico y las funciones de onda.

A pesar de que a un estado cuantico se le pueden asociar todo un subespacio del
conjunto de Hilbert de funciones, es conveniente utilizar la funcién de onda normali-
zada 1), es decir ||| = 1, para representar al estado. Ademas, la evolucién temporal
que generan las ecuaciones de onda, mantienen invariante a la norma, es decir

(O = [l (2.36)

El principio de superposicién

El principio de superposicion establece que dadas dos funciones v, ¢ € H, entonces
¢ = 19 + c2¢ define un posible nuevo estado del sistema. La lineabilidad del espacio
de Hilbert H se refleja en este principio de superposicion.

Sin embargo se debe tener en cuenta que ¢; = ¥+ ¢y ¢ = c19 +cp¢ definen el mismo
espacio, solo si ¢; = ¢, es decir que la suma sea multiplicada por un escalar.

2.4.5 Larepresentacion estindar

Un aspecto importante en mecanica cudntica es la interpretacion estadistica que se ha
adoptado para la funcién de onda, donde se toma que dada una funcién de onda ¢ €
H, en el espacio de Hilbert de las funciones cuadraticamente integrables, se considera
que |1 (z)|? representa la funcion de densidad de probabilidad [48]. De esta forma, una
funcién de onda que describe a una particula en algtn lugar en el espacio comple con
la condicién de normalizacion

I = / () . (2.37)

Una particula relativista en una dimensién espacial se describe por un espinor de
Dirac (de dos componentes) cuadraticamente integrable, como se discuti6 en la sec-
cién 2.4.4, y por la ecuacién (2.34) tenemos que

/B(Wl(zv)|2+|¢2(a:)|2) dz

es la probabilidad de encontrar a la particula en la regiéon B. La funcion [¢s|? + [12] se
llama la funcién de densidad de probabilidad de posicién.
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2.4.6 Observables

Los observables son cantidades como energia, posicién o momento que se pueden
medir para conocer sobre el estado de un sistema cudntico. En mecédnica cudntica,
un observable se describe como un operador lineal en el espacio de Hilbert asociado al
sistema fisico.

El operador de posicién

Una cantidad que se relaciona con la posicion es el valor esperado de la posicion.
Supongamos que la funcién de onda estd normalizada, es decir ||¢)|| = 1. Entonces,
para una particula moviéndose en una dimensién espacial, el operador de posiciéon se
puede escribir como

@e= | " a(e) e = (i 20) (2.38)

o (¢|x]y), en la notacién de Dirac [49]. Desde el punto de vista matemdtico si tenemos
una funcién £ = z|¢), donde z es un operador y no un valor escalar, entonces la ex-
presion (2.38) es el producto escalar de ) con &, es decir (¢, €). El mapeo entre ¢ y £
es lineal en el espacio de Hilbert de las funciones cuadraticamente integrables. Este
operador se requiere para obtener informacién relativa a la posicién de la particula.

Operador de posicién El observable de posicién para una particula en una dimen-
sion se representa por el operador de posicion z, el cual se define como el operador
lineal que multiplica la funcién de onda ¢’ con la variable x.

El dominio del operador de posicién = es un subespacio del espacio de Hilbert H de
las funciones cuadraticamente integrables, donde cada ¢ en el dominio de z es tal que
1) € H, es decir!

/ " 2 l(a)|Pdz < oo

[e.9]

El operador de momento

Para una particula en una dimension el valor esperado del momento esta dado por

- | " K (k) Pk (2.39)

Al igual que el operador de posicién este operador se puede escribir como (¢, pi) 6
(¢|p|), donde p es el operador lineal. Si denotamos como ¢/ = -y, utilizando la
relacion de Fourier-Plancherel podemos escribir la expresion (2.39) como

(v) = / D@ (i (2) = (o, —in). (2.40)

! Aqui se utiliza la convencién de que el operador y la variable de posicién son la misma z.
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Obien, si consideramos la notacién de Dirac, la ecuacion (2.40) se expresa como (¢|p|v),
y es facil ver que el operador de momento p para una particula en una dimensioén es-

pacial queda definido como

. d
p=—ir (2.41)

Y si se desea para mas dimensiones, entonces queda como
p=—i(d,...,0n) (2.42)

con d = %.

La energia cinética

El operador de Laplace que aparece en la ecuaciéon de Schrodinger se puede escribir
como

i=1
y como la energia cinética se representa por p?/2, entonces el operador
1
HO = ——A
2

representa a la observable de energia cinética.

2.4.7 Regla de interpretacién

En general en mecédnica cudntica sélo se obtienen predicciones probabilisticas de una
medicidon, atn si se conoce exactamente el estado del sistema. La medicién de una
observable A es un experimento aleatorio, lo que permite que se defina una variable
aleatoria que describa los valores numéricos asociados con la observable cada vez que
se realice el experimento.

Supongamos que para cualquier momento el estado del sistema fisico se representa
por un estado normalizado 1, entonces

(4) = (¥, AY)

es el valor esperado, o valor medio, de la observable A.
La desviacion estandar A A de una observable A en el estado ),

AA = (A= (Al = V(A = {4)2),

describe la dispersién de los valores de A alrededor del valor medio (A).
Si el estado v es un vector propio del operador lineal A, es decir

Ay = arp (2.43)
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para a € R, entonces el resultado de una medicién de A es a con certidumbre, esto
es, AA = 0. Al conjunto de elementos al que pertenecen los distintos valores de a se
le denomina espectro. En este punto hay que ser cuidadosos debido a que muchas
caracterisitcas de la teoria cudntica se basan en espectros discretos. Hay operadores
cuyos valores propios no pertenecen a un espectro discreto, si no que el resultado de
a del problema de la ecuacién (2.43) pertenece a un espectro continuo, como lo son el
operador de posicion y el operador de momento.

Para una observable cuyo espectro es discreto, los tinicos valores posibles de una
medicién son los valores propios.

2.5 Ondas planas y paquetes de onda

Una onda es una oscilaciéon que se propaga desde una fuente. Las ondas transportan
energia pero no materia. La suma de ondas o superposicién de ondas, forma otra
onda. La superposicién de ondas se denomina paquete de ondas. El paquete de ondas
tiene una serie de atributos como son velocidad de fase, velocidad de grupo y onda
envolvente, que resultan de las combinaciones de las propiedades de cada onda en el
paquete.

Si el estado de un sistema se describe con una funcién de onda, las funciones de
onda pueden describir combinaciones de diferentes estados, es decir, superposicion
de estados. Por ejemplo un electrén puede estar en una superposicién de diferentes
localidades o posiciones. En mecdnica cudntica, los paquetes de ondas se forman por
superposiciéon de soluciones a las ecuaciones de Schrodinger o Dirac. La superposi-
cién de estas soluciones se interpreta como la probabilidad de que la medicién de una
particula o particulas en un estado determinado, sean un momento o posicién deter-
minado.

2.5.1 Ondas planas

Una onda es una funcién que tiene distintas propiedades como son amplitud A, longi-
tud de onda A y periodo de oscilacién 7'. Cldsicamente las ondas se describen con las
funciones trigonométricas seno y coseno

2mx 27t 2mx 27t
Asen (T B T) , A cos (T B T) :

0 como una superposiciéon de ambas funciones en el plano complejo para tener la fun-
ci6n exponencial " = Acosf + iAsen6, donde A = ey 0 = (5= — 21L)

La nocién basica de un paquete de ondas es que es una superposicion de dife-
rentes ondas. Esto es, si tenemos un conjunto de ondas, posiblemente infinito, ¢ =

{1, 2, 93, ...}, entonces el paquete de ondas ¢ se puede denotar como

6= aids. (2.44)
=0
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Ahora dependeréd escoger al conjunto ¢ para analizar las propiedades de 2.44. Para
ello, tomemos a ¢ como el conjunto de ondas planas que dependan en tiempo y posi-
cién, tal que una onda plana se describe como

P(z,t) = e'he=wt) (2.45)

donde k = 2 se denomina el ntimero de onda y w = 2% es la frecuencia.

Un paquete de ondas puede verse como una expansién de Fourier sobre una base
de funciones. Las soluciones forman una base en el espacio de soluciones. En la litera-
tura, muchas simulaciones de paquetes de ondas se forman utilizando ondas planas o

funciones gaussianas [34][50].

2.5.2 El paquete de ondas gaussiano

Al construir un paquete de ondas para sistemas cuénticos, se busca un estado inicial
que permita obtener informacién relacionada al sistema. Por conveniencia se busca
tener un estado inicial gaussiano y tal paquete de ondas se le conoce como paquete de
ondas gaussiano.
El paquete de ondas gaussiano se puede construir tomando como base a las fun-
ciones de onda plana.
w(x’ t) — ei(k-xfwt)’

donde x € R3. Entonces podemos generar la expansién de Fourier con ondas planas
como sigue
U(x,t) = / a(x)e! kXt g3y, (2.46)

Los distintos valores a(k) corresponden a los coeficientes de Fourier que relacionan
las funciones base, u ondas planas, con el estado inicial gaussiano ¥(x, 0), es decir

U (x, 0) = ¢~ tkko*/20?

y entonces el coeficiente a(k) queda determinado como
a(a:) — /ei(k.xe(kkO)Z/Qazdt

La ecuacion (2.46), ademads nos permite obtener otro tipo de relaciones. Si w es fun-
cién de k, entonces w(k) se denomina la relacion de dispersién. La relacion de dispersion
es la clave para obtener las propiedades fisicas de los paquetes de ondas como son la
velocidad de fase y la velocidad de grupo.

La velocidad de fase se determina por

kw
v, = e (2.47)
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y la velocidad de grupo se define como
vy = Viw (2.48)

Si consideramos el caso de una dimensién, entonces tenemos que la expansién de
Fourier se expresa como

U(z,t) = /OO a(z)e' k=D gy, (2.49)

—00

con velocidad de fase v, = w/k y velocidad de grupo v, = dw/dk.

2.5.3 Paquetes de onda en mecanica cuantica

Las funciones de onda son soluciones a las ecuaciones diferencialesde Schrédinger o
Dirac. Dichas ecuaciones se representan en términos de Hamiltonianos. Considerando
que se tienen las relaciones

para los estados ligados y continuos respectivamente, donde E,, es un elemento del
espectro continuo y u, la solucién asociada a ese valor de energfa. Similarmente, los
valores E(k), son elementos de un rango continuo de energia y uy, la solucién propia
correspondiente a ese nivel de energia. Una forma general para expresar un paquete
de onda, que incluye a las regiones de energia donde se tiene un espectro continuo
y donde se tiene un espectro discreto, es como se presenta en el articulo cldsico de
Goldberg, Schey y Schwartz. [13]:

P(x,t) = Z ane”Enty, (z) + / a(k)e E®ty, (2)dk (2.50)
~ E

donde los coeficientes a,, y a(k) estan definidos como

an = <un7 w(l', 0)>
a(k) = (u(k),v(z,0)),
y ¢(z,0) es el estado inicial del sistema.

Por conveniencia, podemos elegir el estado inicial ¢/(z,0) como el Gaussiano, que
s6lo depende de la posicién:

U(x,0) = e~ (@=0)*/20% o —ikoz (2.51)

donde o representa la desviacién estandar de z, y ky representa el promedio del mo-
mento. En este estado inicial, el promedio del ntimero de onda es ky, es decir (k) = ko,
con varianza ((k — (k))?) = oy. Es facil ver que la frecuencia del paquete de ondas es
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w = ko y que el nimero de onda K seria —i/20* o bien —io /2, por la relacién de incer-
tidumbre que establece oo, = 1. De esta forma se espera que la velocidad de fase sea
w/k = 20%kq y la velocidad de grupo sea

ds_d
dk — dx
Para el caso de la ecuacién de Dirac, la ecuacion (2.50) puede extenderse para incluir

explicitamente a las dos funciones que incluye el espinor solucién. De esta forma, el
paquete de onda, para el caso relativista, puede escribirse de la siguiente manera

Yo, t) = Z e Ty, (z) + Z noe” T, o ()

(¢(x,0), kv (z,0)).

+ /al(k:)e_iE(k)tuk71(x)dk+/ag(k)e_iE(k)tum(x)dk (2.52)

En esta ecuacion, las funciones u, () y u,2(x) representan las dos funciones compo-
nentes del espinor correspondiente al enésimo valor del espectro discreto de energia.
Y, de manera andloga, las funciones uy ;(z) y ug2(x) corresponden a los componentes
del espinor cuando k recorre los valores continuos del espectro.

El estado inicial ¥(x,0) ahora es un espinor, y puede definirse de manera andloga a

(2.51)
7.0) = o—(@—20)/20% —ikoz 1\ [ ¥i(z,0) )
U(z,0) = < 1 > N ( Vo (z,0) (2.53)

De esta manera, los valores a,, 1, an,, a1(k) y az2(k) de (2.52) se expresan como

ang = (Un1(z),v1(z,0))
any = (unp(z),91(2,0))
ay(k) = (upi(z),Ya(2,0))
az(k) = (upa(x),v2(z,0))

Las soluciones que se obtienen a partir de un paquete de onda se denominan solu-
ciones de estados de energia mixtos, ya que involucran la superposicién de soluciones
correspondientes a estados de energia puros.

Como |¢(x,t)|? se interpreta como la densidad de probabilidad, el paquete de onda
debe complir que la probabilidad de encontrar a la particula en el espacio sea 1, es
decir

/OO 1Y (z,t)|?de = 1.

[e.o]

Para que el paquete de onda cumpla esta propiedad debemos normalizarlo dividi-
endo a v entre su norma
Y

U=
1]l
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Asi, la norma de 1), para el caso no relativista es

ool = ([ Ivte.oikd) "

y en el caso relativista, la norma de un espinor 1) queda como

1/2
0l = ([ Qs 01P + ot 1) e )

Afortunadamente, las funciones de onda dependientes del tiempo, tienen la propiedad
de la conservacion de la norma, lo que nos indica que sélo habra que calcularla una vez
en la simulacién.

2.54 El espectro

El desarrollo de las herramientas matemaéticas para dar soporte a la mecanica cuantica
ha dejado de manifiesto que el problema de cuantizacién puede plantearse como un
problema de valores propios, donde se busca obtener la solucién al hamiltoniano que
representa al sistema fisico

Hp(x) = Mp(x).

donde el conjunto de todos los valores propios A forman el espectro del sistema. El ope-
rador H puede ser un operador diferencial de Schrodinger o Dirac, por lo que esta ex-
presion presenta la forma general de escribir cualquier sistema cuédntico. Sin embargo,
las ecuaciones diferenciales pueden reemplazarse por operadores que acttian sobre un
espacio de Hilbert H y las condiciones a la frontera se sustituyen por la seleccién de
un dominio [51]. La cuantizacién estd implicita en la hermiticidad del hamiltoniano.
Para que el hamiltoniano tenga esta propiedad, debe ser “hipermaximal”[12], lo cual
llega a ser una caracteristica de los potenciales singulares y que a la postre, puedan ser
tratados con la teoria de Weyl.

El espectro de un operador H se define por la no existencia del resolvente (H—\Z) ™.
Es facil notar que para matrices finitas la inversa simplemente puede no existir. Otra
posibilidad es que el resolvente sea no acotado. La primera situacioén define el espectro
discreto, pero la segunda posibilidad genera un espectro continuo.

Las ecuaciones de Schrédinger y Dirac pueden entonces tener asociados espectros
discretos y continuos o una combinacién de ambos, que denominaremos espectros
mezclados. En general, por un lado, si un sistema fisico cuenta con un espectro dis-
creto, entonces contiene estados ligados asociados a cada elemento del espectro. Por
otro lado, si el sistema tiene un espectro continuo, se establece que los estados no estan
ligados.
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2.6 Simulacion

Desde el articulo clasico de Goldberg, Schey y Schwartz[13]* se han generado una gran
cantidad de trabajos orientados a la simulacién de paquetes de onda. Hay dos enfo-
ques principales para construir los paquetes de ondas [13][52]. Un enfoque es haciendo
la integraciéon numérica de la ecuacién de onda de Schrodinger o Dirac respecto al
tiempo. Ambos casos se pueden representar en términos del hamiltoniano

ih%\ﬂ(x, t) = HU(x, 1),

y se pueden resolver numéricamente utilizando algoritmos de integracion como WKB.

El otro enfoque consiste en formar el paquete de ondas como una superposicién de
soluciones estacionarias a las ecuaciones de onda. Esta solucién tipicamente utiliza un
enfoque de sumas e integrales de Riemann. La ventaja de este enfoque es que permite
utilizar mucha de la maquinaria de series de Fourier para formar y estudiar el paquete
de ondas. Bajo este enfoque las soluciones estacionarias pueden ser referentes a la
posicién o al momento.

Si orginalmente se tiene la formacién del paquete de ondas como una expansiéon
de Fourier de funciones relacionadas con la posicién, al aplicar la transformacién de
Fourier a la serie, se permite hacer la expansion en términos de las soluciones del mo-
mento. Asi, la transformacién de Fourier relaciona a las soluciones espaciales con las
de momento. Sea ¢(x) una funcién representada por una expansién de Fourier, y sea
QZ(SL’) la transformacién de Fourier aplicada a la funcién +(z), entonces el teorema de
Fourier-Plancherel:

/ e(@)Pdie = / () 2d e (2.54)

establece que el paquete de ondas es equivalente con la expansién en términos de fun-
ciones solucién relacionadas a la posicién o al momento.

2.6.1 Paquetes de ondas no relativistas

Para los casos de sistemas con espectros discretos de Schrodinger, la simulacién no re-
presenta problema, ya que se conoce el espectro y el conjunto de soluciones propias
asociadas. Y en caso de que no se tengan los valores propios o soluciones propias de
manera explicita se pueden obtener nimericamente con métodos para el problema de va-
lores dos puntos en la frontera[53][54]. Por lo que una suma de Riemann bien puede reali-
zar la superposicién de los estados. Sin embargo, muchos de los trabajos en simulacién
de paquetes de onda no relativistas versan en la solucién numérica de la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo, utilizando métodos de integraciéon como el WKB.
Sin embargo, atin en estos casos se deben tomar en consideracion los rangos en que se
trabajardn los espectros del sistema.

ZEste trabajo se considera como uno de los articulos més representativos en los 60 afios del American
Journal of Physics.
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Sin embargo, se sabe que la forma diferencial de la ecuacién de Schodinger, es del
tipo de operador diferencial de Sturm-Liouville. Al respecto se han realizado una gran
cantidad de trabajos para obtener soluciones numéricas, tanto para las aproximaciones
del espectro como para las aproximaciones de las funciones solucién, ejemplo de estos
trabajos se pueden encontrar en [14][30][32].

2.6.2 Simulacién de paquetes de onda relativistas

Contrario al trabajo desarrollado hecho con la ecuacién de Schrodinger, la simulacién
de paquetes de ondas para sistemas descritos con la ecuacién de Dirac no ha tenido
mucho avance. Posiblemente la escasez de simulaciones para esta drea se deba a que
aun no es clara la manera de interpretar las soluciones a dicha ecuacién, ni la forma
de plantear los operadores de las observables, ni las implicaciones fisicas que se dan
por los efectos relativistas. Acaso algunos trabajos sobre paquetes de onda relativistas
han aparecido desde finales de la década de 1990, como el de Nitta y Kudo [52], o el de
Thaller [50][35].

La dindmica de paquetes de onda para particulas cargadas en campos electromag-
néticos se han investigado numéricamente usando las ecuaciones de Dirac o de Klein
Gordon. Existen algunos experimentos numéricos sobre el estudio de paquetes de
onda relativistas para el caso de particula libre con altas intensidades de lazer [55][56]
[57]. Estos experimentos se modelan a partir del estudios de soluciones analiticas sobre
la dindmica de paquetes de onda relativistas, y usan como base a la ecuacién de Klein
Gordon [58] y hacen la superposiciéon de estados de Volkov [59]. Sin embargo, con este
enfoque no se obtienen los efectos de spin.

Algunos experimentos numéricos para obtener soluciones a la ecuacién de Dirac
utilizan el método de divisién de operador. Este método consiste en obtener las solu-
ciones a la ecuacién de Dirac dependiente del tiempo [57].

Referente a la teoria de Sturm-Liouville y la ecuacion de Dirac, se ha hecho un gran
trabajo tratando de extender el problema singular de Sturm-Liouville a los operadores
de Dirac, para tratar de conciliar muchos resultados de la teoria de Weyl con los sis-
temas cudnticos relativistas, ejemplo de ello es el trabajo de Levitan y Sargsjan [27] y
de Sakhnovic [28].

2.6.3 El espectro

Se han mencionado los diferentes mecanismos para construir un paquete de onda.
Particularmente un enfoque de interés es el relacionado a la suma de Riemann, donde
se deben hacer las computaciones para obtener el espectro y las soluciones base, ya que
el estudio del espectro y otros elementos involucrados en el paquete de onda (como
los coeficientes de Fourier) nos pueden ayudar a dar una mejor interpretacién de las
simulaciones. Sin embargo, el punto delicado en este enfoque es el manejo del espectro.
Como se ha comentado, podemos asociar tres tipos de espectro a las ecuaciones de
Schrodinger y Dirac: discreto, continuo y mixto.
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Figura 2.1: Coeficientes de Fourier para la particula libre no relativista.

El espectro discreto

El espectro discreto se puede obtener con los métodos de problema de valores dos puntos
en la frontera [53][54] o los desarrollados explicitamente para los operadores de Sturm-
Liouville [14],[16]. Béasicamente los métodos numéricos que se utilizan son el de dis-
paro o el método de Priiefer, o algunos resultados de la teoria regular y singular de
Sturm-Liouville. Brevemente, la idea del método de disparo consiste en ir variando
los valores de energia, de una posible solucién, hasta que el valor en la frontera se
aproxime lo suficiente a la condicién impuesta; los valores de energia que tengan una
buena aproximacién se incluyen en el conjunto de valores de energia vélidos para el
sistema. Por otro lado, el método de Priiefer consiste en ir recorriendo los valores de
energia y ver el comportamiento asint6tico de la solucién, y donde existan variaciones
de este valor asint6tico es donde se determina la existencia de un elemento del espectro
discreto.

El espectro continuo

El espectro continuo, se puede obtener de manera analitica, o utilizando alguno de los
métodos mencionados anteriormente, pero verificando que no se trata de una regién
densa de elementos del espectro continuo, como se ha planteado para el caso del
monopolo magnético. En ambos casos, podemos tener la existencia de una infinidad de
valores de energfa que pertenezcan al espectro, y que los limites de su intervalo sean
finitos o infinitos. Sin embargo, podemos utilizar los coeficientes de Fourier a,, a(k)
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Figura 2.2: Coeficientes a;, para la particula libre relativista

para tener una referencia del grado de participacion de las soluciones u, y u(k) en
la formacién del paquete de onda. De esta manera, podemos definir si es necesario
utilizar todo el rango del espectro, o solo una parte.

Por ejemplo, se sabe que el espectro de la particula libre de Schrédinger es

E={E|E>0,}
y en el caso de la particula de Dirac, el espectro es
E:{E|E<—m0 6 E>m0}

En ambos casos se tiene un sistema con un espectro continuo y con rango infinito. La
figura 2.1 muestra los valores de los coeficientes de Fourier a;(z) = (ux(x),¢(z,0))
para el caso no relativista, y donde el estado inicial se toma como el definido en la
ecuacion (2.51) con la desviacion estandar o = 1 y el promedio del momento ky = 1.
Se puede apreciar en la figura 2.1 que después del valor 20, aproximadamente, el valor
de los coeficientes es muy cercano a cero, y por ende, se pueden desechar a partir de
este valor de energfa. Con lo que se reduce el espectro del rango [0, o) al rango [0, 20).

El mismo criterio se utiliza para el caso de Dirac. Consideremos ahora el valor de
la masa en reposo my = 1, y el estado inicial, ecuacién (2.53), con los valores para
o =1/\/myky = 02. La figura 2.2 presenta los coeficientes de Fourier para el caso
de la particula libre relativista. Podemos apreciar que podemos cambiar los rangos de
energia asociados al espectro de la particula libre relativista de los rangos (—oo, —1] y
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[1,00) a los rangos (—7, —1] y [1, 7) respectivamente. Por otro lado, el valor del prome-
dio del momento k, repercute directamente en el grado de participacién del segundo
elemento del espinor: ¢»(z) de la solucién, si el valor k; = 0 los coeficientes de Fourier
asociados al segundo elemento del espinor son cero, lo que indica que los valores del
primer elemento del espinor son los tinicos que contribuyen en la construccién del
paquete de onda.

|
o [l «”!‘Jiﬁ! —

Figura 2.3: Comportamiento de la parte temporal en un paquete de ondas.

Evolucién en el tiempo Una caracteristica de las funciones de onda dependientes
del tiempo, es que pueden descomponerse en una parte estatica y una dependiente del
tiempo, como se aprecia en la ecuacién (2.30). Al hacer la discretizacién de la integral
que representa la superposicion de soluciones para el espectro continuo, uno se puede
preguntar que ocurre con el componente del tiempo incluido en el paquete de onda.

Consideremos tnicamente la parte de la discretizacion que incluye a la componente
del tiempo, entonces tenemos la expresion

N

> e (2.55)

k=1

donde N es el nimero de elementos que constituyen la particiéon que esta discretizando
un rango del espectro continuo. Esta expresion genera la evolucion del paquete de
ondas. Un comportamiento dindmico que se puede obtener es la existencia ciclos en
la evolucién del paquete de ondas. Es decir saber si hay un tiempo t. tal que ¥(z,t) =
U(z,t + t.). Para verificar esto, podemos revisar el comportamiento de la expresién
compleja (2.55) en graficas edn en el plano complejo y del valor absoluto de (2.55)
respecto al tiempo, tal y como se muestra en la figura (2.3). Como se puede ver en
la gréfica (2.3) la expresion (2.55) genera ciclos, estos ciclos estdn determinados por la
longitud del espectro continuo que se considera y la particion.

La aparicién de ciclos en la evolucién de un paquete de ondas donde se discretiza
el espectro continuo, depende del ntimero de elementos que tenga la particién y de la
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longitud del rango de energia que se considere. La gréfica (2.4) muestra la aparicion de
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Figura 2.4: Aparicion de ciclos para dintintas longitudes de espectro y namero de par-
ticiones

ciclos para distintas longitudes del rango de espectro continuo y para diferentes par-
ticiones. Afortunadamente, no es dificil encontrar esta relacién, y podemos establecer
que la aparicién de ciclos ocurre cada ¢, unidades de tiempo donde

t,=2(N —1), (2.56)

donde Ly, es la longitud del rango que se considera, y IV es el nimero de elementos de
la particién del rango. Esta formula también es valida para el caso de varias regiones
de espectro continuos, donde L es la suma de la longitud de cada region.

El espectro mixto

El caso del espectro mixto presenta mas problemas, pues la tinica forma de conocer su
tipo es de manera analitica para conocer exactamente cuales son los limites donde es
continuo y donde es discreto.

Se han desarrollado trabajos para identificar el tipo de espectro, pero desde el en-
foque de problema inverso, donde se tiene la informacién del espectro y a parir de este
punto, se busca conocer la forma del operador de Sturm-Liouville o del operador de
Dirac. Una excelente discusion sobre la relaciéon del espectro con las condiciones en la
frontera de los operadors de Sturm-Liouville se puede encontrar en [60].
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2.6.4 El enfoque de integral de Stieltjes

La construccion de paquetes de onda, como la hemos desarrollado, debe manejar por
separado a las regiones de energia con espectro discreto y con espectro continuo. La
discretizacion de regiones del espectro continuo induce un fenémeno de apariciéon de
ciclos, pero no es parte del sistema cuantico. Por otro lado, la granularidad de la
particion demandara mayor uso de memoria al mantener las soluciones estacionaras
guardadas en memoria, lo cual si no se cuida, puede generar problemas de desborde
de memoria, o alentamiento del sistema si se hace un uso excesivo de intercambio
de pdginas de memoria con el disco duro. Por otro lado, la generacién de soluciones
con problemas a la frontera que sean la base de soluciones puede realizarse utilizando
métodos conocidos como el de disparo o por diferencias finitas.

Una forma de ahorrarnos muchos problemas computacionales, es utilizar el enfoque
del problema singular de Sturm-Liouville, y resolver el paquete de onda, utilizando
una integral de Stieltjes. Evidentemente en este enfoque el problema computacional,
radica en encontrar la funcién espectral, pero al final vale la pena, ya que la generacién
de soluciones fundamentales queda reducido a una evaluacién de los limites de las
funcién espectral [12][18] [17] [19] [44].

2.7 Conclusiones

Se sabe que los sistemas cudnticos no relativistas y relativistas se describen por medio
de las ecuaciones de onda de Schrddinger y Dirac, respectivamente. Por motivos de
interpretacion, a estas ecuaciones de onda se les asocia un espacio de Hilbert H de fun-
ciones y espinores cuadraticamente integrables al cual deben pertener las soluciones.

Obtener soluciones a las ecuaciones de la mecénica cudntica requiere de métodos de
aproximaciéon numérica debido a que por la restriccién de que las soluciones pertenes-
can a un espacio de Hilbert, muchos sistemas cudnticos no son solubles desde el punto
de vista analitico. Una forma conveniente de obtener soluciones que sean cuadratica-
mente integrables es contruyendo un paquede de ondas. Un punto interesante en el
estudio de paquetes de ondas es el hecho de que, si bien el paquete de ondas pertenece
al conjunto de funciones cuadraticamente integrables, la base de funciones con la que
se forma el paquete de ondas, no necesariamente esta incluida espacio de Hilbert H
asociado a la ecuacién diferencial. Esto se debe a que la base de funciones se encuentra
en un espacio mds general: el espacio de Banach.

Desde los primeros trabajos de simulacién de paquetes de onda, se opt6 por resolver
las ecuaciones de onda respecto al tiempo, a pesar de que en teoria, es posible formar
el paquete de ondas a partir de soluciones estacionarias. La principal dificultad en este
altimo procedimiento radica en encontrar la base de soluciones y obtener y manejar el
espectro del sistema. Hemos presentado un experimento del efecto de la discretizacién
del espectro y hemos observado que la particién realizada al rango de energias que se
toma en un espectro continuo para su manejo ntimerico tiene una repercusion directa
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sobre la evolucion del paquete de onda ya que se presenta la aparicién de ciclos. Estos
ciclos son generados por la discretizacion que se utiliza en los métodos numéricos.

Sin embargo, es deseable utilizar el método de construcciéon del paquete de ondas
por superposicion de estados estacionarios debido a que permite obtener un mejor en-
tendimiento del comportamiento del sistema, porque ademas se obtiene informacién
extra relativa al espectro; situacion que no ocurre si se utiliza el método de integracién
para la temporal. El espectro continuo presenta algunos comportamientos interesantes
en el operador hamiltoniano y sus soluciones. La asociacién del espectro continuo,
con los operadores hipemaximales y que a la vez se refleja en potenciales singulares,
hace deseable que las ecuaciones de la mecénica cudntica se trabajen con ayuda de la
teoria singular de Sturm-Liouville, o teoria de Weyl, ya que da un soporte matemaético
al operador diferencial de Schrodinger.
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Capitulo 3

Transformacion de Mobius e integral de
Stieltjes

La construccion de paquetes de ondas utilizando la teoria de Weyl se basa
en el uso de la funcién m de Weyl-Titchmarsh. Para entender el compor-
tamiento de los resultados que se obtienen a partir de ésta funcién, se debe
tratar, en principio, como una transformacién de Mdobius en la evaluaciéon
en un punto de las soluciones que forman a la funcién m. El paquete de
ondas se puede construir con referencia a una funcién de peso, que es la
funcién de densidad espectral. La funciéon de densidad espectral se obtiene
de la parte imaginaria de la funcién m de Weyl-Titchmarsh. Construir el pa-
quete de onda haciendo una integracién respecto a la funcién de densidad
espectral es resolver una integral de Stieltjes, donde la funcién de densidad
espectral es la funcién integradora. En este capitulo se discute y se dan al-
gunos resultados que obtuvimos sobre la transformacién de Mobius y la in-
tegral de Stieltjes. La presentacion de estos temas tiene una orientacion ha-
cia la resolucién de la funcién m y del paquete de ondas, respectivamente.

3.1 Transformacion de Mobius

La transformaciéon de Mobius es una mapeo conforme sobre el plano complejo. A
pesar de su aparente simplicidad, la transformaciéon de Mobius es la parte central de
diversas dreas de investigaciéon en matematicas modernas. Esto se debe a la conexiéon
que establece entre el plano complejo y espacios con geometrias no euclidianas [61].
Esta transformacion tiene uso en varias teorias de fisica, como la teoria general de la
relatividad, ya que la transformacién de Mobius en el plano complejo corresponde
con los mapeos complejos de las transformaciones de Lorentz [62]. Y como veremos
a lo largo de este documento, el comportamiento geométrico de la transformacion de
Mobius establece el comportamiento de soluciones con condiciones a la frontera de la
ecuacion de Shrodinger para mecédnica cuantica.

39
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Esta transformacion ha sido muy discutida en libros clasicos de andlisis complejo
como Ahlfors [63]. Algunos autores que dan una orientacién a las propiedades geo-
métricas de las funciones complejas dedican una amplia parte del estudio a la trans-
formacién de Mobius [64], y recientemente se ha buscado tener un estudio analitico
y geométrico desde un enfoque computacional de las funciones complejas, pero ha-
ciendo incapié en Mdbius, por ejemplo [61][65] y [37].

Se sabe que esta transformacién poseé algunas propiedades geométricas como la de
mapear circulos en circulos y que hay propiedades de su mapeo que permiten clasifi-
carla en eliptica, hiperbolica, hiperboélica impropia, loxodrémica y parabélica. La trans-
formacién de Mobius presenta distintos comportamientos geométricos y analiticos.
Con ayuda de la aplicacién VComplex! hemos obtenido algunas representaciones gra-
ficas de esta transformacion. Este andlisis nos ayudara a entender el comportamiento
geométrico y analitico de la funcién m de Weyl-Titchmarsh, su relacién con sus condi-
ciones en la frontera y con el problema de valores propios para formar la funcién de
densidad espectral.

Los casos especiales de la transformacién de Mobius dependen del valor que tomen
las constantes complejas asociadas. Los valores equivalentes de estas constantes son
las condiciones en la frontera de la funcién m de Weyl-Titchmarsh. Sin embargo, en
este punto se debe tener cuidado, ya que en la funcién m, estas constantes se presentan
como funciones del valor propio del operador de Sturm-Liouville asociado.

Es conocido que la representaciéon matricial de la transformacién de Mdbius no re-
presenta una transformacion de R? o C? [37][64][66]. Los vectores resultantes son com-
ponentes de un cociente que forman al ntiimero complejo resultante y, similarmente,
los vectores aplicados son el cociente del nimero complejo al que se le aplica. Sin
embargo, al trabajar las soluciones para la ecuacion de Dirac en una dimensién es-
pacial, soluciones de la forma xy = ¢ + m, resulta que los elementos x, ¢ y % son
vectores de funciones, por lo que ;la forma de m debe ser matricial?, ;esta matriz
debe tener propiedades “similares” a la representaciéon matricial conocida de la fun-
cién de Mobius? Diferentes autores han realizado extensiones matriciales a la funcién
de Mobius [27][28]; estas extensiones conservan algunos de los comportamientos que
muestra la transformacién de Mobius.

Una transformacién de Mobius es un mapeo de la forma

_az+b

M(z) = —— (3.1)

donde a, b, c y d son constantes complejas.

La forma matricial

Si se tiene la relacion
Dwz+Cw+Bz+A=0

! Aplicacién de visualizacion de funciones y transformaciones complejas desarrollada en STP-DIAS,
Irlanda, y CINVESTAV-IPN para este trabajo de investigacion.
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entonces si se despejan en un caso w y en otro z tenemos:

Bz+ A

v " Dz+C (32)
Cw+ A

* T “Dusc (33)

Estas transformaciones lineales fraccionales se pueden representar matricialmente, to-
mando la representaciéon de cocientes de w y 2. Si tenemos w = s/t y z = u/v, entonces
obtenemos la representaciéon matricial

()= ) ()

Esto se verifica facilmente al obtener el valor de s, t y w = s/t:

s = —(Bu+ Av)
t = Du+Cv
s Bu—l—Av_B%—i—A_ Bz+A
t = DutCv D +C  DztC
Si cambiamos las variables « = —B,b = —A,c = D y d = C podemos obtener una

presentacion matricial mds clara. Es decir, sea la matriz M, definida por

a b
M —
la matriz que representa a una transformacién de Mobius en el plano complejo. Se dice
que la transformacién de Mobius es normalizada si (ad — bc) = 1, es decir, cuando el

determinante de M es 1. Es facil normalizar M siempre que |M| # 0, sea My la matriz
normalizada de M:

Ademads es bien conocida la forma de una matriz inversa 2 x 2

1 d —b
M= .
ad—bc(—c a)

Note que 1 es la matriz unitaria 2 x 2 y que hemos hecho el cambio de variables tales
quea=—B, b=—A, c=Dyd=C. Lainversa M ! se puede obtener siempre que
ad—bc # 0y entonces se dice que la transformacién es uno a uno y, si la transformacién
es normalizada, la transformacién inversa es:
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La composicién de transformaciones de Mdbius representada por matrices cumple
con la multiplicacién, suponga que se tienen dos transformaciones de Mobius M; y

M,, donde
. aq bl o a2 b?
= () =)

Entonces la multiplicacién de las matrices representa la composicién de dos transfor-
maciones de Mobius.

ar b as by ajag + bicy  aiby + bids
MM, = =
Cq dl Co dg ci1a2 + d162 Clbg + dldg
Esto se verifica facilmente, sea M, la transformacién correspondiente a la matriz A,
y M, la transformacién correspondiente a la matriz M,, entonces:

a1—32§+b2 + b1
Mi(My) = “jz+22d
€1 coz+ds + 1
(aras + bica)z + (ar1by + bids)

= M;(My) (crag + dicy)z + (c1by + dydy)

3.1.1 Descomposicién de la transformacién de Mobius

El mapeo carece de interés cuando las constantes cumplen con (ad —cb) =0, ysic#0,
ya que la transformacién mapea todos los valores de z al punto a/c. Esto se debe a que

az+b a
cz+d T c
= claz+b) =a(cz+d)
= caz + cb = acz + ad
= cb = ad
= ad—cb=0 (3.4)

a este caso se le conoce como caso singular —el nombre tiene que ver principalmente
a que (3.4) representa el caso del determinante cero, cuando se expresa a la transfor-
macién de Mobius en forma matricial con lo que implica la no existencia de la matriz
inversa—.

Es conocido que, si ¢ # 0, la transformacién de Mobius puede descomponerse en la
siguiente serie de transformaciones [63][61].

Ti(z) = z+g (3.5)
T:) = - (3.6)
T3(z) = —@z (3.7)

Ti(z) = z+ - (3.8)
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M(z) | M(2) =0 | M(z) =00 | M(2) == lim, o M(2)
= z=0 Z =00 z2=0, 2=00 o0
L Z =00 z=0 z = :I:\/E 0
cz c
aztb | 5 — _b 2 =00 7=t 00
d a d—a
2
az+b 5 = _b 2 =10 5 = atva?+4bc a
cz a 2c c
az _ _ d o (a—d)£4/(d—a)?—4c a
cz+d z=0 <= T ¢ <= 2c c
_ 2
b Y — oo L — _d . — —dkVd e 0
cz+d c 2¢
a—d)%+/(d—a)2+4be
az+b Z:_Q Z:_c_i Z:( ) ( ) a
cz+d a c 2¢ c

Tabla 3.1: Raices, polos, puntos fijos y valores asint6ticos de las formas de la transfor-
macién de Mobius

es decir, M(z) = Ty(T3(T2(T1(2)))). Esto se verifica facilmente:

Ty(T3(Tx(Th(2)))) =

1

_(ad—bc)
c? z—l—%

—(ad — be) + a(cz + d)

)

c(cz 4+ d)

c(az +b)
c(ez+d)
az+b
cz+d

M(2)

a

C

Se observa que la transformacién (3.5) es una translacién. La transformacién (3.6)
es la inversién. La transformacién (3.7) es una multiplicacién por un complejo —lo
que se traduce geométricamente en una rotacién y un escalamiento—. Y finalmente, la

transformacion (3.8) es otra translacion.

El comportamiento geométrico de cada transformacién y algunas técnicas de visu-
alizacién que utilizamos para observar el comportamiento de las funciones y transfor-
maciones complejas se puede encontrar en el apéndice A.

De la literatura de andlisis complejo se sabe que este mapeo es conforme, que es uno
a uno, y que mapea circulos en circulos. En las siguientes secciones se presentan algu-
nas propiedades que son de interés en funciones complejas para las transformaciones
de Mobius y algunos resultados de interés de los mapeos de lineas y circulos en el

plano complejo.
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3.2 El circulo inversor

Por la descomposiciéon de la transformacién de Mobius en (3.5)(3.6)(3.7)(3.8) se tiene
que la transformacién de Mobius es un circulo inversor en alguna parte del plano com-
plejo. Si recordamos el comportamiento de 1/z este es un circulo inversor de radio 1
situado en el origen. Entonces la transformaciéon de Mobius es el resultados de apli-
carle una rotacién, un escalamiento y una translacén al este circulo inversor. El centro
del circulo inversor se localiza en

ad — be
Ci = =
cd —cd
y el radio esté se encuentra en
lad — be]
R, = +—.
led — cd|

3.3 Puntos de interés

Si consideramos una transformacién M de Mobius no singular, M puede tomar distin-
tas formas dependiendo si hacemos una o dos constantes de la transformacién cero. Al
ser una transformaciéon compleja, se puede hacer un estudio de algunas propiedades
de funciones complejas como los son la localizacién de polos, raices, puntos fijos y va-
lores asint6ticos. La tabla (3.1) hace una relacién entre las fomas de Mobius y estos
puntos de interés.

En el cuadro (3.1) se puede observar que, si la transformacién de Mdébius es no sin-
gular, la localizacién de la raiz se encuentra en

b
z=—— (3.9)
a
el polo se localiza en
d
z=—= (3.10)
c

La mejor forma de visualizar estos puntos es con las graficas de contornos o de fase.
La figura (3.1) muestra el polo y la raiz para el caso en que

—z+1
(1+0.50)z+1

M(z) = (3.11)
De (3.9) sabemos que la raiz de la transformacién de Mobius dada en (3.11), es z = 1.
Y por, (3.10), el polo de (3.11) se localiza en z = —0.8 + 0.41.

La figura (3.1.A) muestra la gréfica de contornos de la transformacién de Mobius.
Los colores en el rango blanco a azul, son para las distancias 0 a 1; esto es, la regién
dominada por el color blanco inluye a la raiz de m(z). En esta misma figura, el rango
de colores de verde a rojo muestra el valor absoluto de m(z) en el rango 1 a infinito.
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A) Contornos B) Fase

Figura 3.1: Gréficas de contorno y fase para M(z) = ﬁ

Asi, el polo se encuentra en la regién con color rojo. En la grafica de valor absoluto es
mas facil determinar la regién donde se localizan estos puntos.

La figura (3.1.B) muestra la grafica de la fase de la transformacién de Mobius. Los
colores en blanco presentan los nimeros complejos cuyo argumento, resultante de la
transformacion, es cero, esto es, se mapean al eje real positivo del M-plano. Las re-
giones en amarillo corresponden a los ntimeros con argumento de 7/2, o los que se
mapean al eje imaginario positivo. Similarmente, la region verde, que en este caso
domina la mayor parte de la gréfica, indica que los niimeros tendran un argumento de
7, es decir, se mapean a una region cercana al eje real negativo. Finalmente, la region
azul corresponde a los ntimero cuyo argumento, despues de la transformacion, es 27/3,
y se mapean a la region cercana al eje imaginario negativo. Note que en la grafica de
contornos es facil localizar, con exactitud, estos puntos, pero con la ayuda de la grafica
de contornos, sabremos si corresponden al punto al infinito o, a la raiz.

El dominio de la coloracién verde en la figura (3.1.B) se debe a que, el valor asin-
tético, de la transformacién es ¢ —como se muestra en la tabla (3.1)—, es decir

, ~1 .
lim M(z) = ——— = —0.8 +0.4i
2—00 1 + 057,
y este nimero estd en la region cercana a la parte negativa del eje real del M-plano, y
la coloracién de esta region es entre el color verde y amarillo.

3.4 Mapeo de semiplanos

Una caracteristica de la transformacién de Mobius es el mapeo de circulos en circulos
y de lineas en circulos (se puede considerar una linea como un circulo degenerado). En
base a esto es facil deducir que el eje real e imaginario del plano complejo se mapean en
circulos en el M-plano. Este mapeo tiene la caracteristica de mapear, dentro de estos
circulos, la mitad del plano complejo. Esto es, la transformacién de Mobius tendrd
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circulos que contengan a la mitad del plano complejo o semiplano. En esta seccién
veremos cuales son las ecuaciones de estos circulos y cuales son las condiciones que a
considerar para determinar las regiones del plano complejo se mapean dentro y fuera
de estos circulos.

Podemos despejar 2 de (3.1) para obtener la relaciéon

Cb—dM  (b—dM)(cM —a)

T eM-—a leM — al? (3-12)
Si definimos los valores
a = R(@)R(d) +3(a)3(d) = (ad+ad)/2
B = Ra)3(d) - S(a)R(d) = i(ad —ad)/2
n = ROR(c)+3()S(c) = (be+bc)/2
ko= SO)R() —RNOb)S(c) = i(cb—7b)/2 (3.13)
7 = R(OR()+3()S(d) = (cd+7cd)/2 '
£ = R()S(d) - S(R(d) = i(cd—cd)/2
o= R(a)RO)+3(a)30) = (ab+abd)/2
v = R(a)3(b) —S(a)R(b) = i(ab—ab)/2.

Entonces, podemos descomporner la representacion de z de la ecuaciéon (3.12) en su
parte real e imaginaria de la siguiente forma:

—IMPE+ RM)(k + B) + S(M)(a —n) —v

I(z) = A P (3.14)
R(z) — —IMI2V+%(M)(’?AZ77_)G+|S(M)(H—ﬁ) —n (3.15)

De las expresiones (3.15) y (3.14) podemos obtener los circulos resultantes de mapear
las ejes real e imaginario, respectivamente. El circulo que resulta de mapear el eje real
se tiene cuando se cumple la condicién J(z) = 0 y para el caso del eje imaginario la
condicién es R(z) = 0.

El mapeo del eje real

Veamos primero el caso del mapeo del eje real. Entonces, si se considera la condicién

3(z) = 0, el circulo resultante es

2

_ (B4k) +ila—mn) _(BHR) tila=n)\ _|ad—be
(./\/l % M 2 = |2 (3.16)
Es decir, el mapeo del eje real produce un circulo en el M-plano con centro en

26
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|

Figura 3.2: Circulo que produce el mapeo del eje real bajo una transformacion de
Mobius

y radio
ad — be

28
La figura 3.2 muestra un par de ejemplos del mapeo de este circulo. La figura 3.2.A
corresponde a la transformaciéon de Mobius

R, =

(3.18)

22+ 2

M= 2+ i)z 4 (—2+1i)

Y la figura 3.2.B corresponde a la transformacion de Mobius

2 2
M= S —
(=2+1)z+ (2+1)
En ambos casos, los circulos quedan con centro €, = —i y radio R, = 1. El mapeo

del semiplano correspondiente a los niimeros complejos con parte imaginaria negativa
se representa en color azul en las figuras 3.2. La regién en color rojo, representa el
mapeo del semiplano complejo que corresponde a los niimeros con la parte imaginaria
positiva. Estos ejemplos muestran que el circulo resultante del mapeo del eje real es
el mismo, pero contiene a uno de los dos semiplanos caracterizados por el signo de
la parte imaginaria. El siguiente teorema muestra la condicién de los valores de c y d
para determinar el mapeo del semiplano que cae dentro del circulo 3.16.

Teorema 1 (Mapeo de semiplanos) Sea M una transformacion de Mobius no singular, y
sea & = R(c)Y(d) — S(c)R(d). Entonces:

1. Si& > 0, el interior del circulo descrito por la ecuacion (3.16) contiene la mitad del plano
complejo que corresponde a los niimeros cuya parte imaginaria es positiva.
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2. §5i & < 0, el interior circulo descrito por la ecuacion (3.16) contiene la mitad del plano
complejo que corresponde a los niimeros cuya parte imaginaria es negativa.

3. 5i & =0, no existe el circulo (3.16).

Para hacer la prueba, se demuestra que la distancia del mapeo de Mdbius, de los
nameros complejos con la parte imaginaria positiva al centro del circulo (3.16), es
menor que el radio R,, asociado a este circulo, lo que indica que todos los ntimeros
que cumplen con J(z) se mapean dentro del circulo indicado en 3.16.

Prueba Supongamos 3(z) > 0, entonces podemos tener la relacién
3(2) > 0= —[eM — a*S(2) + | R,[* < ¢|R,
Sustituyendo (z) de (3.14) podemos obtener
[MI%E = R(M) (B + K) = SIM) (@ = 1) — v+ & Ref? < &|Re[? (3.19)

Como £ > 0 entonces tenemos

MP — R(M) (5 - ) —S(M) (“ - ”) SLLRP<IRE (20

Es facil verificar que |C,|* — |R,|* = §. Con lo que tenemos que
|M - OT|2 < |Rr|2
Esto es, la transformacién de Mobius queda mapeada dentro del circulo (3.16), cuando

J(z) >0y &> 0.
Sies el caso en que ¢ < 0 entonces se tiene que la ecuacioén (3.19) genera

MP — R(M) (ﬁz) 3y (O‘ - ”) SLARPSIRE G2y

Con lo que se tiene que
M —C,] > |R,|?

Esto se traduce en que cuando la parte imaginaria es mayor que cero y £ < 0, su mapeo
queda fuera del circulo determinado por (3.16).

Ahora debemos ver los casos cuando la parte imaginaria es negativa. Entonces,
procediendo de manera similar al caso positivo, obtenemos la relaciéon

J(2) < 0= —|eM — al*’I(2) + €|R | > €| R, |?
lo cual puede escribirse como

IMPPE = R(M) (B + k) = S(M) (a =) — v+ E|R:|* > €| R | (3.22)
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Si consideramos que £ > 0 entonces (3.22) queda como

MP — R(M) (52) 3Mm) (‘“g”) SLARPSIREG)

Con lo que tenemos que la distancia entre el mapeo resultante de Mdbius y el centro
del circulo (3.16) es menor que el radio Rpg.

M= C? > |R %

Lo que indica que los ntimeros complejos con la parte imaginaria negativa se mapean
fuera del circulo (3.16) cuando & > 0.
Finalmente, si consideramos ¢ < 0, entonces (3.22) queda como

MP — R(M) (5 ‘g) S(M) (“g”) SLLRESRE G2

Y de donde obtenemos la desigualdad
|M - CT|2 < |Rr|2

que indica que el mapeo de Mobius de un complejo con parte imaginaria negativa y
¢ < 0 queda dentro del circulo (3.16). Con lo que el teorema queda demostrado. m

Continuando con el ejemplo mostrado en la figura 3.2, para el caso

22 + 2

M= 2+i)z4 (—2+1i)

se puede ver que £ = 4 > 0, por lo que el interior del circulo contiene el mapeo de
los complejos con la parte imaginaria positiva, como se aprecia en la figura 3.2.A.°Y,
similarmente, para

2242
M= 202
(—2+1)z+ (2+1)
se tiene que £ = —4 < 0, lo que implica que los nimeros con la parte imaginaria

negativa se mapeardn al interior del circulo (3.16).

El mapeo del eje imaginario

De manera similar, el mapeo del eje imaginario, la condicion #(z) = 0 hace que de la
expresion (3.15) se obtenga el circulo

(M_ (a+n)+i(f€—ﬁ)> (M_ (a+n)+i(n—ﬁ))

2y 2y
ad — be|?

2y

(3.25)
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Esto es, el mapeo del eje imaginario genera un circulo con centro en el punto

(a+n) +i(k = B)

C; =
I 2

(3.26)

y radio
ad — bc

2y

(3.27)

I:

Teorema 2 Sea M una transformacién de Mobius no singular, con ¢ # 0y seay = R(c)R(d)+
3(e)(d). Entonces:

1. Si~y > 0, el interior del circulo descrito por la ecuacion (3.25) contiene la mitad del plano
complejo que corresponde a los niimeros cuya parte real es positiva.

2. Siy <0, el interior del circulo descrito por la ecuacion (3.25) contiene la mitad del plano
complejo que corresponde a los niimeros cuya parte real es negativa.

3. Si~y =0, no existe el circulo (3.25).

Para probar este teorema demostraremos que la distancia del punto resultante del
mapeo de Mobius, de un niimero complejo con la parte real positiva, al centro del
circulo C; es menor que el radio R;. Y que, en el caso de mapear una complejo con la
parte real postitiva, la distancia al centro del circulo C; es mayor que el radio R;.

Prueba Supongamos que ¥(z) > 0, entonces

R(z) >0 = —R(2)<0
= —|eM —al*R(z) <0
= —|eM —a’R(2) +7[Ri]* < v|R;?

con lo que tenemos la siguiente expresion
M2y = RM)(a +n) + SM) (5 = B) + i+ Y| Ral* < y|Ril. (3.28)
Ahora, supongamos que v > 0, entonces (3.28) queda como

a+n k—
~

M2 — RM)( ) + S(M)( )+%+m#<um?

Haciendo un poco de algebra en v, o, 3,7 y x tenemos
mw—ME—MQ+$HqumP
con un poco de dlgebra es facil verificar que

Ch? =[R2 = £
8
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con lo que finalmente tenemos
|M — C]|2 < |R[|2.

Es decir, cuando R(z) > 0y v > 0, entonces la transformacién de Mobius manda a
todos los nimeros complejos con parte real positiva, dentro del circulo (3.25).
Consideremos ahora que 7 < 0, entonces (3.28) quedaria como

K—p

at, FSM)(E) + % F IR > | Ry [?

[M* = R(M)(

y haciendo los mismos pasos para el primer caso tenemos
M —Cr]* > |R?
| 1" > | Ry

Es decir, cuando R(z) > 0y v < 0, la transformacién de Mobius, mapea todos los
niimeros complejos con su parte real positiva, fuera del circulo (3.25).

Con un procedimiento similar se prueba el caso para los ntiimeros complejos con su
parte real negativa. Es decir, cuando R(z) < 0y v > 0 produce que

M = Cif* > Ry [?
y que cuando R(z) < 0y v < 0 se tiene que
|M — C]|2 < |R[|2.

Con lo que el teorema 2 queda demostrado. m

3.4.1 Puntos fijos y circulos invariantes

Una propiedad que se estudia en muchas transformaciones y funciones complejas es
la localizacion de los puntos fijos. En esta seccion veremos el comportamiento de los
puntos fijos de la transformacién de Mobius.
Los puntos fijos de una transformacién de Mobius, si ¢ # 0 se localizan en
(a —d) £ +/(d—a)?+ 4bc

pu— .2
z 5 (3.29)

Sea el circulo C} en el plano complejo, con centro z,, en el punto intermedio de los
puntos fijos z; y 22, que se obtienen de (3.29), y con un radio r,, igual a la distancia del
punto z,, a cualquiera de los puntos fijos, entonces tenemos que

stz (a—d)
C, = 5 = o9g (3.30)

y el radio queda como
R. = |z —C.. (3.31)

Con técnicas de visualizacion hemos encontrado circulos que se mapean en si mis-
mos; a estos circulos les hemos llamado circulos invariantes. Esto se presenta en el si-
guiente teorema:
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A) Dominio A) Imagen
: . Cf : - il
Figura 3.3: Circulo invariante para m(z) = gr5%55:57

Teorema 3 Sea M una transformacion de Mobius no singular, sobre el plano complejo, y
ademds si las constantes a y d de M son tales que a = —d. Entonces |z —C,|* = |[M(z)—C.|?,
Vz € C tal que |z — C,|* = |R.|>. Donde Cy es el punto medio entre los puntos fijos z1 y z» de
m(z); y R, es la distancia de C, a cualquiera de los puntos fijos z;, z.

Esto es, decimos que existe un circulo invariante con radio R, y centro en C..

Como la transformacién de Mobius tiene la restriccion de que a = —d, entonces C,
puede escribirse como
~a—d —d a
2 ¢ ¢

Para probar este teorema utilizaremos la forma dada en [67][66], para aplicar el
mapeo de la transformacién del circulo, como un producto de matrices.

Sabemos que la transformacién de Mobius, con a = —d puede expresarse en forma
matricial como
M= ( a b ) (3.32)
c —a

De [67] y [66] sabemos que el circulo H en el plano complejo con centro en C, y radio
R, puede expresarse como una matriz hermitica

1 —C,
H= ( _C. |C.]2 — |R.P? > (3.33)

Es decir, si tenemos una matriz hermitica que representa a un circulo, tiene la forma

(5 8)
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entonces el centro de este circulo queda en:

B
= (3.34)

y el radio correspondiente es:

—\/|B|2_AO (3.35)

|A]

Entonces, el mapeo del circulo (3.33) con la transformacién de Mobius (3.32) se ex-
presa como

M-THM!

cuyo resultado es
—[cf*| R [* o glePIRP
el [Ro2 [bI2 + 22 + {27 + |af2(|Caf? - |R.[?)

De (3.34) el centro C’ de este circulo queda en

_ 2lePIR.P?
—lcl?|R.[?

a

Cl

Ahora verifiquemos el radio del circulo resultante. Sea z; un punto fijo de la trans-
formaciéon de Mobius que estamos considerando. Entonces se tiene que m(z;) = 2,
por lo que se tiene que el radio R’ del circulo resultante del mapeo M del circulo con
centro en C, y radio R, tiene como radio

R, = E—Zl‘
C

|C. — 2|
— RZ

Por lo que se ve ' = C, y R' = R,, por lo tanto, los circulos son iguales.
Este teorema conduce al siguiente corolario:

Corolario 4 Para una transformacion de Mobius no singular, sobre el plano complejo, con
a = —d, entonces

2= Oy = [M(2) = G4 & [M(2) = Cff* = R
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3.4.2 Un ejemplo
Veamos un ejemplo. Consideremos la transformacién de Mobius dada por

—z+1
(1+0.50)z+1

M(z) =

De (3.29) localizamos los puntos fijos, de forma numérica, de nuestra transformacién
en:

z1 ~ 0.41—0.037
29 =~ —2.01+4 0.831.

El centro z,, del circulo invariante C; queda en

B —1

= = —0.8 + 0.4i.
=11 0.50) O

El mapeo de este circulo invariante se muestra en la figura (3.3).

3.4.3 Familia de circulos invariantes

En general, hay indicios de que para el caso en que la transformacién de Mobius no
sea singular, ¢ # 0y a = —d. Entonces existe una familia de circulos invariantes que
pasan por los puntos fijos z; y 22 y cuyo centro estd en la linea que es perpendicular a
la linea que une a los puntos z; y 22, como se aprecia en la figura 3.4.

3.5 Integral de Stieltjes

La integral de Stieltjes es una generalizacion de la integral Riemann. Aunque es cono-
cida por los matemadticos, no es una herramienta muy popular entre profesionistas de
matematicas aplicadas. En esta seccién revisaremos brevemente algunas propiedades
de esta integral; sin embargo una referencia completa del tema se puede obtener en
[25],[26] o en el libro de texto [24].

Para definirla se deben considerar dos funciones acotadas f y g en un intervalo
la, b].Para una particién P

P: a=xg<mi<ay<---<xp_1 <xp,=0>0,

definimos

Ag(zi) = g(wit1) — g(x:),
y elegimos en cada intervalo [z;,z;+1] (¢ =0,1,...,n — 1) un punto «; para formar la
suma de Stieltjes

n—1

op =Y flei)Ag(w:)

1=0
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Figura 3.4: Familia de circulos invariantes

Si el limite
lim Op = 1
| Py |—0
existe para cada secuencia de particiones {P,} tal que |P,| — 0, decimos que I es la
integral de Stieljes de f(z) con respecto a g(z) en el intervalo [a, b] y escribimos

1= [ s

La funcién f(z) se denomina el integrando y la funcién g(x) es el integrador. La
integral de Riemann corresponde al caso en que g(z) = x.

3.5.1 Condiciones de existencia

Una de las principales preocupaciones en matematicos es la comprobacién de la exis-
tencia de resultados. Al manejar integrales de Stieltjes un tema recorrente en la biblio-
grafia es la verificacion de la existencia de las integrales de Stieltjes. Ademads, de las
condiciones de existencia se pueden encontrar otras propiedades.

Sea g(x) una funcién estrictamente creciente en el intervalo [a, b]. Entonces Ag(z;) >
0 es tal que las condiciones de las sumas de Riemann se pueden aplicar también a las
sumas de Stieltjes.

Si consideramos las sumas superiores e inferiores de Darboux-Stieltjes

n—1
sp = ZmiAg(l“i) (3.36)
i=0
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n—1
Sp = ZMz’Ag(ﬂfz‘) (3.37)
i=0

donde m; es la menor evaluacién de f(x) en el intervalo [z;, z;41]. De manera similar
M, es la maxima evaluacién de f(z) en el mismo intervalo, entonces se tiene que la
suma de Stieltjes respecto a estas sumas es

sp<op < Sp.
Y las integrales de Stieltjes superiores e inferiores como
I :i%f{Sp}, I, = ir]gf{sla}.
Entonces, para cualquier particiéon P,
sp<IL.<I"<Sp.

Haciendo w; = M; —m; podemos ver que, al igual que en las integrales de Riemann,
que la integral de Stieltjes existe si y solo si

|]1—"1|IEO(SP — Sp) = 0,

esto es, siy sélo si

El siguiente teorema se refiere a la no existencia de la integral de Stieltjes, su de-
mostracion se puede encontrar en [24]

Teorema 5 Si f(x) y g(z) tienen una discontinuidad en el mismo punto x = ¢ € |a,b),
entonces la integral de Stieltjes no existe.

3.5.2 Clases de pares de funciones integrables

La existencia de la integral de Stieltes depende del comportamiento de las funciones
f(z) y g(x). En esta seccién veremos algunos resultados. La demostracién se puede
encontrar en [24].

1. Si f(x) es continua y g(z) tiene una variaciéon acotada, entonces la integral de
Stieltjes

1= / f(x)dg(z) (3.38)

existe.
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2. Sila funcién f(z) es integrable desde el punto de vista de Riemann y g(x) cumple
las condiciones de Lipshitz

l9(2") = g(2)| < L(z" — ),
donde L es una constante y a < z < 2’ < b, entonces la integral 3.38 existe.

3. Si f(z) es integrable desde el punto de vista de Riemann y g(z) puede represen-

tarse como .
n=ct [ ol

donde ¢ es una funciona absolutamente integrable en el intervalo [a, b], entonces
la integral 3.38 existe.

Originalmente se considera que la funcién g(z) es una funcién monétona estricta-
mente creciente. Sin embargo, si tenemos dos funciones monétonas crecientes g; y
g2, entonces la diferencia entre ambas es una funcién que no es mondétona creciente
g = g1 — g2 y puede obtenerse la integral de Stieltjes de f con respecto a g como una
diferencia de integrales de f con respecto a ¢; y g2, esto es

/abf(x)dg(x) = /bf(x)d[gl(x) — go(2)]
- /f Jdgi(v /f )dga(x

Con lo que se establece que g(z) es una funcién de variacién acotada en el intervalo
[a, 0]

3.5.3 Propiedades de las integrales de Stieltjes

Las siguientes propiedades se obtienen de las definiciones
b
[ dota) = ) g(a)
b ’ b
[ 10e) £ ads@) = [ file)dg(o) = [ piedgta)
/ f(@)dlgi(x) £ g2(x)] = [ fla)dgi(e) £ / f(x)dgs(x)
[ ki@itig@) = w [ fadgta)

donde la existencia de la integral derecha implica la existencia de la integral izquierda.
Mas aun, paraa < c < b

/f )dg(z /f )dg (s /f )dg(z (3.39)
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si las tres integrales existen. Sin embargo, la existencia de las dos integrales de la
derecha en la ecuacién 3.39 no implican la existencia de la integral izquierda.

Para resolver una integral de Stieltjes se puede usar el método de integracién por
partes. Esto se presenta en el siguiente teorema y corolario, cuyas demostraciones se
puede ver en [24].

Teorema 6 Para integrales de Stieltjes la formula de integracion por partes es

b b
/ F(@)dg(z) = f(@)g(x)]’ - / 9()df (),

asumiendo que una integral exista, se tiene la existencia de la otra.

Corolario 7 Si f(x) es integrable con respecto a g(x), entonces g(x) es integrable con respecto

a f(x).

3.5.4 Computacion de la integral de Stieltjes

Los siguientes teoremas describen la manera de resolver una integral de Stieltjes, como
en las secciones anteriores; la demostracion se puede encontrar en [24].

Teorema 8 Si f(x) es una funcién integrable en el sentido de Riemann y la funcién g(x) puede

representarse como
x) = c—l—/ o(t)dt

donde ¢(t) es una funcién absolutamente integrable en el intervalo [a, b], entonces

/ F(@)dg(a / e (3.40)

Teorema 9 Si la funcién f(x) es integrable en el sentido de Riemann, g(x) es una funcion
continua por intervalos y ¢'(x) es absolutamente integrable en [a,b|. Entonces

/ F(@)dg(a / I (3.41)

Teorema 10 Considere que f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y que la funcién
g(x) es diferenciable por intervalos con una derivada absolutamente diferenciable ¢'(x). Ademds
si asumimos que la funcién g(x) tiene discontinuidades de primer tipo en los puntos

a=cp<c1<cp<--<¢,=0>b

Entonces la integral de Stieltjes existe y
[ st /f 2)dz + f(a)lg(a+) = gla)] +

Z fler)lglent) — glae=)] + F()[g(b) —g(b=)].  (342)
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3.5.5 El teorema del valor medio y estimados

Uno de los resultados mas importantes de la integral de Stieltjes es el teorema del valor
medio, debido a que los resultados de la computacion de la integral se simplifican en
una evaluacién de la funcién integradora en los intervalos. Este teorema establece lo
siguiente:

Teorema 11 Sea f(x) una funcién acotada en [a, b|, tal que

m < f(z) <M,

v g(x) es una funcion mondtona creciente. Si la integral de Stieltjes

1= [ s

existe, entonces
I'=k[g(b) — g(a)], (343)

donde m < k < M.

Antes de pasar al siguiente teorema, definiremos el concepto de variacién del inte-
grador.

Definicién 2 La variacién de g(x) en el intervalo |a, b] se define como

k
Vapg(z) = sup > lgla) — glai)|
1=1
donde los rangos supremos subre las particiones P de la forma

a=To< 11 < - <xp,=>

son finitos.
Teorema 12 Si f(z) es continua en [a,b] y g(x) tiene una variacién acotada en [a, b], entonces

/ F(@)dg(x)] < MV (3.44)

donde M = max,<,<p | f(x)| y V = Vapg(z).
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3.6 Conclusiones

Aungque la transformacién de Mobius ha sido estudiada ampliamente, aun quedan al-
gunas propiedades geométricas sobre el plano complejo que no han sido totalmente
estudiadas. En este capitulo hemos establecido algunos criterios para determinar si,
dada una transformacion de Mobius, el mapeo de los ejes reales e imaginario del plano
complejo a través de dicha transformacion resultan en un circulo o en un circulo de-
generado de radio infinito en el M-plano. Ademds, también se tienen condiciones para
saber, dada una transformacién de Mobius, que parte del semiplano se mapea dentro
o fuera de los circulos en el M-plano asociados a los ejes real e imaginario del plano

complejo.
Con técnicas de visualizacién, se encontro la existencia de circulos invariantes en la
transformacién de Mobius, especificamente, cuando se cumple que a = —d en (3.1).

Esta propiedad también se demostré de forma analitica en la seccién 4.4.1. El centro
circulos el punto medio de los puntos fijos y el radio es la distancia del centro a uno
de los puntos fijos. Ademads, experimentos numéricos nos han mostrado que podemos
establecer una familia de circulos invariantes con la misma forma de la transformacién
de Mobius. Esta familia de circulos tiene su centro en la linea perpendicular a la linea
que une dos puntos fijos y que pase por el punto medio de los puntos fijos, y que toque
a los puntos fijos.

La integral de Stieltjes no es un tema comuin para profesionistas que utilizan diaria-
mente herramientas matemadticas avanzadas, como lo son ingenieros, fisicos y quimi-
cos. Por lo que resultan escasas las fuentes de donde se obtiene informacién de este tipo
de integrales. Ademads, algunas de sus propiedades pueden ayudar en la generacién de
nuevos métodos numéricos donde se pueda bajar la complejidad de las computaciones
realizadas, o para reducir el error de aproximacion.



Capitulo 4

Estudio geométrico de la funcion m de
Weyl-Titchmarsh

La teoria de Weyl, o problema singular de Sturm-Liouville, permite obtener
un sustento teérico-matematico ideal para el estudio de paquetes de onda
con regiones de espectro continuo. Las singularidades asociadas a la fun-
cién ¢(z) en el operador diferencial de Sturm-Liouville, al igual que los in-
tervalos infinitos y semi-infinitos donde se define el problema, se relacionan
con la aparicién de espectros continuos. Ademads se sabe que la parte ima-
ginaria de la funcién m de Weyl-Titchmarsh, que aparece en las soluciones
cuadraticamente integrables de la teoria de Weyl, establece una relaciéon
con la funcién de densidad espectral. Esta relacién nos permite manejar
el espectro continuo a través de la funcién de densidad espectral, la cual es
necesaria para la construccién de los paquetes de onda como integrales de
Stieltjes. Se ha hecho bastante trabajo de investigacion numérico y teérico
sobre el problema singular de Sturm-Liouville, en este capitulo se presentan
algunos resultados cldsicos en esta extensa drea y aportaciones que hace-
mos a la teorfa: estudio geométrico de la funcién m de Weyl tomando como
referencia el teorema 1 sobre el mapeo de semiplanos, con el objetivo de
hacer méas entendibles algunos resultados y establecer una solucién alter-
nativa a la computacién de la funciéon m de Weyl-Titchmarsh mediante la
propuesta de una familia de soluciones para el problema valores iniciales
del problema de Sturm-Liouville.

4.1 Teoria de Sturm-Liouville

La teoria de Sturm-Liouville ha influenciado el desarrollo de otras areas del analisis
matemadtico como son: integral de Lebesgue, espacios de Hilbert cuadraticamente in-
tegrables, teoria de funciones complejas en el espacio C, teoria espectral de operadores
diferenciales o teoria espectral de operadores no acotados en espacios de Hilbert.

61
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Charles Francois Sturm y Joseph Liouville realizaron una serie de trabajos hacia 1830
sobre el problema de valor en la frontera considerando un operador diferencial L sobre
un conjunto de funciones.

Ly = (~ {pr o)) o) = i) @)

donde ¢(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b]. El problema de Sturm-Liouville
considera al operador L, ecuacién (4.1), con las condiciones en la frontera

y(a) cosa + y'(a)sena = 0

y(b) cos B+ v/ (b)sen 3 = 0 (4.2)

Se dice que y es una funcién propia de L si Ly = Ay, y A es el valor propio correspon-
diente.

En la teoria moderna de Sturm-Liouville, al trabajo original desarrollado por Sturm
y Liouville se le conoce como el problema regular de Sturm-Liouville. Se dice que un
problema de Sturm-Liouville es regular si el intervalo [a, b] es finito y la funcién ¢(x)
es sumable en este intervalo. Desde el documento de Dixon [68] se complempla que
q(x) cumpla con las condiciones de integrabilidad de Lebesgue, donde una integral
de Lebesgue se denota por £ la cual es una integral sobre espacios medibles. Asi, el
espacio de funciones de Hilbert £2((a, b); w) dado en un intervalo (a, b) y con el peso w,
es el conjunto de funciones complejas medibles f definidas sobre (a, b) tal que

b
/ w(z)|f(z)Pdr < . (4.3)

En este trabajo se considera el espacio de funciones de Hilbert £?((a,b)) donde w = 1,
al que llamaremos espacio de funciones cuadrdticamente integrables. En caso de que
el intervalo [a, b] sea infinito, semi-infinito o si ¢(x) no es sumable en el intervalo, el
problema se considera singular. Una excelente discusién sobre el problema regular de
Sturm-Liouville se encuentra en el capitulo 8 de [69] y en el capitulo 1 de [27]. En esta
seccién presentamos brevemente los resultados importantes de este problema que son
el teorema de comparacién y el teorema de oscilacion.

Como se establece en [27], se puede considerar al problema en la frontera de las
ecuaciones (4.1) y (4.2), donde a = 0y b = 7. De hecho un intervalo arbitrario [a, b]
puede mapearse a [0, 7] por medio de la transformacién ¢t = {=2¢, la cual no altera a
(4.1) y a las condiciones de (4.2).

Dos funciones propias y(z, A1) y y(z, \2) correspondientes a dos valores propios di-
ferentes son ortogonales, esto es

/ Yl My A)dr =0, A £ X
0

Ademés, los valores propios del problema en la frontera (4.1) y (4.2) son reales.
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Teorema 13 Si q(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces para cualquier o
existe una tinica solucién ¢ (x, \), = € [a,b], de la ecuacion (4.1), tal que 1 (a,\) = sena y
V' (a,\) = —cosa.

Para cualquier x € [a, b] fijo, 1(z, \) es una funcién entera de \.

4.1.1 Teoria de Sturm sobre la distribucion de ceros de la soluciéon

El estudio de la distribucion de los ceros de las funciones propias, permitié a Sturm
probar la existencia de una infinidad de valores propios para el problema del valor en
la frontera (4.1), (4.2).

Si se considera el problema de valor en la frontera mds sencillo:

y'+ 2y =0, 3(0)=y(r) =0
con las funciones propias
po(x) =1, p1(x) = cosz, pa(x) = cos2zx, ..., p,(x) = cosnz, ...
y sus correspondientes valores propios
=0 =13 =2% .. A, =n%...

Las funciones propias estdn ordenadas por el incremento de los valores propios,
iniciando en cero. Se observa que sus raices poseen las siguientes propiedades

1. La n-ésima funcién propia en el intervalo [0, | tiene precisamente n ceros.

2. Los ceros de la n-ésima funcién propia y los de la (n + 1)-ésima funcién propia
se entrelazan. Esto es, hay un cero de la (n + 1)-ésima funcién propia entre dos
ceros consecutivos cualquiera de la n-ésima funcién propia.

Estas propiedades son vélidas para el caso general.
De estas observaciones se deriva el principal teorema de Sturm.

Teorema 14 (Teorema de Sturm) Considere las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo
orden

v+ g(x)u = 0 (4.4)
V" + h(z)v = 0 (4.5)

en el intervalo [a,b]. Si g(x) < h(x) Vz € [a,b], existe al menos, un cero de cada solucién de
(4.5) entre cualesquiera dos ceros de cualquier solucion no trivial de (4.4).

Uno de los resultados mas importantes en la teoria de Sturm-Liouville, es el teorema
de comparacién, para el cual se debe considerar que cualquier solucién de la ecuacién

y'+9(x)y=0, —oco<a<z<b< +oo (4.6)

para g(z) < —m? < 0 no puede tener mas que un cero.
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Teorema 15 (Teorema de Comparacién) Sea u(x) la solucién de la ecuacion (4.4) que cumple
con las siguientes condiciones iniciales

u(a) =sina, u'(a) = —cosa 4.7)

y sea v(x) la solucién de la ecuacion (4.5) con las mismas condiciones iniciales. Mds aun,
suponga que g(x) < h(x) en todo el intervalo [a, b]. Entonces si u(x) tiene m ceros en a < x <
b, v(x) no tiene mds de m ceros en el mismo intervalo y el k=ésimo cero de v(x) es menor que
el k=ésimo cero de u(x)

El teorema de comparacion nos permite ver el comportamiento del espectro de dos
problemas regulares y la relacién con las funciones ¢, v y v en (4.4) y (4.5).
El otro resultado importante en el problema regular es el teorema de oscilacién.

Teorema 16 (Teorema de oscilacién de Sturm) Existe una secuencia creciente indefinida
de valores propios \o, A1, ..., A, ... del problema del valor en la frontera (4.1), (4.2), y la
funcién propia correspondiente al valor propio A, tiene precisamente m ceros en el intervalo
a<z<b.

4.2 El problema singular de Sturm-Liouville

En 1910, el caso del problema singular de Sturm-Liouville fue tratado en la tesis doc-
toral de Hermann Weyl, dirigida por Hilbert [70]. La teoria de Sturm-Liouville de oper-
adores diferenciales en espacios de funciones de Hilbert fue desarrollada por Glazman,
Akhiezhierzer, Hellwig, von Neumann y Stone entre otros, hacia 1920. Una excelente
discusion del desarrollo histérico de la teoria de Sturm-Liouville se puede encontrar
en [20] y [71].

En el problema singular de Sturm-Liouville o teoria de Weyl, la funcién m de Weyl-
Titchmarsh juega un papel fundamental en la clasificacién de las soluciones. Esta clasi-
ficacion se establece a partir de las propiedades geométricas del mapeo del eje real al
m-plano, denominado circulo y punto limite. En las siguientes seccién haremos un
estudio geométrico de esta funcién.

El problema principal en la teoria de Weyl es determinar si existe una solucién al pro-
blema descrito por (4.1) y (4.2) que esté en £?(a, b), es decir una solucién que pertenezca
al conjunto de funciones cuadraticamente integrables en el intervalo (a, b). Determinar
la existencia de una solucioén cuadraticamente integrable se apoya en lo siguiente: Con-
sideremos que existen dos soluciones 1 y ¢ del problema (4.1) con A € Cy que cumplen
con las siguientes condiciones iniciales

cosap(a,\) —senap(a)y'(a,\) = 0 (4.8)
senav(a,\) + cosap(a)d' (a,\) = 0 (4.9)

donde « € [0, 7). Estas condiciones iniciales hacen que las soluciones ) y ¢ linealmente
independientes. Es posible establecer la condicién de independencia lineal de ¢ y ¢
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por el hecho de que el operador L en (4.1) es de orden 2. Esta condicién simplemente
consiste en probar que el wronskiano de ¢ y v es distinto de cero, esto es

W[(p, 1?](@ = (p(CU, )\)W(Q?a )‘) - <p'(x, /\)w(x7 )‘> #0 (4.10)

Por otro lado, ¢, ¢, ¢ y ¢’ son funciones enteras de A y continuas en el punto (z, ),
para z € (a,b) y A constante, [69], capitulo 9.

Es bien sabido que la combinacién lineal de dos soluciones al problema (4.1) es otra
solucién. Por tanto, la solucién cuadrdticamente integrable que buscamos es combi-
nacion lineal de las funciones solucién ¢ y . Entonces, podemos establecer que la
funcién que buscamos es x € £2(a,b) y es igual a

xX(x, A) = @(x, \) + m(x, \) (4.11)

x cumple con las condiciones de frontera indicadas en (4.2) En esta ecuacién podemos
notar que es m el factor que establece la condicién para que la funcién y sea cuadrati-
camente integrable.

Entonces x cumple con las condiciones en la frontera establecidas en (4.2). Al susti-
tuir x(z, A) en la condicién de frontera para el punto b se tiene

(6, A) + mip(a, ) cos B + p(b) (' (2, A) + mp!(w, \))sen f =0 (412)
Entonces si despejamos a m de (4.12) tenemos

_p(x,A) cos B+ p(x)¢(z, A)sen 3
(xz, \) cos B + p(x)y'(z, \)sen 3

m =

(4.13)

En esta ecuacién se observa que m depende de x, A y 3, tal que podemos reescribir a la
funcién m como

p(z, A) cot § + p(z)¢'(x, A)
h(x, A) cot 3+ p(x)y(x, A)

La funcién m, ecuacion (4.14), tiene la forma de una transformaciéon de Mobius si
se considera que cot § € (—o00,00) para [ € (0,7), como se muestra en la figura (4.1).
Entonces esta funcion realiza un mapeo del eje real a un circulo en el m-plano. El
estudio geométrico del mapeo de circulo resultante, conocido como circulo de Weyl, se
hace en las siguiente seccion.

m(z, A, 5) = — (4.14)

4.3 Casos circulo limite y punto limite

Una vez que se han presentado algunas propiedades geométricas del mapeo de Moébius
en el m-plano, podemos hacer lo propio con las propiedades de las soluciones depen-
diendo de las caracteristicas del circulo de Weyl.
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Figura 4.1: Funcion cot 3

Uno de los resultados principales de la tesis doctoral de Hermann Weyl [70] es la
clasificacion de soluciones para el problema singular de Sturm-Liouville. Esta clasifi-
cacion se hace viendo el comportamiento del limite de la funcién m(z, A, 5) conforme
b — oo, siempre que J(\) # 0, es decir

lim m(b, A, 3) = lim — w(b, \) cot 5+ p(b)¢' (b, \)

Para que este limite exista, se considera un valor constante para A tal que (/) # 0. El
resultado de este limite es un circulo que contiene el mapeo de 3 cuando barre de O a ,
que se traduce en todo el eje real cuando se evalua cot 3. Entonces se tiene un circulo
limite conforme b — oo. La clasificacion de funciones solucién al problema singular
de Sturm-Liouville que establece Weyl, depende precisamente de la longitud del radio
asociado al circulo limite. Cuando el radio es distinto de cero se tiene el caso de circulo
limite y si el radio tiende a cero, entonces se tiene el caso de punto limite.

Circulo limite En este caso, se considera que todas las soluciones al problema singular
de Sturm-Liouville son cuadrdticamente integrables para A € C.

Punto limite Si la ecuacién (4.1) cae en el caso punto limite entonces existe al menos
una solucién no nula a la ecuacién (4.1) que pertenece al espacio de funciones
Hilbert £2(0, 0o). Esta solucion es x = ¢ + ma).

Coddington y Levinson [69] proporcionan un colorario para establecer si se tiene un
problema singular que cae en el caso de punto limite.
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Corolario 17 Si p(z) = 1 en la ecuacién (4.1) para 0 < t < oo y q(t) > —kt* para alguna
constante positiva k, entonces L cae en el caso de circulo limite al infinito.

Debido a que en el caso de punto limite todos los elementos se mapean al mismo
punto, se puede hacer que la funcién m se divida por cot 3 en el numerador y de-
nominador y elegir a 3 = , tal que cot 5 = co. Entonces obtenemos a la funciéon m
independiente de [ expresada como

lim m(b, A, 7) = — lim 2022

b—oo b—oo ’Lﬂ(b, )\) (416)

Este resultado no debe sorprendernos, ya que corresponde con el valor asintético de la
transformacion de Mobius cuando z — oo, es decir, si M(z) es una transformacién de
Mobius no singular, entonces

az+b_ a

e e A

Los trabajos de Titchmarsh aportaron propiedades analiticas a partir de técnicas de
variable compleja al estudio del problema de valores a la frontera de en el problema
regular de Sturm-Liouville. Resultados principales de Titchmarsh para el problema
singular de Sturm-Liouville es la prueba de convergencia, en las condiciones del tipo
de Fourier, de la serie de funciones propias.

Titchmarshm demostré que el conjunto ortogonal de funciones propias ¢, ¢1, . . .
del problema singular de Sturm-Liouville es completo en el espacio de funciones de
Hilbert de las funciones cuadraticamente integrables £*(a, b). Si se tiene un elemento
[ € L?(a,b) entonces los coeficientes ¢, de Fourier se definen por

Ck = /ab or(x) f(z)de,

y se tiene la identidad de Parseval

b 00
/ F@)Pdr =S Jeal?.
a n=0

En la teoria general de operadores lineales no acotados en un espacio de Hilbert, la
clasificacién de punto y circulo limite desarrollada por Weyl, se ha reemplazado por el
concepto de deficiencia del indice del operador simétrico minimo cerrado en el espacio
de funciones de Hilbert[72].

4.4 Lafuncion my el mapeo de semiplanos

Como se ha comentado, existen una relacién entre la funcién m que aparece en las
soluciones cuadrdticamente integrables del problema singular de Sturm-Liouville y la
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funcion de Mobius. En esta seccidon establecemos una relacion entre las soluciones v
y ¢ con el teorema del mapeo de semiplanos (teorema 1), que hemos discutido en el
capitulo 3.

Las principales propiedades en el mapeo del plano complejo que involucran a la
funciéon m las realiz6 Titchmarsh en [73][74]. Titchmarsh mostr6, que el coeficiente
m necesario para obtener una solucién en £2(0,c0) es una funcién analitica y que al
menos existe una para cada problema singular de Sturm-Liouville. Esta funcién m
debe tener las siguientes propiedades en el espacio de valores propios (plano com-
plejo), siempre que A € Cy I(\) # 0.

2.

3

1. m(\) es regular.
(\) =m(X).

m(A)) > 0 para todo A con &(A) > 0.

N
2%

L
&

(
(m(X)) < 0 para todo A con I(\) < 0.
5. La funcién analitica m que se considera en el semiplano superior de C puede o no

tener continuacioén analitica en el semiplano inferior de C. Y si tiene continuacién
analitica, entonces la funcién m puede o no ser analitica en el semiplano inferior.

Tomando en consideracién las propiedades de la funcién de Mdbious para explicar
el comportamiento de la funcién m de Weyl, la primera relacién que podemos estable-
cer radica en el hecho en que esta transformacién tiene sentido siempre que sea no
singular, es decir que ab — bc # 0. En la teoria de Weyl, esta condicioén equivale a que
el wronskiano de las soluciones ¢ y v sea distinto de cero, es decir, que las funciones ¢
1 sean linealmente independientes, equacion (4.10).

Las propiedades del mapeo de Mobius se presentan en la funcién m siempre que
las soluciones ¢ y v sean linealmente independientes.

Al tener la forma de una transformaciéon de Mdobius, la funcién m mapea el eje real
a un circulo C,, en el m-plano con radio R, con centro en el punto C,. Si tenemos
que las soluciones ¢ y ¢, que se utilizan para construir a la funcién m, son funciones
complejas. Mds aun, son funciones enteras respecto a \.

Sustituyendo las soluciones ¢ y ¢ en la expresién para el radio R,, en la ecuaciéon
(3.18) tenemos

B p(ey’ — ¢')
TR Im(y) — S)R(W) |

Si las funciones 7 y ¢ tienen los valores en el punto a, como se muestra

o(a, \) =sena Y(a, ) = cosa

)
pla)g'(a,\) = —cosa p(a)y(a,\) = sena (4.17)
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para algin o € [0,7), entonces ¢ y ¢ cumplen con la condiciones iniciales que se
expresan en las ecuaciones (4.8) y (4.9).
Sea [fg¢](x) la operaciéon definida como

[f9](x) = p(x)(f(2)7 () — ['(z)g(x)),

y si evaluamos [¢v](x) en a tenemos

[evl(a) = p(@)(p(@)d(z) = ¢'(z)i(x))

= sen’a +cos?a = 1.

Se sabe que como ¢ y 9 son soluciones del mismo Lz = Az, para A complejo, entonces
[p1](x) es constante Vx € [a, b], capitulo 9 de [69].

Entonces, de la discusiéon de mapeo de la transformacién de Mobius sobre el eje real,
podemos ver que el circulo asociado a la funcién m tiene centro C, y radio R, como
sigue

1 1
’2‘5‘ B '2(%(¢)1m(¢’) — (V)R
B (Y — oY)
O = AR Im() — S(RE)) (219)

Consideremos el caso de la funcién m donde ¢ y 1 son funciones reales, entonces
del teorema de mapeo de semiplano para el caso del eje real, tenemos que la transfor-
macién de Mobius si £ = 0, entonces no existe circulo. Esto implica que la funcién m
tiene una discontinuidad que se traduce en que el radio que describe el circulo del eje
real en el m-plano es infinito, como se aprecia en la siguiente expresion

R, =

(4.18)

1 1
%‘ - ‘2<%<w>fm<wf> — S()R(Y)

Lo cual coincide con lo que se describe en Coddington y Levinson, donde establecen
que las soluciones al problema definido por (4.1) y (4.2) con A € R son funciones reales
y que la funcién m es meromorfa en el A-plano, con polos en el eje real, donde los polos
corresponden a valores propios del problema singular de Sturm-Liouville. Ejemplos
de estos polos se pueden apreciar en las figuras (5.3) y (5.17).

Desde los trabajos de Titchmarsh y Levintan [73][27], se conoce la relacién que hay
entre el signo de la parte imaginaria del valor propio A y el mapeo de semiplano que
aparece en el problema singular de Sturm-Liouville. Este lema se escribe de la siguiente
forma:

R, = ‘ (4.20)

Lema1l Si S(A\) > 0, entonces el semiplano superior de C, de los complejos con la parte
imaginaria postiva, se mapea al exterior del circulo determinado por las expresiones (4.19) y
(4.18).
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Prueba Si tomamos la representaciéon para el radio R, dada en el capitulo 9 de [69],
Podemos tener que ¢ también puede expresarse como

b
€= —%(A)/O [0 (¢, \)|*dt. (4.21)

El signo de ¢ lo determina la parte imaginaria del valor propio A, como se aprecia en
la ecuacién (4.21), ya que el valor de la integral fab |v(z, \)|*dx siempre es positivo. Esto
coincide con el hecho de que &(A) > 0, entonces £ < 0 entonces, el semiplano que se
mapea al interior del circulo de Weyl es el que corresponde los complejos con la parte

imaginaria negativa. Por tanto, el semiplano superior se mapea al exterior del circulo
de Weyl determinado por (4.19) y (4.18). m

4.5 Una familia de soluciones ¢(z, \)

Como se puede observar en la ecuacién (4.14), la funcién m de Weyl-Titchmarsh esta
escrita en términos de los valores z, A y 3. Sin embargo, las soluciones v’ y ¢ del pro-
blema (4.1) y (4.2) que componen a la funcién m de Weyl tinicamente dependen de los
valores z y A. Si analizamos el teorema (1), teorema del mapeo de semiplano, y conside-
ramos los polos de la funcién la funcién m, podemos formar una familia de soluciones
1 que nos ayuden a contruir a la funcién m. Para ello debemos ver el comportamiento
en cada uno de los dominios de ¢ y ¢. También se debe considerar los polos de m pues
se sabe que los polos de de la funcién m estdn relacionados con los valores propios del
problema singular de Sturm-Liouville.

En ambos casos, podemos conjeturar que la funcién ¢/ debe ser puramente real o
puramente imaginaria para que se obtenga una discontinuidad en la funcién m, ya
que de ser asi claramente £ = 0. Este resultado geométrico coincide con lo expresado
por Coddington y Levinson [69], cuando indican que las funciones ¢, ¢', ¢ y ¢’ son
funciones enteras en A € C y reales para A € R, por lo tanto, la funcién m es una
funcién meromorfa en A con polos simples y reales.

4.5.1 Dominio de z

Sila funcién ¢ tiene la forma general
P(z) = N (4.22)

donde ¢(x) es una funcién real y derivable al menos una vez, entonces la derivada de
1 quedaria como '
v (@) = igh(w)e' (423)

Es facil obtener que si ¢(z) = ¢¥® en la funcién m, entonces, 2§ = g}(z). Con-
sideremos ahora el comportamiento de ¢} () para los casos de punto limite y circulo
limite.
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Iniciemos con el caso de circulo limite. En este caso la funcién ¢ (z) debe ser acotada,
es decir

2
Jlim g3 (2) = =,
donde | K| es el radio del circulo. Note que para el dominio de z, £ nunca debe ser cero
ya que los polos de la funcién sélo aparecen en el dominio de los valores propios A.
Por el lema (1), tenemos que si I(A) > 0 entonces se tiene que ¢y (x) es una funcién
monotona decreciente negativa y K es una constante real negativa. Andlogamente si
J(A) < 0, entonces gi(x) es una funcién monénota creciente estrictamente positiva y
K es una constante real positiva.
De esta forma, la funcién m se escribe de la forma

p(b)z + ¢'(b)
etox (b)z —+ Zg’)\(b)elg)\(b)

m(b, A, z) = (4.24)

Esta disposicién cambia el problema de encontrar las soluciones v y ¢, al estudio del
la funcién g, (z). Si ademds agregamos el resultado del mapeo del semiplano pero
dependiente de la parte imaginaria del valor propio asociado al problema (4.1)(4.2),
como se expresa en el capitulo 2 del libro de Levitan y Sargsjan [27], ya que esto indica
que el valor ¢ siempre es positivo o negativo (en caso de existir el circulo), lo que acota
la familia de funciones que se busca.

En el caso de punto limite, si J(\) < 0, entonces la derivada de la funcién g¢,(z)
es mondtona creciente estrictamente positiva y tiende a infinito, conforme x tiende a
infinito. Similarmete, si 3(\) > 0, entonces ¢ (=) es una funcién descreciente estricta-
mente negativa y tiende a menos infinito conforme x tiende a infinito.

Teorema 18 Sea ¢)(z) = e una solucion al problema (4.1),(4.2), donde g,(z) es una
funcién real en el intervalo |a, b]. Entonces:

o Si¥(N) < 0lafuncién g (x) es una funcién positiva mondtona no decreciente.

o Si () > 0entonces g (x) es una funcion negativa mondtona no creciente.

Prueba La demostracion es sencilla. El radio del circulo va disminuyendo conforme b
tiende a infinito. Se sabe que los circulos de menor radio se encuentran dentro de los
de radio mayor. En ambos casos los radios dependen de 2 = ¢ (z), por lo que ¢} (z)
es una funcién monétona no decreciente positiva, o monétona no creciente negativa. m

Ahora para completar la construccion de la funcién m de Weyl-Titchmarsh debemos
encontrar una solucién ¢ que sea linealmente independiente de 1. De [75] sabemos
que si ¢ es solucién, entonces v es solucién, por lo que primero proponemos una solu-
cién u(x) al problema singular de Sturm-Liouville. Esta solucién u(z) es linealmente
independiente de ¢). Ahora apliquemos Gram Schmidt para encontrar la solucién or-
togonal .
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Iniciemos proponiendo la siguiente solucién u(x) al problema singular de Sturm-
Liouville, ‘
u(z) = e”N@ (4.25)

La funcién u(z) es linealmente independiente a 1) = ¢*9*(*) como se aprecia en el wron-
skiano
‘ b(z)  u(z)
V(@) u(x)
Ahora aplicamos el proceso de Gram Schmidst, utilizando a las funciones u(z) y ¢ (z)
como sigue:

— lg;\(x) (eigx(x)e—igx(m) + eigx(x)e—igx(%‘)) — 2ig&(m) (4.26)

p(x) = u(@)+ay(z)
(b _ a>ei9>\(x)
fab |ei9r(®)2d

— e (@) _

(4.27)

Ahora tenemos una familia de soluciones ¢ y ¢ para construir la funcién m de Weyl-
Titchmarsh.

4.5.2 Familia de soluciones para el dominio de valores propios

Las soluciones al problema singular de Sturm-Liouville dependen de dos dominios, el
de X y el de los valores propios. En la seccién anterior i) se present6 el comportamiento
para X fijo. Consideremos la misma familia de soluciones expresada en (4.22),

Y(x, \) = @ (4.28)

tal que ¢'(z, A) queda como ‘
V(N = igh(z)e ™ (4.29)

Donde g¢,(z) sigue siendo real. En este caso consideramos a z fijo (por simplicidad en
el punto a) y se varia A en C. Similarmente al caso del dominio de z, la definicién de v
y ¢/, £ se expresa como 2§ = g4 ().

Como se expresa en el libro de Coddington y Levinson [69] las funciones ¢ y v
son funciones enteras para 3(\) # 0 y reales para A € R. Por tanto la funcién m es
meromorfa para A € Cy con polos simples en el eje real. Cada polo en la funcién m
estd asociado con un valor propio del problema singular de Sturm-Liouville. Es decir,
los valores propios son reales y por tanto, las funciones ¢ y 1 son reales. Esto coincide
con el hecho de que una condicién para que ¢ sea cero es que ¢ y ¥’ sean puramente
reales.

A diferencia del comportamiento de la derivada de g(z) cuando se fija A y se varia z,
al fijar z y variar A no necesita ser estrictamente positiva o negativa. El comportamiento
de gx(a) al variar X es el de una funcién con raices simples y estas raices son valores
propios del problema singular de Sturm-Liouville. Es decir, ¢} (a) se comporta como
una funcién oscilatoria que corta al eje real en puntos donde existen valores propios
para el problema de Weyl.
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Teorema 19 Sea 1(x) = ¢*®) una solucién al problema definido por (4.1), (4.2), donde g, (c)
es una funcién compleja de \ y c es una constante en [a, b]. Entonces g (c) es una funcion con
ceros reales de orden uno. Mas aiin, los ceros de g\ (c) son valores propios del problema siqular
de Sturm-Liouville.

Prueba La demostracion es inmediata y se apoya en el hecho de que la funcién m es
una funcién meromorfa con polos reales, donde los polos corresponden con los puntos
donde hay valores propios al problema singular de Sturm-Liouville. De (4.20) se sabe
que los polos estan determinados por 2§ = ¢ (c) por lo que las raices de ¢} (c) son de
orden 1y corresponden con los valores propios de (4.1) y (4.2). m

Figura 4.2: Recorrido en el intervalo I,

4.6 Elespectrodel operador diferencial de Sturm-Liouville
a partir de la funcién m de Weyl-Titchmarsh

Las singularidades de la funcién ¢(x) en la ecuacion (4.1), asi como de los intervalos
finitos y semi-infinitos, se asocian a la aparicién de espectros continuos. Una caracteris-
tica esencial en el trabajo de Weyl fue la asociacion del espectro continuo al operador
diferencial de Sturm-Liouville. En el caso del espectro discreto, los puntos del espec-
tro dependen de las condiciones en la frontera. Sin embargo, el espectro continuo es
independiente de las condiciones de la frontera.

Se puede encontrar el espectro para algunos problema determinados por (4.1) y (4.2)
utilizando la funcién m de Weyl-Titchmarsh. En esta secciéon se discute el método
numérico para obtenerlos.

Como se ha discutido, la funcién m de Weyl es una funcién entera con polos simples
en el eje real. Esta propiedad de asociacién de polo con valor propio es necesaria y
suficiente cuando se trata de un espectro discreto al problema de Sturm-Liouville con
condiciones en la frontera determinadas por (4.2) y en el caso de espectro continuo s6lo
es una propiedad necesaria pero no suficiente.
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Geométricamente, la estrategia del algoritmo es muy sencilla. Primero se establece
un intervalo I, = [z;, zf| sobre una linea recta en el plano complejo paralela al eje real,
es decir J(z;) = (zf). Esta linea debe estar muy cerca del eje real, como se aprecia en
la figura (4.2).

Después se genera una particion en el intervalo y se busca el comportamiento de la
pendiente en el valor absoluto de la funcién m donde el dominio es el intervalo I.. Esto
se describe en el algoritmo (1):

Algorithm 1 Espectro a partir de la funcién m de Weyl-Titchmarsh

Require: funciéon m de Weyl-Titchmarsh, intervalo I, = [z;, z¢] tal que (z;) = S(2f) #
0
1: Hacer una particién P de k — 1 subintervalos en el intervalo I,.
21— [m(0,21)?
37«1
4: for ¢ = 2 hasta £ do
5.y |m(0, z;)|?
6 if S1 # S9 then
7 alj] — (R(z;) + R(zi-1)/2
8
9

Je—J+1
end if
10: Y1 < y2
11: S1 < So
12: end for

13: regresar A

El error en la aproximacién depende totalmente del tamafio de la particién de I,
debido a que la magnitud del punto del espectro al punto aproximado p’ siempre es
menor que la mitad del intervalo de la particién, esto es

error = |p —p| < L;ZA = (R(z;) — R(2i-1))/2 (4.30)

como se aprecia en la figura (4.3)

4.7 La funcién de densidad espectral p

Un aspecto principal en el problema singular de Sturm-Liouville es la incorporacién de
la funcion de densidad espectral. Su uso se refiere principalmente al hecho al concepto
de espacio medible para el espacio de funciones. Esto es la funcién p es inherente al
espacio de Hilbert de funciones cuadréiticamente integrable £2((a,b), p). Este hecho se
refleja en el siguiente teorema.

Teorema 20 Sea f(z) € L£*(0,00). Existe una funcién mondtona creciente p(\) que no de-
pende de f(x) y una funciéon F () (la transformacion de Fourier generalizada de f(x)) tal que
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Figura 4.3: Aproximacién del polo de la funcién m de Weyl-Titchmarsh

se tiene la igualdad

/O " P(0)de = /_ T R0 dp(V) (4.31)

A pesar de ser un referente para la teoria de operadores con espectros continuos,
existen pocos trabajos relacionados con la computacién de la funcién de densidad es-
pectral [76]. Aunque aun existe el problema de presicién cuando se considera que el
punto inicial a del intervalo es singular.

La funcién de densidad espectral p se puede obtener a partir de una aproximaciéon
del problema regular cuando se tiene el caso en que el intervalo de integracién [a, b] es
finito y ¢(z) presenta un discontinuidad en uno de los puntos de la frontera.

En el caso de tener un problema regular, se sabe que su espectro es discreto. Una
parte importante que se ha mencionado en la seccién anterior es que podemos cons-
truir una funcién m para los problemas regulares y el espectro se presenta como polos
simples en la funcién meromorfa m, hecho que se aprovecha en el algoritmo (1). Para
el caso de espectro regular, la funcién de densidad espectral se presenta como una
funcién escalén

Las discontinuidades de magnitud |vx|* en los puntos ), correspondientes, inducen
una funcién de peso o(\) dando como resultado la grafica 4.4.

Para el caso de un intervalo infinito nuestra igualdad de Parseval toma una aproxi-
macién a una integral de Stieltjes.

m—m* (% dp()
DY ‘/_oo X — P (432

La funcién p(u) deberd ser llamada la funcién de distribucién espectral, la cual es
aproximada por una funcién de escalera, cuyo incremento en el valor propio A; es
7, como se puede observar en la figura 4.4. Esto es, se pretende que la funcién escalera
tienda a una funcién monétona no decreciente p(u) cuando b — oo.
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Figura 4.4: Funcién de densidad espectral p

Si nosotros quisiéramos hablar en términos un poco mds precisos desde el punto de
vista de teoria de integracion, tendriamos que considerar medidas del tipo Lebesgue-
Stieltjes (£?(p) cuando p es una funcién monotona no decreciente definida en —oo <
A < 00), y el objetivo es realizar la computacién de dicha funcién.

Para el caso del punto limite se sabe que existe una relacién entre la funcién m(z, \) y
la funcién de densidad espectral p (Teorema 3.1, capitulo nueve [69]), de tal formal que
se puede obtener a la funcién p integrando la parte imaginaria de m como se muestra
en la siguiente expresion:

A
p(A) = pla) + —/ S(m(b, w + iv))dw (4.33)

Asi podemos encontrar la funcién de densidad espectral asociado a un problema
singular de Sturm-Lioville.

4.8 Conclusiones

El problema regular de Sturm-Liouville estd asociado a espectros continuos, mientras
que el problema singular se asocia a espectros discretos. Mas atin, la eleccién de condi-
ciones en la frontera incide en la distribucién del espectro discreto, mientras que esto
no afecta al espectro continuo.

El teorema de mapeo de semiplano nos permite tener una visién mdas geometrica
del comportamiento de la funcién m de Weyl-Titchmarsh, ya que las propiedades del
mapeo del eje real nos permiten incidir en el comportamiendo de las soluciones que
forman a dicha funcién.

Al proponer una familia de soluciones de la forma 1) = ¢*92(*) para el problema sin-
gular de Sturm-Liouville, se busca tener un tipo de soluciones con mejor aproximacion
de las que actualmente se realizan, por ejemplo en [77][15].

La derivada de la funcién de densidad espectral se puede ver como una funcién
de densidad de probabilidad para los elementos del espectro (es decir la funcién de
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densidad espectral es una funcién de distribucién de probabilidad asociada espectro).
Esto nos permite obtener regiones de espectro continuo y poder determinar los puntos
del espectro a partir de las discontinuidades de p(\).

La funcién m también se asocia al conjunto de funciones Nevanlinnas, donde una
funcién Nenevalinna es aquella que es analitica en el semiplano superior complejo y
tiene una parte imaginaria no negativa. Este hecho indica que para formar la funcién
de densidad espectral se debe considerar a un nimero complejo (en el espacio de va-
lores propios) A con ¥(A) > 0 para el problema singular de Sturm-Liouville. En caso
de que 3(A) < 0 tendremos que la funcién p construida a partir de la ecuacion (4.33) es
monotona no creciente.
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Capitulo 5

Casos de estudio

El estudio de la funcién m de Weyl-Titchmarsh nos ha permitido revisar las
propiedades de las soluciones y su relacion con el espectro de los sistemas
representados con operadores diferenciales de Sturm-Liouville.

Las expresion de las ecuaciones de Schrodinger (2.19) y Dirac (2.28), tienen
la forma conveniente de incluir el valor de energia. Lo cual, sugiere que el
espectro se debe calcular antes de realizar estas computaciones y, con estas
ecuaciones diferenciales podemos obtener las soluciones de cada nivel de
energia.

Las soluciones base de los sistemas pueden obtenerse numéricamente con
los métodos de Runge-Kutta si el sistema s6lo requiere de condiciones ini-
ciales. Generalmente, las soluciones de la ecuacién de Schrodinger, ecuaciéon
(2.19), y de Dirac, ecuacion (2.28), involucran las condiciones iniciales Z(z)
y U(xzg). Si se eligen a estos estados iniciales como matrices unitarias, en-
tonces las funciones solucion que se calculan se les denominan soluciones
fundamentales, y son bastante ttiles en caso de que se requiera obtener
soluciones con valores a la frontera utilizando métodos numéricos basados
en diferencias finitas [54].

5.1 Particula libre de Schrodinger

El caso mas simple de analizar es el de la particula libre. El potencial de la particula
libre corresponde a V(z) = 0. Este caso se presenta en libros de texto de mecanica
cudntica, aqui presentaremos la evolucién del sistema que se produce por el efecto de
la discretizacion y que ya se ha discutido en la seccién 2.5.4. También mostramos un
tratamiento de este problema desde el punto de vista del problema singular de Sturm-
Liouville al considerar que el intervalo del problema es semi-infinito, esto es [0, o), por
lo que se dara su funcién m de Weyl-Titchmarsh y su funcién de densidad espectral.
Si consideramos a i = 1y m = 1, entonces la ecuaciéon de Schrodinger para este caso

79
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Figura 5.1: Evolucién del paquete de onda de la particula libre de Schrodinger con
superposicion de soluciones estacionarias

queda como
1 d

y considerando el problema de valores propios, podemos tener la representacién ma-
tricial como sigue
dZ(z) (0 —FE

Es conocido que la solucién independiente del tiempo de esta ecuaciéon diferencial
queda como [13][78]:

u(z, \) = eV (5.3)

Se sabe que el espectro de la particula libre es continuo en un intervalo semi-infinito
E = {E|E > 0}. Como se ha comentado en el capitulo 2, construir el paquete de ondas
a partir de soluciones estacionarias en un espectro continuo genera un problemas de
aparicién de ciclos inducidos por el proceso de discretizaciéon, como se ha discutido en
la subseccién 2.6.3. La evolucién del paquete de onda haciendo la superposiciéon de
soluciones estacionarias, se presenta en la figura (5.1). Esta figura es representativa del
comportamiento ciclico inducido por el proceso de discretizacién. La evolucién de esta
grafica se obtiene al discretizar la region [0, 20] del espectro haciendo una particién de
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70 puntos. Por la ecuacion (2.56), podemos establecer que este ciclo queda en:

2m
te = 55(70 — 1) ~ 21.991
como se puede apreciar en la figura (5.1).

Ahora usaremos el enfoque de la teoria de Weyl para trabajar con este problema.
Debido a que en la ecuacion (5.1) ¢(x) = 0,Vz € [0,00) y como 0 = ¢g(x) > —z?, por el
corolario 17, con k = 1, se tiene que este sistema cae en el caso circulo limite al infinito.

Parece obvio elegir a u(z, \) = eV** como la funcién ¢ para construir la funcién m
de Weyl-Titchmarsh. Sin embargo, debe notarse que dificilmente esta solucién cumple
con las condiciones iniciales del problema singular (4.8) , y ademads se tendria que la

funcién g(z,\) = VAz y Lg(z,\) = VA, y no se cumple que:

lim ¢'(z,\) =

T—00

como se establece en la seccion 4.5.1.
Por esta razén, si consideremos las condiciones en la frontera (4.8), entonces v =
cosay i)' = —sena, donde o € C. Entonces £ queda como:

§ = RE)SE) = SR
= —R(cosa)J(sina) + (cos a)R(sin a)
= cosh §(a)senh (a) cos? a + cosh §(a)senh I(a) sen*a
= cosh §(a)senh 3(a) (cos® a + sen *a)
= 2senh 23(«) (5.4)

Si utilizamos las funciones ¥, ¢, ¢ y ¢’ de la ecuacién (2.20), tenemos que o = V.
El valor a es complejo porque A € Cy z € R. Entonces, como L g(z, \) = 2¢, tenemos:

%g(m, A) = 4senh <2$ (\/X> {E> (5.5)

El radio del circulo de Weyl lo podemos expresar como la inversa de Lg(z, \), esto
es, el radio del circulo de Weyl para la particula libre queda como

R= L , (5.6)

tsenh (23 (VX) z)

lo cual tiene sentido, ya que se ha comentado que la funcién m es meromorfa en el
espacio de )\, con polos en el eje real. Asi, es facil ver que el radio del circulo se va a
infinito cuando A € R y que el radio tiende a cero conforme b — oo con J(\) # 0.

Asi, la funcién ) queda de la forma:

w — 6ig(a:,/\) _ €i4c0sh(2§(ﬁ):p)‘
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Figura 5.2: Aproximaciones de la funcién m de Weyl para b = 50 y b = 130.
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Figura 5.3: Funciéon m propuesta por Titchmarsh para el caso de la particula libre no
relativista

Sabemos que para el caso de punto limite la funcién m se puede expresar como:

= PN (5.7)

U(x, A)

Ejemplos de estas graficas se muestran en la figura (5.2), para distintos valores de b.

Comparemos esta soluciéon aproximada con la solucién andlitica. La funcién m para
el caso de la particula libre de Schrodinger ha sido calculada por Titchmarsh [74],

m(A) s
y se presenta en la gréfica (5.3). Es claro que la funcién m tiene un polo en el eje real
para A = 0.

Se ha discutido que la funcién m establece una relacién entre un par de soluciones
al problema de Sturm-Liouville con el espectro del sistema mediante la funcién de
densidad espectral p. La funcién de densidad espectral p y la funcién p’, funcién de
densidad de probabilidad espectral, se muestran en la figura (5.4).

Entonces podemos hacer la superposicién de las soluciones ¢(x, \) para construir el
paquete de ondas de la siguiente manera

U(z,t) = /0 h a(k)e™V* dp(k). (5.8)

La funcién de densidad espectral p(\) que se obtiene de la funcién m calculada por
Titchmarsh se muestra en la figura (5.4). La funcién p que se obtiene de la funcién m



84 5.2. PARTICULA LIBRE DE DIRAC

\ o /
100
oS
Funcis L
\w nsidad de probhbilidad espectral

Figura 5.4: Funcién py o/

con la familia de soluciones propuesta, ecuacion (5.7), se presenta en la figura (5.5).
La aproximacién de la funcién escalén p,(A\) depende de valor b que se seleccione. La
figura (5.4), presenta la aproximacién de p(\) para b = 130.

Finalmente, la figura (5.6) presenta la evolucién de la particula libre de Schrodinger.
El paquete de ondas se ha construido como una integral de Stieltjes, ecuacion (5.8).
Se observa claramente que el paquete de onda se parte en dos, como es bien cono-
cido [34][78].

5.2 Particula libre de Dirac

Como en el caso de la particula libre relativista, la particula libre de Dirac se ha dis-
cutido en varios libros de texto y se presenta como un primer ejemplo para los casos
relativistas. Sin embargo, atin el fenémeno del Zitterbewegung que aparece en este
sistema no ha sido explicado con toda claridad.

El operador de energia que postul6 Dirac para la particula libre tiene la forma

H=a«a- -p+ 0m, (5.9)

donde o es una de las matrices de Dirac, dadas en la ecuacién (2.26) y 3 es la matriz

unitaria. Entonces p
x

dt
Eso indica que la velocidad de la particula libre estd asociada a un operador con valores
propios 1y -1. Si se trabaja con un espacio de mas dimensiones, se tienen distintos «
para cada componente de la velocidad y ademads estos componentes no conmutan.

h—(t) =i[H,z] = «
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Figura 5.5: Comparacién de las funciones p obtenidas a partir de la funcién m prop-
uesta por Titchmarsh y la calculada numéricamente.

Figura 5.6: Evolucion del paquete de ondas de la particula libre como integral de
Stieltjes.



86 5.2. PARTICULA LIBRE DE DIRAC

Esto, para los fisicos, genera diversas dificultades como el hecho de que estos valores
propios sugieren que la particula puede ir a la velocidad de la luz y se esperaria que los
componentes de la velocidad estuviesen en el intervalo [—1, 1] [11]. Esta anomalia en el
operador de velocidad fue notada inicialmente por Breit y Schrédinger, quien obtuvo
la expresiéon

1 .
z(t) = z(0) + *pH 't + 52'th’1(04(0) — cpH ) (eXHUN _ 1)

El operador de posicion consiste de la suma de una posicién inicial, un desplazamiento
que es propocional al tiempo y un tltimo término, el cual representa una oscilaciéon
violenta de la particula alrededor del valor esperado de la posicién.

De manera similar al caso no relativista, los espinores solucién de la particula libre
de Dirac (5.10), no pertenecen al espacio de Hilbert de la soluciones cuadraticamente

integrables.
( () ) _ cosh (a/if = ) (5.10)
V) )\ (mz2) " senh (iy/mf — 27) |
El espectro de este sistema queda como
E = {e: |mo| < e}. (5.11)

Entonces el paquete de ondas se contruye con la suma de las superposiciones de los
elementos de los espinores propios, como se discute en la seccién 2.4.4. Asi, como en
la ecuacion (2.34) la expresion del paquete de ondas de la particula libre queda como

[ () + ot

El Zitterbewegung debe su existencia a la interferencia entre los estados de energia
positivos y negativos. El comportamiento del Zitterbewegung se aprecia en la evolu-
cién del paquete de onda de la particula libre de Dirac. Este paquete de ondas es la
superposicion de las funciones de onda que corresponden a las energias positivas y
negativas que tiene este sistema. En la evolucién de la soluciones negativas y positivas
se puede observar que tienen la misma velocidad, pero en sentido opuesto, tal y como
se deduce de los valores propios del operador de velocidad.

El paquete de ondas se contruye con la suma de las superposiciones de los elementos
del espinor solucién, como se discute en la seccién 2.4.4.

/(W’l(fﬂ2 + [0o()]?) da =/|¢1($)!2dx+/|¢2(x)|2dx < 0.

Los valores de los coeficientes de Fourier dependen del estado inicial ¢ (z,0) dado
en (2.51)
’QU(I’, 0) _ 6—(x—;1:0)/2<72e—ilcoa:7
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Figura 5.7: Coeficientes a;, para la particula libre relativista

donde £ es el promedio de la energia y o representa la desviacion estandar de z. Si
consideramos que el valor de la masa en reposo es my = 1, y el estado inicial del sistema
con los valores para o = 1/y/7 y ky = 0.2, entonces podemos graficar los coeficientes
de Fourier para la particula libre de Dirac con el estado inicial ¢/(z, 0), como se muestra
en la figura (5.7). En dicha grafica podemos apreciar que podemos cambiar los rangos
de energia asociados al espectro de la particula libre relativista de los rangos (—oo, —1]
y [1,00), alos rangos (-7, —1] y [1,7), respectivamente.

El valor del promedio del momento k, repercute directamente en el grado de par-
ticipacion del segundo elemento del espinor, ¢»(x), de la solucién. Si el valor ky = 0
los coeficientes de Fourier asociados al segundo elemento del espinor son cero, lo que
indica que los valores del primer elemento del espinor son los tinicos que contribuyen
en la construccién del paquete de onda.

Por ultimo, para discretizar el espectro continuo se toma una particiéon del rango de
energias correspondientes. La forma de discretizar el espectro tendréd una repercusién
directa sobre la evolucion en el tiempo del paquete de onda, como se ha explicado en la
seccion 2.6.3. En general, la distribucion de los coeficientes de Fourier respeta el prin-
cipio de incertidumbre de Heisenberg, pues para valores de o grandes, los coeficientes
de Fourier se hacen cero excepto en vecindades alrededor de +k;.

Algunos trabajos que discuten el comportamiento del Zitterbewegun contemplan
s6lo la superposicién del primer componente del espinor, esto equivale a tener un sis-
tema con promedio de energia cero. Sin embargo, no hay razén para la cual no incluir
ambos componentes del espinor. La evolucién de este sistema depende mucho del es-
tado inicial. En general, el sistema parte en dos como en el caso de Schrodinger pero
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Figura 5.8: Particula libre de Dirac con un estado inicial con ¢ pequefio.

no siempre de manera simétrica. Para valores pequefios de o, el sistema si se parece al
caso de Schrodinger donde se parte en dos y de una manera simétrica, como se observa
en la figura (5.9).

Un caso particularmente interesante es cuando o es mayor al promedio de la energia
ko y la masa en reposo es mayor a k. En este caso el sistema casi siempre se mantiene
en dos partes, pero no viajan en direcciones opuestas, sino que se mantienen en un
movimiento Ziterwebegung alrededor de 20.

5.3 Pozo infinito

Uno de los problemas més sencillos en mecénica cudntica es el pozo infinito de poten-
cial. La mayoria de los libros de texto tienen este ejemplo, pues su solucién presenta un
espectro discreto y sus soluciones son cuadraticamente integrables. Este problema es
resuelto en la mayoria de los libros de texto de mecanica cudntica, ver por ejemplo [78].
Por esta razén, lo hemos tomado como ejemplo para verificar el mecanismo numérico
para construir un paquete de ondas como una integral de Stieltjes en un problema
donde se sabe que las soluciones corresponden a un espectro puramente discreto. Asf,
el objetivo principal en esta seccién es presentar el estudio numérico de la construc-
cién de paquetes de onda como integrales de Riemann, al que denominamos paquete
de onda clésico, y de los paquetes de onda construidos utilizando el enfoque de inte-
grales de Stieltjes.

El problema del pozo infinito de potencial en una dimensién se presenta como en la
figura (5.10), donde se asume que el potencial es infinito fuera de la regién [—a, a] y cero
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Figura 5.9: Particula libre de Dirac con un estado inicial con o > k.

en esta region. Este potencial indica que las particulas dentro de la regioén [—a, a] estan
atrapadas y no pueden salir, asi que la probabilidad de encontrarlas en esta region es

1.

El potencial entonces se describe como

0 z€(—a,a)

V(w) - oo en otro caso

(5.12)

Y la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, para este problema, se pre-

senta como

o TV ayute) = Bua) (519

-a 0 a X

Figura 5.10: Potencial del pozo infinito
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Las soluciones a este problemas se plantean de forma tal que sean cero en las re-
giones donde el potencial es infinito, debido a que que se considera que es cero la
probabilidad de encontrar a una particula en esta regién. Se considera también que las
soluciones ¢ sean cero en los puntos a y —a, de la figura (5.10), es decir que (—a) =
¥(a) = 0.

Las soluciones a este problema se presentan como soluciones pares . y soluciones
impares v, y son

Y(z)e = sen(kx) (5.14)
W(x), = cos(kz) (5.15)

donde k = /274E.

Para que estas soluciones cumplan con las condiciones en la frontera que se han
impuesto, los valores de las energia para las soluciones pares e impares quedan como

2% +1\? h2r2

E = i =0,1,2, ... 1
(5) o =012 (5.16)
232 2

p - T i=1,2,.. (5.17)
2moa?

tal que las energias estdn ordenadas como sigue:

B m2r? R*m? 9R2m? 2R3

{Sm()a27 2moa?’ Smoa?’ moa?’ }

es decir, una secuencia de energia impar y energia par. Finalmente se puede notar
que las energias estdn en funcién del valor de a que se especifica originalmente en el
potencial, ecuacion (5.12).

Por fines de simulacién consideraremos 7 = 1. Las cuatro primeras soluciones de
este problema se muestran en la figura (5.11).

Volviendo al caso del potencial de pozo infinito, conocemos el espectro, ecuaciones
(56.16) y (5.17) y las soluciones de las ecuaciones (5.14) y (5.15). Si se considera el estado
inicial (2.51) y el caso en que a = 1 y los valores del estado inicial son ky = 0.2,0 =
0.25y g = 0, podemos obtener los coeficientes de Fourier a,, como se muestra en
la figura (5.12). Se puede apreciar que los coeficientes a,,, para estos valores, tienden
a cero para los valores de energia mayores a 99.929745. También se puede observar
la presencia de dos tendencias en el comportamiento de los coeficientes de Fourier,
debido principalmente a que hay un grupo de coeficientes generados por las funciones
de las soluciones pares (5.14) y otro por las funciones de las soluciones impares (5.15).
Esto se refleja en el comportamiento intercalado de los coeficientes; los coeficientes
impares mantienen la secuencia descendente {0.579544,0.313217, ...}, mds abrupta que
la secuencia de los coeficientes pares, que se comporta como {0.018061,0.014327, .. .}.

El comportamiento de estos coeficientes muestra cuales son las soluciones que con-
tribuyen a la formacién del paquete de ondas. Para el ejemplo que estamos mostrando,
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Figura 5.11: Soluciones del pozo cuadrado para a = 1
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Figura 5.12: Valores de los coeficientes a,, para el caso en que a = 1, y los valores del
estado inicial ¢(x,0) son ky = 0.2,0 = 0.25 y 2y = 0.
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Figura 5.13: Funcién m para el caso del pozo infinito.

se puede apreciar que, aproximadamente, las primeras ocho soluciones son las que
contribuyen a la forma del paquete de ondas, las demas soluciones pueden ser despre-
ciadas si su respectivo coeficiente de Fourier es demasiado pequefio.

Constuir la funcién m de Weyl-Titchmarsh para este sistema es facil, una vez que se
ha realizado la computacién para el caso de la particula libre. En este caso, sélo se debe
cosiderar un intervalo finito en el dominio de z. La grafica de esta funcén se muestra
en la figura (5.13).

La funcién de densidad espectral para este sistema se puede apreciar en la figura
(5.14), se puede apreciar que los saltos en la funcién se realizan en los valores donde
hay puntos del espectro.

La evolucién del paquete de ondas se muestra en la figura (5.15) para los intervalos
de tiempo [0,0.67] y [0,0.5]. En el primer caso se aprecia la apariciéon de ciclos aproxi-
madamente en ¢ ~ 0.67. En la segunda gréfica de (5.15), se aprecia que la distribucién
de probabilidad se mantiene uniforme conforme el tiempo transcurre.

Sin embargo, no podemos decir que este sea el comportamiento general, ya que si en
el estado inicial se selecciéon un valor z, # 0, entonces obtenemos un comportamiento
un poco mas “cadtico”, como se puede apreciar en la figura (5.16)

5.3.1 La funcién espectral p

Si{A1, Ag, ...} son los valores propios de un operador diferencial, y {u,, us, . ..} sus res-
pectivas funciones propias. Entonces, la funcién espectral p es una funcién monétona
no decreciente en el intervalo donde estan definidos los valores propios. Cuando existe
un espectro discreto, la funcién espectral es una funcién escalén sobre los valores del
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Figura 5.14: Funcién de densidad espectral p para el pozo infinito de potencial.
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Figura 5.15: Evolucién del paquete de ondas del pozo infinito no relativista para lapsos
de tiempo [0,0.67] y [0,0.5]
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Figura 5.16: Evolucion del paquete de ondas del pozo infinito no relativista cuando
Ty = 0.2.

Figura 5.17: Funcién m para el caso del pozo infinito no relativista

espectro. La funcién espectral presenta discontinuidades en los valores propios \;, y el

tamafio del escaldn es v; =< w;|u; >71.

5.4 Conclusiones

En los ejemplos mostrados para los casos de sistemas con espectros continuos y es-
pectros discretos; simplemente corroboran el hecho de que para el caso de espectros
discretos, los valores del espectro dependen de las condiciones de la frontera que se
tengan.

Para el caso del espectro continuo, se establece que el rango no varia, sin embargo
podemos notar que la funcién de densidad espectral tiene cambios, no en los limites
del rango del espectro, pero si en la derivada de p, que es la funcién de densidad de
probabilidad del espectro. Es decir, las regiones cambian de densidad dependiendo de
las condiciones en la frontera que se tengan. Esto se ha hecho evidente en las compara-
ciones de los potenciales de pozo infinito y de particula libre, cuando el intervalo del
pozo infinito se fija al rango [0, ] y cuando b — oo; en la figura (5.18) se muestra la
funcién de densidad espectral p para b = 130.

La derivada de la funcién p establece entonces que aunque se tenga un espectro
continuo, en este caso de [0, c0), la mayor probabilidad de estar en unos de los estados
de baja energia, como se puede apreciar en la figura (5.4).

En relacién al Zitterbewegung, los trabajos de simulacién se han centrado en la si-
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Figura 5.18: Aproximacion de la funcién de densidad espectral p de la particula libre
mediante funciones de densidad espectrales conforme b — oc.

mulacién del paquete de onda considerando tinicamente la superposicién del primer
componente del espinor y no existe un razén alguna para no considerar ambos com-
ponentes. En las simulaciones que hemos realizado hemos observado que el estado
inicial gaussiano nos indica distintos comportamientos del paquete de onda, aunque
en todos los casos se mantiene el comportamiento del oscilacion violenta propio del
Zitterbewegung. Particularmente, las simulaciones de Zitterbewegung que sélo tratan
con la parte superior del espinor equivalen a decir que el pardmetro k, del estado
gaussiano inicial, implica que el promedio de la energia es cero. El comportamiento de
las superposiciones de los componentes del espinior son antisimétricos con respecto
a las energias positivas y negativas. Esto quiere decir que la evolucion del primer
componente del espinor para energias positivas se mueve en la direccién opuesta al la
evolucion del segundo componente del espinor para energias negativas.
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Capitulo 6

Discusion, resultados y conclusiones

6.1 Discusion

Aungque el objetivo principal de este trabajo es la simulacién de paquetes de onda uti-
lizando el enfoque de integral de Stieltjes, hemos incidido un poco en dreas de variable
compleja en el estudio de la transformacién de Mébius y de la funcién m de Weyl, en
los capitulos 3 y 4 respectivamente.

Referente a la simulacién de paquetes de onda, se realizaron experimentos numéri-
cos con el enfoque de integrales de Riemann para construir paquetes de ondas en casos
donde los sistemas tienen espectro continuo, ver secciones 2.6 y 5.1. Estas simulaciones
se hicieron con el objetivo de estudiar el efecto de la discretizacion del espectro en la
evolucion del paquete de ondas. El resultado fue la identificaciéon de periodos que son
inducidos por este proceso de discretizaciéon y no forman parte del comportamiento
dindmico del sistema real. Este comportamiento anémalo del sistema se presenta tanto
en la simulacién de paquetes de onda para la ecuaciéon de Schrodinger como para la
ecuacioén de Dirac.

Se compar6 el comportamiento de los paquetes de ondas para sistemas con espectro
discreto en simulaciones que utilizan el enfoque de integral de Riemann y de integral
de Stieltjes, seccion 5.3. El sistema que se simul6 fue el del potencial de pozo infinito. El
resltado de esta comparacén nos permitié confirmar que las propiedades cualitativas
en el comportamiento del paquete de ondas no varia si se utiliza un enfoque de integral
de Riemann o de Stieltjes.

Al trabajar con el enfoque de soluciones estacionarias en la construccién de paquetes
de onda, podemos elegir los rangos del espectro que deseamos utilizar; esto tiene prin-
cipal repercusién en los paquetes de onda para la ecuacién de Dirac, ya que algunas
simulaciones consideran sélo al primer componente del espinor para realizar la sim-
ulacién. Sin embargo, hemos hecho la simulacién comparando los comportamientos
separados de cada componente del espinor y el comportamiento conjunto en distintos
rangos de energia. Esto es particularmente interesante en el caso de Zitterbewegun, ya
que los resultados que hay en la literatura arrojan que el paquete de ondas se separa
de manera simétrica, sin embargo, al seleccionar los rangos de energia adecuados, es
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posible que la separacién sea antisimétrica, lo que indica que hay mayor probabilidad
de encontrar a la particula viajando en una direccién que en otra, seccién 5.2.

Refrente a la transformacién de Mdbius, los teorema de mapeos de semiplanos de
la transformacién de Mobius, seccién 3.4, nos aporté un marco de referencia para en-
tender el comportamiento de la funcién m de Weyl y sobre el comportamiento de la
funcién espectral p. Ademds de que nos permitié proponer una familia de soluciones
para construir a la funcién m de Weyl-Titchmarsh basado en el comportamiento geo-
métrico del circulo de Weyl, seccién 4.5.

Es posible encontrar a la funcién 1) mediante la familia de soluciones propuesta; sin
embargo encontrar a la funcién ¢ que sea linealmente independiente de ) puede ser
un poco complicado para que cumplan con las condiciones iniciales. En caso de eligir
a las funciones 1 y ¢ linealmente dependientes, entonces la funcién m es una constante
y no hay manera de obtener informacién del sistema, debido a que la solucién ¢ es un
multiplo de v, es decir ¢ = ¢y, entonces al formar la funcién m de Weyl, se cancelan
los términos de ¥ y ¢’ y nos queda la constante c.

Para evitar este problema en la construcciéon numérico de la funcién m de Weyl-
Titchmarsh, Se observé que las funciones solucién ¢ y ¢ que forman a la funciéon m
deben cumplir exdctamente las condiciones iniciales. Si ¢ es de la forma e9r(*) entoncs
la restriccién de las condiciones iniciales genera un problema en las derivadas de ¢ y
¢, es decir, por la regla de la cadena, la derivada de ¢ debe seleccionarse de forma
tal que la derivada funcién g¢,(z) que la compone sea uno, en otro caso, se tiene una
divergencia de la solucién.

6.2 Aportaciones

En este trabajo se presentaron experimentos numéricos que refuerzan la idea de tener
a la funcién de densidad espectral como un elemento principal en la simulacién de
paquetes de onda. Ademad se valid6 la simulacién del paquete de ondas como integral
de Stieltjes al verificar que conserva las propuedades cualitativas que se presentan en
la simulacién del paquete de ondas como integral de Riemann.

En este trabajo se ha presentado una familia de soluciones al problema singular de
Sturm-Liouville que permita obtener la funcién m de Weyl-Titchmarsh. Esta famila,
las soluciones son de la forma

) = IRINC)

donde la funcién g(z) es real y continua. Ademas, si g(z) > 0 entonces es una funcién
monotona no decreciente, y si g(x) < 0 es mondnota no creciente.

A pesar de que la transformacién de Mbius ha sido muy estudiada, se obtuvieron
algunos resultados novedosos. Realizamos un par de teoremas para el mapeo de semi-
planos de la transformacién de Mobius con referencia al eje real e imaginario del plano
complejo. Y durante el estudio de los mapeos de la transformacion de Mobius se en-
contré una familia de circulos invariantes bajo la transformacién de Mobius.
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6.3 Conclusiones

La computacién cientifica es una herramienta para el estudio numérico de sistemas. A
pesar de los avances tecnolégicos para el desarrollo de computadoras mas rapidas, atn
es necesario desarrollar técnicas numéricas y matemaéticas para bajar la complejidad de
los algoritmos que se utilizan o para encontrar resultados con una exactitud mayor a
la que presentan los algoritmos actuales.

El estudio geométrico del comportamiento de transformaciones y funciones com-
plejas, nos permiten tener una idea clara sus comportamientos y propiedades. Parti-
cularmente, a pesar de que hay mucho trabajo desarrollado en el estudio de la trans-
formacién de Mobius, atn hay algunas propiedades muy particulares que atn no se
estudiadas como lo son los lugares geométricos que permanecen invariantes bajo esta
transformacion.

La teoria de Weyl permite tener un marco teofico que permita explicar el compor-
tamiento del sistema cuando hay presencia de espectros continuos o espectros mixtos.
Ademas, existe una relacion entre un problema regular y uno singular mediante una
aproximacién en los limites del intervalo [a, b], lo que permite que el método numérico
que se utiliza para trabajar con problemas con alguna regién de espectro continuo se
utilice para los problemas de espectros discretos.

A pesar de no haber terminado la demostracién de que todo problema singular de
Sturm-Liouville tiene una solucién ¢ = ¢¥9(*) para el el valor inicial, donde g(z) es
una funcién f : R — R, tenemos indicios de que efectivamente es posible tener una
solucion de esta forma en la teoria de Weyl. Aunque hay una gran cantidad de tra-
bajo desarrollado en el drea del problema singular de Sturm-Liouville, atin no quedan
claras algunas propiedades y comportamientos de la funcién m de Weyl como en la
distribucion de los polos conforme varian las condiciones en la frontera para los casos
de espectro continuo. Ademas, se debe ser cuidadoso en la seleccién de las funciones
solucion que construyen a m de que efectivamente cumplan con las condiciones ini-
ciales.

6.4 Trabajo a futuro

Se realizaron los estudios geométricos del problema singular de Sturm-Liouville para
los casos de dominio finito y semi-infinito. Se pretende terminar el estudio para el caso
de intervalo infinito.

En el desarrollo del trabajo, se propuso una familia de soluciones ) que permitan
obtener la funcién m de Weyl. Sin embargo, atn falta de demostrar que todo problema
singular de Sturm-Liouville tiene una solucién de la forma ¢ = etoa (@) para el caso de
valores iniciales.

Evidentemente es necesario hacer un estudio mds exhaustivo de la funcién g(x), se
obtuvieron algunas propiedades cualitativas de la solucién y su relacién con el espacio
de los valores propios.
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Para el caso finito y semi-infinito es deseable profundizar en la relacién que puede
existir entre la clasificacién de puntos singulares oscilatorios y no oscilatorios con la
funcién g(z).

En el caso de los paquetes de onda relativistas, motivacién original de este trabajo, se
puede extender el trabajo hacia la construccion de una funcién m para los operadores
de Dirac que nos permita obtener espectros de los sistemas cudnticos relativistas y
construir los paquetes de onda como integrales de Stieltjes.



Apéndice A

Visualizacién de funciones y
transformaciones complejas

El problema de la visualizacién de las funciones complejas es que se requieren cuatro
dimensiones para graficarlas (dos para el dominio y otras dos para la imagen). Se han
desarrollado diferentes técnicas de graficacion para ayudar a visualizar su compor-
tamiento. Posiblemente las principales sean el mapeo conforme, la gréfica del valor
absoluto de la imagen y la grafica del espacio de fase de la imagen'.

A) Dominio

Figura A.1: Mapeo conforme de la funcién <

Un ejemplo del mapeo conforme se presenta en la figura (A.1). La figura (A.1.A) pre-
senta la forma en que se mapeard el plano complejo. El barrido en los reales negativos
se realiza en color verde, el de los reales positivos en azul, el de los imaginarios ne-
gativos en amarillo y el de los imaginarios positivos en rojo. Asi, resulta facil ver que

!Estas técnicas estdn documentadas en [61],[65] y eran muy discutidas en los cursos de graficacién
(Fortran III) y Analisis Numérico I-IV, impartidos por el Dr. H.V. McIntosh en la licenciatura en Com-
putacién de la FCFM de la UAP, parte de este trabajo se puede consultar en [37]
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Figura A.2: Curvas de nivel y mapeo conforme de la funcién compleja senh

el cuadrante de reales positivos e imaginarios (A.1) positivos estd cuadriculado con
lineas azules y rojas, llamémosle cuadrante /, como usualmente se le hace en el plano
cartesiano. El cuadrante /7, que corresponde a los niimeros complejos que tienen su
parte real negativa y su parte imaginaria positiva, estd cuadriculado con lineas rojas
y verdes. El cuadrante de reales e imaginarios negativos estd cuadriculado con lineas
verdes y amarillas, cuadrante /7/. Y finalmente, el cuadrante /V esta cuadriculado
con lineas azules y amarillas, y corresponde a los ntimeros complejos con la parte real
positiva y la parte imaginaria negativa.

Conociendo los cuadrantes del dominio (por el color de las lineas) podemos in-
ferir algin comportamiento del mapeo de una funcién compleja. Por ejemplo, la
tigura (A.1.B) da una idea de como se comporta la transformacién, pues el cuadrante
I (ntimeros con la parte real e imaginaria positiva), se mapea en la zona de ntimeros
con parte real positiva, pero negativa en la parte imaginaria. Otra caracteristica quese
aprecia es la acumulacién de puntos al rededor del origen del plano complejo.

La representacion del valor absoluto del ntiimero complejo también ayuda entender
el comportamiento de una funcién compleja. Por ejemplo, a figura (A.2) presenta la
gréfica de la funcién seno hiperbdlico en sus representaciones por curvas de nivel del
valor absoluto de la funcién y su mapeo conforme. Los colores que van de blanco a
azul presentan las distancias entre 0 y 1 (cero, blanco y 1 azul). El rango de colores
de verde a café son distancias que van de 1 a un limite superior, digamos 10. En la
figura (A.2.A) se observa que a lo largo del eje imaginario hay una secuencia de re-
giones blancas, lo cual indica que hay regiones de ntiimeros que al ser evaluadas por
la funcién estdn préximos al cero. Estas regiones estan sefialadas en la figura (A.2.B)
en las elipses, alrededor del cero, que forman las lineas que fijan el valor real y barren
el eje imaginario (lineas de color amarillo y rojas). Note que la secuencia de regiones
cercanas a cero es sobre el eje imaginario en (A.2.A), y esto se refleja en que de las lineas
que fijan el valor imaginario y varian la parte real, s6lo se acercan a cero y posterior-
mente se alejan.
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La tltima técnica de visualizacion que utilizamos es la grafica del espacio de fase. Es
bien conocido que un ntiimero complejo puede representarse por un par de nimeros
(z,y), que representan la parte real e imaginaria si se trabaja sobre un plano cartesiano,
sin embargo, también es posible utilizar la representacién polar para localizar puntos
en el plano

x=rcosl r= 12+ y> (A1)

y=rsenf 0= arctan(y/x) (A.2)

El espacio de fase presenta los cambios que tiene el angulo 6 en la funcién. Esta gra-
fica junto con la representacién del valor absoluto de la funcién (que no es otra cosa
que el graficar r) nos dan una informacién similar a la que se obtiene del mapeo con-
forme, salvo que la informacién del comportamiento en de la transformacién compleja
se presenta en dos gréficas diferentes (una para r y otra para 0).

A)f(z) =2 B) f(2) = 22

Figura A.3: Espacio de fase de la identidad y z*

La grafica (A.3) presenta la forma en que se asignan los colores al plano complejo y
un ejemplo con la funcién z2. En la parte (4.3.A4), que corresponde a la funcén iden-
tidad, se oberva que los nimeros complejos alrededor del eje real positivo tienen aso-
ciado el color blanco; los ntiimeros al rededor del eje real negativo tienen asociado el
color verde; los nimeros al rededor del eje imaginario positivo tienen el color amarillo;
y los ntiimeros al rededor del eje imaginario negativo tienen el color cyan También se
observa que los ntimeros en el cuadrante / (con la parte real e imaginaria positiva),
tienen la transiciéon de colores de blanco a amarillo. La fase de los nimeros del cua-
drante /7 (los nimeros complejos con parte real negativa y parte imaginaria positiva)
presentan una transicion de colores entre amarillo y verde. La fase de los ntiimeros
imaginarios con parte real e imaginaria positiva (cuadrante ///), muestran una tran-
siciéon de colores de verde a azul claro. Finalmente, en el cuadrante IV, donde los
nimeros complejos tienen parte real positiva y parte imaginaria negativa, la fase pre-
senta una transiciéon de colores de azul claro a blanco.
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La figura (A.3.B) presenta el comportamiendo de la fase de la funcién z2. Claramente
se observa que todo el eje real tiene asociado el color blanco, lo que indica que el mapeo
resultante pasa al eje real positivo, lo cual es consistente con el hecho que el cuadrado
de un real es un ntimero positivo. En el caso de los ntimeros en el eje imaginario, se
observa que todos los nliimeros se mapean al eje real negativo (color verde), lo cual es
consistente con el hecho de que el cuadrado de un ntimero imaginario es un niimero
real negativo.

A) Z+(0.5+i) B) Z+(-0.7-i/2)

Figura A.4: Ejemplos de translacién en el plano complejo

Una vez que hemos discutido brevemente las técnicas de visualizacion que uti-
lizaremos, veremos el comportamientos de las transformaciones (3.5)(3.6) y (3.7). La
transformacion (3.8) es equivalente a (3.5). Asi, se mostrara el comportamiento de la
translacion, escalamiento y la inversion.

A.1 Latranslacion z + A

La translacion no presenta problemas de entendimiento, simplemente mueve el origen
del plano complejo al nimero complejo A. Ejemplos de translaciones se muestran en la
tigura (A.4), en ambos ejemplos se mapea tnicamente una regién del plano complejo,
esta region es C; = {x + iy|z,y € [—1,1]}. La figura (A.4.A) muestra la translacién al
punto A = 0.5+ . Y la figura (A.4.B) muestra la translacién al punto A = —(0.7 + 0.5¢).
La figura (A.5) muestra los contornos del médulo y la fase de la translacién al punto
A = 0.5+1, cuyo mapeo conforme se muestra en (A.4.A). Note que el cero esta indicado
en el punto —A = —(0.5 + i), debido a que con la translacién del origen, este punto
queda situado en el cero (esto es, si z + A = 0,= z = —A). El punto al infinito se
alcanza cuando z = oco. La forma de las graficas no varia de la de la identidad z, como
se puede apreciar en la figura (A.3.B), salvo la posicién del cero.
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A _ B)

Figura A.5: Contornos y fase de una translacién

A.2 Lamultiplicaciéon Az

La transformacién multiplicacién f(z) = az se presenta como una rotacién y escalamiento
del dominio de la funcién, esto se puede apreciar en la figura (A.6). La figura (A.6)

A) (14)Z B) (0.6 + 0.8i)"Z

Figura A.6: La multiplicacién compleja es una rotaciéon y un escalamiento

presenta dos ejemplos de multiplicaciéon. El dominio que se estd multiplicando es
Ci={z+iy|z,yel-1,1]}

Este efecto se explica debido a que, si utilizamos la representacion exponencial de
los nimeros complejos, z = e y A = Re'®, entonces la multiplicacion de ambas
cantidades queda como:

Az = rRe¥+¢

lo que significa que en una multiplicacién de complejos hay un escalamiento (la multi-
plicacion del la distancia del cada nimero con el origen) y una rotaciéon que es la suma
de los angulos de cada uno de los puntos. Note que si a € R, esto simplemente es un
escalamiento y no se incluye la rotacion.
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A) B)

Figura A.7: Contornos y fase de la multiplicaciéon Az

En este caso, el cero se tiene cuando z = 0, como se aprecia en la figura (A.7.A), y se
alcanza el punto al infinito cuando z = co.

Si revisamos nuevamente el ejemplo Az = (1 + i)z, que se muestra en las figuras
(A.6.A), (A7.A) y (A.7.B), se observa que el mapeo conforme presenta una rotaciéon
de 7/4 del plano C;. Esto se debe a que, tomando las expresiones de (A.1) y (A.2), si
A =2+ iy =1+ 1, entonces

¢ = arctan(1/1) = w/4 = 45° (A.3)

La figura (A.7.B) podra parecer un poco desconcertante, pues la rotaciéon se muestra
en sentido contrario, pero debe tenerse en cuenta que en realidad lo que sugiere es el
comportamiento que tendran los niimeros después del mapeo. Por ejemplo, el color
blanco en (A.7.B) estd asociado a la linea de los ntimeros en el plano complejo con fase
—m/4 = —45° y esto indica que estos niimeros tendrdn una rotacién de 45° para ser
mapeados al eje de reales positivos —recuerde que la fase de ntimero alrededor del
eje de reales positivos estd asociado con el color blanco, como se discuti6 en la seccién
A—. Es decir la gréfica en general muestra la direccién hacia donde se mapearan los
nimeros de esa region. Asi la grafica (A.7.B) muestra una rotaciéon de —m/4 en todo el
plano complejo, comparado con la grafica de z que se muestra en la figura (A.3.A).

La figura (A.7.A) también muestra el cambio de escala que sufre el radio con este
escalamiento, como el radio ahora es mayor A = (1 +i),= 7 = /2. Esto se aprecia
en el circulo azul, de la figura (A.7.A), que indica los ndmeros con una distancia a uno
con el origen. Esto es

2
rR=V2R=1,=r= g = 0.7071067811865476

lo cual se aprecia perfectamente en la interseccién del margen del circulo azul y los ejes
real e imaginario de la figura (A.7.A).
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A.3 Latransformacion 1/z

El mapeo conforme resultante al graficar la funcién 1/z se muestra en la figura (A.1).
Por una simple inspeccién se puede observar que el la funcién inversa 1/z mapea los
ntmeros del cuadrante / al cuadrante IV y del IV al /. Similarmente “intercambia”

1/

1

1

Figura A.8: Grafica de r~

los cuadrantes 11 y I11. Esto se debe a que si tomamos la representacion de Euler, esto
es z = re” = r(cosf + isen ), entonces la inversa de z, se puede obtener como

z=7r"1e™ = 71 (cos f — isen ) (A.4)

La reflexién se debe al cambio de signo en el elemento exponencial de z.

Sea C el circulo unitario de con centro en el origen del plano complejo, entonces
se puede notar que, debido al comportamiento de 7!, ver figura (A.8), los niumeros
complejos con radio » mayor a 1 se mapean con un radio 1/r, y caen dentro del circulo
(4, y los complejos que estan dentro de este circulo unitario, se mapean fuera de C.

La figura (A.9.A) presenta de manera mads clara los mapeos de las lineas paralelas
al eje real (con color verde la regiéon negativa y azul la regién positiva). De manera
similar (A.9.B), presenta el mapeo de las lineas paralelas al eje imaginario (con color
amarillo la regién negativa y color rojo la region positiva del eje imaginario). Se puede
observar que al mapear las lineas paralelas al eje real, las regiones positivas y negativas,
permanecen en la misma regién del plano complejo. Sin embargo, el mapeo de las
lineas paralelas al eje imaginario ha cambiado de region, es decir, la regién negativa ha
pasado a la regién positiva y viceversa, tal y como presenta en la ecuacion (A.4),

Al revisar nuevamente las figuras (A.1.A) y (A.9) se aprecia que el mapeo conforme
presenta cuatro familias de circulos concéntricos y, se puede intuir que todos estos
espacios geométricos tocan el origen, estas familias de circulos estan generadas por la
forma en que estamos recorriendo el plano complejo; hay dos familias de circulos para
las lineas paralelas al eje real y las dos familias restantes para las lineas paralelas al eje
imaginario.

En realidad lo que hace el mapeo 1/z es la inversién de plano complejo al circulo
unitario con centro en el origen . Es decir, en el interior del circulo C; se mapeo al



108 A.3. LA TRANSFORMACION 1/7

B) IMAGINARIO

Figura A.9: Mapeo real y mapeo imaginario de 1/

resto del plano complejo, y los nimeros fuera del circulo al interior de éste. A este
circulo se le llama “circulo inversor”?.Esto no debe causar extrafieza si se piensa en la
proyeccion estereografica que se realiza del plano complejo a la esfera de Riemann, y lo
que indica esta inversion es el cambio del emisferio en dicha esfera[37][61]. De hecho,
al observar la grafica de la fase de 1/z (A.10.B), se puede pensar que se estd obervando
el comportamiento de la fase, de la funcién identidad f(z) = z, en el polo donde esta
situado el punto al infinito sobre la esfera de Riemann.
Finalmente, la funcién £ = oo cuando z = 0,y £ = 0 cuando z = oo.

?Una discusion completa sobre la inversion compleja se puede encontrar en el capitulo 3 de [61]



APENDICE A. VISUALIZACION DE FUNCIONES Y TRANSFORMACIONES
COMPLEJAS 109

B)

Figura A.10: Contorno y fase de 1/z
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